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数学 奥林匹克 是 起 步 最 早 、 规 模 最 大 、 类 型 多 种 、 层 次 较 多 的 一 项 学 科 竞 赛 活 动 . 
多 年 来 的 实践 表明 :这 项 活动 可 以 激发 青少年 学 习 数 学 的 兴趣 ,焕发 青少年 的 学 习 热 
情 , 吸 引 他 们 去 读 一 些 数学 小 册子 ,促使 他 们 寻找 机 会 去 听 一 些 名 师 的 讲座 ;这 项 活动 
可 以 使 参与 者 眼界 大 开 , 跳 出 一 个 班 、 一 个 学 校 或 一 个 地 区 的 小 圈子 ,去 与 其 他 “高 手 ?” 
互相 琢磨 ,激励 并 培养 他 们 喜爱 有 挑战 性 数学 问题 的 素养 与 精神 ;这 项 活动 可 以 使 参 
与 者 求知 欲望 大 增 , 使 得 他 们 的 阅读 能 力 、 理 解 能 力 、 交 流 能 力 、 表 达能 力 等 诸 能 力 与 
日 俱 进 . 这 是 一 种 有 深刻 内 涵 的 文化 现象 ,因此 , 越 来 越 多 的 国家 或 地 区 除 组 织 本 国 或 
本 地 区 的 各 级 各 类 数学 奥林匹克 外 ,还 积极 地 参与 到 国际 数学 奥林匹克 中 ， 

我 国 自 1986 年 参加 国际 数学 奥林匹克 以 来 ,所 取得 成 绩 举 世 公 认 ， 十 多 年 来 一 直 
| 保持 世界 领先 的 水 平 . 其 中 ,到 2004 年 止 , 湖 南 的 学 生 已 取得 10 块 金牌 .2 块 银 牌 的 好 
| 成 绩 . 这 优异 的 成 绩 , 是 中 华 民族 精神 的 体现 ,是 国人 潜质 的 反映 ,是 民族 强盛 的 希望 . 
为 使 我 国 数学 奥林匹克 事业 可 持续 发 展 , 一 方面 要 继续 吸引 越 来 越 多 的 青少年 参与 ， 
吸引 一 部 分 数学 工作 者 扎实 地 投入 到 这 项 活动 中 来 ; 另 一 方面 要 深入 研究 奥林匹克 数 
学 的 理论 体系 ,要 深入 研究 数学 奥林匹克 教育 理论 与 教学 方略 ,研究 数学 奥林匹克 教 
育 与 中 学 数学 教育 的 内 在 联系 . 为 此 ,在 中 国 数学 奥林匹克 委员 会 领导 的 大 力 支 持 与 
热情 指导 下 ,湖南 师范 大 学 成 立 了 “数学 奥林匹克 研究 所 ”. 研究 所 组 建 近 两 年 来 ,我 们 
几 位 教授 都 积极 投身 到 研究 所 的 工作 中 , 除 深入 进行 奥林匹克 数学 与 数学 奥林匹克 教 
育 理论 研究 外 ,还 将 我 们 多 年 积累 的 辅导 讲座 资料 进行 了 全 面 、 系 统 的 整理 ,以 专题 讲 
施 的 形 承 编写 成 了 这 套 专 题 研 究 丛 书 , 分 几何 \ 代数、 组 合 、 真 题 分 析 四 卷 . 这 些 丰 富 、 
系统 的 专题 知识 不 仅 是 创新 地 解 竞 赛 题 所 不 可 或 缺 的 材料 ,而 且 还 可 直接 激发 解 竞 赛 
题 的 直觉 或 灵感 . 从 教育 心理 学 角度 上 说 ,只 有 具备 了 充分 的 专题 知识 与 远 辑 推理 知 
识 , 才 能 有 目的 \ 有 方向 ,有 成 效 地 进行 探究 性 活动 . 

由 于 这 套 丛 书 篇 幅 较 大 ,有 些 部 分 整理 欠 完 善 , 歼 请 专家 、 同 行 和 读者 不 刘 指 正 . 
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【基础 知识 】 
人 


函数 既是 高 中 数学 学 习 的 主线 .重点 ,也 是 历年 来 全 国 高 中 数学 联赛 的 基本 内 容 、 
重点 . 指数 函数 、 对 数 函 数 、 才 函数 、 二 次 函数 .无 理 图 数 以 及 三 角 函 数 等 常常 是 主要 的 
联赛 试题 载体 . 考查 函数 的 单调 性 ,有 界 性 . 极 ( 最 ) 值 性 .周期 性 .奇偶 性 以 及 图 象 的 对 
称 性 等 的 灵活 运用 是 联赛 试题 的 主要 题 型 . 求解 这 类 问题 除了 需 熟 练 掌握 函数 的 单调 | 
性 .奇偶 性 、 周 期 性 有 界 性 等 基本 性 质 之 外 ,还 需要 熟悉 由 这 些 基本 性 质 推 导出 的 一 | 

结论 1 设 浮 数 y = 二 f(x) 是 定义 在 R 上 的 奇 咀 数 . 

(1) 大 f(x) 在 R 上 为 单调 函数 , 则 | f(x) | 过 | f(x2) | 合 | x | 过 | x |; 

(2) 在 f(x) 在 及 上 为 增 国 数 , 则 | f(x0) | 过 f(zx2) 人 S| zi 11< To; 

(3) 行 FGz) 在 及 上 为 减 图 数 , 则 | f(x) 1|< za 后 | ri | 二 x. 

结论 2 设 函 数 y= f(x) 是 定义 在 及 上 的 偶 函 数 . 

(1) 大 f(z) 在 [0, 十 ceo) 上 为 增 孙 数 , 则 fz) < Ar 后 | x | 二 | za |; 

(2) 契 A(x) 在 L0, 十 ce) 上 为 减 函数 , 则 f(x1) 过 f(x) 人 S| x | 之 | x | 

奇偶 函数 的 概念 可 以 推广 . 

定义 1 对 于 肾 数 (XxX) (x € R) ,行人 存在 常数 a, 使 得 其 函数 定义 域内 任意 一 个 z， 
都 有 


沪 冰 条 凋 下 理性 进 同和 洪波 oO 


Fa 一 z) = 二 f(a 十 xX),; 或 f(2a 一 x) = f(z)， (1 -1) 
则 称 f(x) 为 广义 ( 工 ) 型 偶 消 数 . 显然 , 当 a = 0 时 ,f(x) 为 一 般 ( 即 通常 意义 下 ) 的 偶 
晤 数 . 

对 于 函数 f(z) (zx € R), 厂 存在 常数 4, 使 得 其 函数 定义 域内 任意 一 个 z, 部 有 

fla—Zx) = 一 f(a 十 Xx), 或 f(2a 一 x) =— f(x),， (1 — 2) 
则 称 ACx) 为 广义 ( 工 ) 型 育 图 数 . 显然 , 当 a 一 0 时 ,f(z) 为 一 般 ( 即 通常 意义 下 ) 的 奇 
函数 . 

定义 2 对 于 函数 Az) (x € R) ,者 存在 常数 wb 使 得 其 函数 定义 域内 任意 一 个 
ZX， 都 有 

f(a——zr) = f(V+ ZI), (1 — 3) 
则 称 f(x) 为 广义 ( 芽 ) 型 偶 函 数 . 显然 , 当 a = 二 5 时 , f(x) 为 广义 ( 工 ) 型 偶 函 数 ; 当 a 二 
b 二 0 时 ,f(x) 为 一 般 的 偶 函 数 . 

对 于 函数 f(x) (zx € R), 和 车 存在 常数 a、,b, 使 得 其 函数 定义 域内 任意 一 个 xz, 都 有 

fla—7x) 一 一 帮 0 十 工 )， (1 -4) 
则 称 f(x) 为 广义 ( 卫 ) 型 奇 函 数 . 显然 , 当 a 二 5 时 , f(x) 为 广义 (I 了) 型 奇 函 数 ; 当 a = 
b 二 0 时 ,f(x) 为 一 般 的 奇 图 数 . 

定义 3 ”对 于 函数 f(x)(x E R), 知 存在 常数 a.m aa > 0,n 全 0) ,使 得 其 定 
义 域 内 任意 一 个 zx, 都 有 

Fa 一 MAX) = f(b+nr), (1 -5) 
则 称 f(x) 为 广义 ( 正 ) 型 偶 函 数 . 显然 , 当 mx 二 n== 1 时 ,了 f(x) 为 广义 ( 开 ) 型 偶 函 数 ; 
当 a 二 6 二 0, 月 m= 二 nn 时 , f(x) 为 一 般 的 偶 函 数 . 

对 于 上 男 数 f(z) (x € R) ,车 存在 常数 a.b.m.n(m > 0,n > 0), 使 得 其 定义 域内 任 
意 一 个 xz, 都 有 

fla—mz) =— f(b nr), (1 -6) 
则 称 f(z) 为 广义 ( 肚 ) 型 奇 函 数 . 显然 , 当 m = 二 n= 1 时 ,f(x) 为 广义 (了 ) 型 奇 函数 ; 
当 a 二 6 二 0, 且 mr 一 nn 时 ,了 f(x) 为 一 般 的 奇 油 数 . 

结论 3 设 f(x) 为 定义 在 R 上 的 广义 (I) 型 偶 函 数 . 


(1) 车 f(x) 在 [2 元 2， 十 co) 上 为 增 函 数 , 则 


Fr < fr) | zo— 4 一 | x, 2 二 |， 


(2) 车 f(z) 在 [43 十 co) 上 为 减 函数 , 则 


fr) < fr) | 7 一 a |>| zx Xs 2 |. 


co 


结论 4 设 f(x) 为 定义 在 RR 上 的 广义 ( 卫 ) 型 奇 函 数 . 
(1) 车 f(x) 在 及 上 为 单调 函数 , 则 


fd) [< fd eln-et <|n -| 
(2) 若 f(x) 在 R 上 为 增 函 数 , 则 

fC) [< fz)e | ne |， 

(3) 若 f(z) 在 R 上 为 减 肖 数 ， 网 

fr) I< fde ln |< x 


结论 5 过。 是 两 个 相 蜡 的 常数 .网 

(1) 当 f(x) 关于 a.5b 均 为 广义 (I) 型 偶 函 数 时 ,f(x) 为 周期 函数 , 且 212 一 a | 
为 其 一 个 正 周 期 ; 

(2) 当 f(x) 关于 a2 均 为 广义 ( 工 ) 型 厨 函 数 时 ,f(x) 为 周期 函数 , 且 2 112 一 a | 
为 其 一 个 正 周 期 ; 

(3) 当 f(x) 关于 aa 一 个 为 广义 ( 工 ) 型 奇 吨 数 , 另 一 个 为 广义 ( 工 ) 型 偶 函 数 时 ， 
f(z) 为 周期 图 数 , 且 4 | 5 一 a | 为 其 一 个 正 周期 . 

结论 6 设 f(x) 为 定义 在 R 上 的 函数 ,对 任意 x € R, 恒 有 

(1)fla—z) = 二 f(b 一 7X)( 或 f(a 十 x) = 了 (6 十 ZX))(a 关 成立 ; 则 f(zx) 为 周期 
晃 数 , 且 | 5 一 a | 为 其 一 正 周期 ; 

(2) [Ga 十 Z) 二 一 了 (6 十 ZX)( 或 f(a 一 7X) 二 一 了 (5 一 xX))(a 关 站 成立; 则 f(x) 为 
周期 病 数 ,日 2 | 5 一 a | 为 其 一 正 周期 ; 

(3)f(z 一 Q) 十 f(z 十 4) = 二 f(z)(a 关 0) 成立; 则 f(z) 为 周期 本 数 , 且 6 | a | 为 
其 一 正 周期 . 

绪论 7 对 于 实数 a; ,6b; mi; .ni;(n — 1],2) , 月 7701 * IN2 ON * NN sm (G2 C—O ) = 
(al 一 bz )， 行 对 于 定义 在 及 上 的 函数 f(z), 和 且 对 于 任意 x E€ R, 有 


(Dfla;— mre) = fb; nri) (i = 1,2), 则 f(x) 为 周期 邱 数 ,用 | (az — Hh) 十 天 . 
(oz — a1) 为 其 一 正 周 期 ; 
(2) ai 一 Mix) 一 一 (6; 十 nri)(i 二 1,2), 则 f(z) 为 周期 函数 , 且 | (a， 一 把) 十 坊 


(b> 一 Qi) | 为 其 一 正 周期 ; 
(3) fa —mzr) = fmz), flas—mr) =— f(b nz), 则 f(z) 为 周期 也 


数 , 旦 2 (qa 一 妇 ) 十 地 (2 一) | 为 其 一 正 周期 . 
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f(z 二 1) 一 十 一 一 一 


Ss qi 


结论 8 设 工 为 非 零 带 数 ,者 对 于 函数 定义 域内 的 任意 二 , 恒 有 


fri+T) 一 ALAGzr) |， (] -7) 
其 中 M(xz) 满足 MEM(x)|]=x, 且 M(x) 关 Xz; 则 f(z) 为 周期 肾 数 ,有 是 27 为 其 一 个 周 


期 . 
以 上 结论 3 一 8 均 由 周期 函数 的 定义 即 可 推 证 . 


在 结论 8 中 ,和 蔡 取 M(x) 二 一 z+; 则 有 f(zx 十 TT) 二 一 了 (x); 若 取 MM(x) 二 十 一 二 , 则 有 
+ 7 元; 若 取 M(x) = ca 十 关 0), 则 有 f(z 十 T) = 


2 二 eaz 十 如 天 0) 等 .满足 这 些 条 件 的 f(z) 均 为 周期 画 数 , 且 2 了 为 其 一 个 周期 ， 


在 结论 8 中 ,车 取 M(z) = 训 十 Vz 一 2 则 有 f(z 十 T) 一 汝 十 
VvV fz) 一 [ f(x) 上 ,此 即 为 IMO 第 10 届 中 的 一 道 试题 . 

我 们 知道 ,对 于 奇 函 数 ,其 图 象 关于 原点 (0,0) 成 中 心 对 称 ;对 于 偶 函 数 ,其 图 象 关 
于 y 轴 (zx = 0) 成 轴 对 称 . 一 般 地 ,我 们 有 

结论 9 ”函数 f(x) 定义 在 R 上 ,对 于 定义 域内 任 一 实数 zx, 都 有 

fa xz) 二 f(b6—Xx)=c (1— 8) 
成 立 的 充 要 条 件 是 函数 f(x) 的 图 象 关于 点 (4 于 ,< ) 成 中 心 对 称 

结论 10 ”函数 f(x) 定义 在 RR 上 ,对 于 定义 城内 任 一 实 开 x, 都 有 

f(a+x)— f(b—7x)=0 (1 ~ 9) 
成 立 的 充 要 条 件 是 函数 (zx) 的 图 象 关于 直线 x = “二 成 轴 对 称 

以 上 两 结论 的 证 明 留 作 练 习 ( 参 见 模拟 实战 一 B 让 第 6、7 题 )， 


【基本 问题 与 求解 方法 】 

例 ] (1999 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 吞 (logs 3)” -一 (logs 3)” -之 (log2:3) 一 一 (logs 3) >， 
则 < ). 

A.X—y 宇 0 B.XxX++y 宇 0 C.T—y 太 0 D.x 二 y 世 0 


解 ” 选 B. 理 由 : 因 0 二 log;3 二 1 二 logs3, 知 yi 一 (logz3)” 为 R 上 的 增 明 数 . 
义 由 (logs3)” 为 R 上 的 减 函数 , 知 y。 二 一 (logs3)” 为 R 上 的 增 函 数 ,从 而 y = 
yi 十 y 一 (logz3)” 一 (logs3)” 为 R 上 的 增 阴 数 . 
由 已 知 (logz3 和 六 一 (logs3)* 守 (logs3) 一 (logs3) 一 ,得 过 一 六 即 有 x 十 y 宇 0. 
例 2 《第 9 届 " 布 望 杯 ”邀请 赛 题 ) 设 函 数 y 王 f(x) 是 周期 为 2 的 偶 函 数 ,是 在 区 


同 L0,1j 内 单调 递减 , 则 f( 一 1)、fC0)、f(2.5) 的 大 小 关系 为 (  ). 
A. f(—1) < f(2.5) < £00) B. f(—1) < f(0) < fC2.5) 
C. fC00) < fC2.5) 一 f(—1) D. f(2.5) < f(0) < f(—1) 
解 ” 选 A. 理由 :由 f(z) 的 周期 性 可 得 , f( 一 1) = 了 (1),f(2.5) = 二 f(0.5), 再 由 


fCz) 在 L0,1] 内 单调 递减 , 知 f(1) 二 了 (C0.5) 二 了 00), 故 有 f( 一 1) < fC2.5) < f(0). 


例 3 (1989 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 对 任意 的 函数 y = f(x) ,在 同一 个 直角 坐标 系 
中 ,函数 y = /xz 一 1) 与 函数 y = f( 一 x 十 1) 的 图 象 恒 (  )， 

A. 关于 工 轴 对 称 B. 关于 直线 x 二 1 对 称 

C. 关于 直线 z 二 一 1 对 称 D. 关于 y 轴 对 称 


解 ” 选 B. 理由 ;由 于 f(z) 和 f( 一 ?) 的 图 象 关 于 直线 1 二 0 对 称 , 从 而 f(x 一 1) 与 


fA 一 Xz 十 1) 二 fl 一 (x 一 1). 的 图 象 关 于 直线 x 一 1 二 0 芭 x = 1 对称 . 

例 4 (1988 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 有 三 个 函数 ,第 一 个 是 y = q(x), 它 的 反 消 数 
网 是 第 二 个 函数 ,而 第 三 个 函数 的 图 象 与 第 二 个 函数 的 图 象 关于 直线 x 十 y = 0 对 称 ， 
那么 第 三 个 函数 是 ( ). 

A.y 一 一 DCz) B.y 一 一 9 一 工 ) C. y=— 9 (x) D. y =— 9 (— Zz) 

解 选 B. 理 由 :第 一 个 函数 的 图 象 与 第 二 个 函数 的 图 象 关于 z 一 > 一 0 对 称 , 第 二 
个 国 数 的 图 象 与 第 三 个 函数 的 图 象 关 于 z 十 y 王 0 对 称 , 所 以 第 一 个 函数 的 图 象 与 第 三 
个 函数 的 图 象 关于 原点 对 称 . : 


例 5 (1984 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 若 F( 寺 二 ZY) = x, 则 下 列 等 式 中 正确 的 


1 二 文 
是 ( ). 
A.F(C 2— 1x) —— 2 F(z) B. F(— zx) 一 下 (二 一 工 ) 
] 十 立 
C. F(=) 一 F(x) D. FIF(x)] =— x 
、 、 1 一 工 、 _1—z 四 
解 选 A. 理由 :由 题 设 F(] 于 二) 二 Xz, 知 F(z) = 了 二 二 ,其 图 象 关于 点 ( 1,— 1) 
成 中 心 对 称 . 根据 结论 9, 有 F(x) 十 FC 一 2 一 x) = 二 一 2. 
- LDL 一 (一 2 一 Z) 3+ ,lr 。 4 
或 者 由 P27) 一 1 二 (一 2 一 x) 一 i 十 x 一 2 一 了 十 x 一 2 一 Px) 即 得 


或 者 用 特殊 值 验证 排除 :由 F(] 于 ) = zx, 令 x 二 1 得 F(0) 一 1, 令 z= 二 0 得 F(1) = 


0. 而 在 BB 的 等 式 中 , 令 x= 二 0, 有 FF(0) 二 F(1), 可 排除 B; 在 C 的 等 式 中 ,zx = 0 无 意义 ， 
排除 C; 在 DD 的 等 式 中 ,左边 FLF(1)] = F(0) = 1 头 一 1, 排 除 DD 


例 6 (1996 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 如 果 在 区 间 [1,2] 上 ,函数 f(x) 二 x? 十 pr 十 g 与 | 。 


壮 池 订 煤 于 丘 往 潍 遇 加 入 闭 O 


法 六 商业 下 二- 性 杰 油 癌 潍 恒 O 


s qi 


g(x) 一 工 十 点 在 同一 点 取 相同 的 最 小 值 ,那么 (x) 在 该 区 间 上 的 最 大 值 是 ( 。 )， 


A.4 十 冯 闪 十 闻 B.4 一 立 闻 十 闻 
C. 1 一 性 多 十 V4 : D. 以 上 答案 都 不 对 


解 选 B. 理由 ;因为 1 过 zz 过 2,; 则 知 


g(z) 一 闻 十 却 十 方 之 3 于 一 点 , 即 工 一 演 时 ， 


g(x) 有 最 小 值 > ?5 


一 坊 一 2， 户 一 一 2V2， 
于 是 由 题 设 有 上 “ ， 解 得 | 3， ， 
g 一 丰 一 广 籽 ， | 


放 f(z) 一 妇 一 2 党 z 十 壮 关 十 沽 = (一 妆 ) 十 六 好 
一 籽 > 籽 一 1, 知 /zxz) 在 zE [1,Y2] 上 为 减 函数 ,zE [V2,2] 上 为 增 函 数 ， 
故 f(z) 有 最 大 值 f(2) 一 4 一 立 关 十 关 
例 7 00 和 全国 ， 基 宁 题 已 知 z、y 都 在 区 间 ( 一 2,2) 内 , 且 xy = 一 1, 则 函 


数 zx = 7 IT 一 go 埃 的 最 小 值 赴 ( ). 
8 | 24 .2 12 
A. 二 B. 从 C. = D. 二 
解 ” 选 D. 理由 :由 已 知 得 y == 一 二 ,从 而 
4 9 4 gx? 35 

_ _ —] | 
“一 7 e+) 
而 x 和 U ( 方 ,2), 当 gx? 二 生 , 即 zx? 二 所 时 ,9zx? 十 广 的 值 最 小 ,此 


时 有 最 小 值 二 


例 8 (2004 年 全 国 高 中 联 守 是 ) 设 机 数 / R 一 R, 满 足 f(0) = 1， 目 对 任意 x,y € 
及 ,部 有 fCxy 十 1) 二 f(x) 。， fly) fly)—z 十 2, 则 f(x) 一 
解 ” 填 xz 十 1. 理由 :对 任意 的 XxX、y E RR， 


芒 绎 上 典 b> pA 


有 flxy 二 1) = f(x) +: jy 一 乒 y) 一 工 十 2 

fxy+1) = fly) fx) — fr)— yt, 
故 fz) 。Fy) 一 roy) 一 z 十 2 = f(y) f(x) — f(r) — y+2, 
Bj f(x y= f(y) tx. 

由 题 设 , 当 yy 二 0 时 ,有 f(0) = 二 1, 故 f(x) 一 工 十 1. 


【 解 题 思 维 策略 分 析 ) 
1. 注意 函数 基本 性 质 的 灵活 运用 


已 二 sinz 一 2 一 0， 
例 9 (1994 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 已 知 z.yE [下 , 开 ], 目 人 ， 


4y 二 siny， cosy 十 a 二 0， 


尝 阔 商 半 臣 开 侨 涟 进 可 入 关 O 


则 cos(z 十 2y) 一 
解 ” 填 1. 理 由 :考察 函数 f(t) 一 已 十 sint, 它 在 [一 地 ,于 ] 上 是 单调 递增 的 函数 . 


令 Frz) 一 2a, 即 忆 十 snz 一 24 一 0, 及 2y) = 二 一 24; 即 4y 十 siny。cosy 十 4 三 0， 
由 f(x) 一 2a 王 一 2y) ,得 工 二 一 2y. 


而 2y E [一 5 ,Fj]; 知 yE€ [一 元, 本 ], 故 cos(z 十 27) 二 1 


例 10 (第 9 届 “* 和 希望 杯 ” 邀 请 赛 培训 题 ) 定义 在 实数 集 R 上 的 函数 y 二 f(z 十 1) 
的 反 孙 数 是 y = 广 (z 十 1) ,并 且 f(1) = 3997, 则 A(1998) 的 值 等 于 . 

解 ” 填 2000. 理由 ;由 题 设 y = 广 (x 十 1), 得 

f(y) 一 十 1 即 工 = f(y) 十 1, 故 得 反 晴 数 y= f(x) 一 1. 

由 题 设 ,有 f(x) 一 1 = 二 f(z 十 1), 即 f(x 十 1) f(x) 三 一 

于 是 f(1998) = [/(1998) 一 /(1997)] 十 [f(1997) 一 了 (1996)] 十 … 十 [f(2) 一 
f(1)]+f0) = 一 1997 十 3997 = 2000. 

例 11 (第 10 届 "“ 和 希望 杯 ” 邀 请 赛 培训 题 ) FCz) gz) 的 定义 域 都 是 RR, f(x) 是 
偶 函 数 ,g(x) 是 奇 函 数 , 目 f(x) 十 g(x) = ,那么 A 的 取 值 范围 
为 


解 ” 填 当 z 之 0 时 ,大 3 之 2; 当 <<0 时 ,大 2 过 一 2. 理 由 :由 f(z) 十 g(x) = 


一 


1 | ] 
了 7 一 及 g(z) 为 奇 函 数 , 可 得 f(x) 一 g(x) = re 


] Xl 
于 是 f(x) = 到 (二 Ti 天) (x 一 Zz 十 1)(x? 十 ZX 十 1) 


六 池 应 并 全 卫 民 滩 泛 回 渤 冯 O 


XT) 二 一， 
(xX 一 工 十 1)(x 十 工 十 1) 


f(x) _zxz+tl_ .ll 
从 而 va 二 二- 


当 z>0 时 ,用 z4 2; 当 工 二 0 时 ,大 ze 二 -2. 
g(r) g(x) 


例 12 (北京 大 学 理科 实验 班 入 学 者 试题 )f(x) 的 定义 域 是 有 R, 若 cE R, 使 
ec) ==c; 则 称 c 是 fx) 的 一 个 不 动 点 . 设 f(x) 的 不 动 点 数目 是 有 限 多 个 ,下 述 命题 是 
否 正确 ? 若 正确 ,请 给 予 证 明 ; 知 不 正确 ,请 举 出 一 个 例子 说 明 . 

(1) f(x) 是 奇 函数 , 则 f(x) 的 不 动 点 数目 是 奇数 ; 

(2)FGz) 是 偶 国 数 , 则 f(x) 的 不 动 点 数目 是 偶数 . 

解 ”由 不 动 点 的 定义 可 知 , 函数 f(x) 的 不 动 点 个 数 就 是 函数 > = f(x) 与 y= 二 x 
的 图 象 交点 的 个 数 . 先 可 考虑 两 个 特殊 的 奇 . 偶 函数 试探 而 得 结论 . 

(1) 正确 .证 明 如 下 : 因 f(x) 为 奇 图 数 , 且 zz ER, 则 F 一 0) = 一 了 (0), 即 f(0) = 
0. 因此 ,0 是 f(x) 的 一 个 不 动 点 . 

假设 c 关 0 是 f(x) 的 不 动 点 , 则 由 定义 知 fl(c) = c. 因为 f(x) 是 奇 函 数 ,所 以 
f( 一 0c) 二 一 f(c) = 一 c, 从 而 一 < 也 是 f(x) 的 不 动 点 . 又 因为 c 关 一 c, 所 以 f(zx) 的 非 
0 不 动 点 如 果 存 在 , 则 必 以 互 为 相反 数 的 形式 成 对 出 现 . 又 根据 题 设 , f(x) 只 有 有 限 个 
不 动 点 ,因此 ,f(x) 的 不 动 点 数目 为 奇数 . 

(2) 不 正确 . 反例 如 下 :f(x) = 1 是 偶 函 数 .因为 f(1) = 1, 所 以 1 是 f(x) 的 一 个 
不 动 点 . 设 c 是 f(x) = 1 的 不 动 点 , 则 flc) 一 c 又 flc) = 1, 所 以 c 二 1. 因此 ， 
f(x) = 二 1 有 和 且 只 有 一 个 不 动 点 , 故 命题 不 正确 . 

2. 注意 二 次 函数 性 质 的 灵活 运用 

例 13 (第 13 届 “ 和 希望 杯 ” 邀 请 赛 培训 题 ) 已 知 二 次 函数 f(x) = ar’ 十 bx 十 cla， 
pcER,a 和 0). (1)f(—1) 一 0,(2) 对 任意 x EE R,zr 达 f(x) < 十 1)，, 那 么 < = 二 


sC 一 一 


,b 二 广 'c 二 六 . 理由 :由 条 件 (2) 令 x 一 1 得 1 << /(1) 之 1, 即 


解 4 = 


f(D) ==1. 又 f( 一 1) ==0,f(0) 一 c, 于 是 可 令 旺 f(x) 一 xzCz 十 ]) 一 cz 一 DCz 十 1) 一 - 


1、 2 上 
本 (《: “OX 十 可 十 


由 条 件 (2) , 知 下 述 不 等 式 对 一 切 x € R 恒 成 立 : 
51—20z 二 57 十 C 六 , 即 六 (一 20Ox 37+c 之 0 


方 (1 一 2c) >0， ， 
于 是 | 解 得 c 一 二 
OS® 


从 而 f(z) 一 二 十 二 十 六. 

注 比 处 的 函数 式 用 到 了 一 次 函数 的 三 点 式 ( 即 拉 格 关上 多 项 式 表示 的 函数 式 )， 
一 次 函数 f(x) 经 过 三 点 (zy frz))、(Cz zz))、(zsy xz))， 则 Ar) = 
(XxX— Xs) (XC Ts) ,f(x1) + (XT— XX TX) ,f(z2) + (XO— XT) (Xe TX) Fr) 


(TX — X22 ) (XI — XL3 ) (zz — TX 一 2 (Xs — 2] ) (Xs 一 -op ) 
例 14 (2000 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 车 函数 f(z) 一 一 记忆 十 人 在 区 间 [a, 刀 上 的 最 
小 值 为 2a, 最 大 值 为 25, 求 | a,b|. 


解 ”分 三 种 情况 讨论 区 间 La,5j. 
(1) 于 flx) 在 [a,b] 上 单调 递减 , 故 f(a) = 20, 88) 二 2a, 于 是 有 


20 一 一 方 导 十 六 ， 
1 。 解 之 得 La， b= [1,3J. 
va 一 扩 十 学 ， 
(2) 车 a 二 0 二 5b, f(x) 在 La,0] 上 单调 递增 ,在 [0,5」 上 单调 递减 ,因此 f(x) 在 


z 一 0 处 取 最 大 值 2b, 在 + = a 或 + =b 处 取 最 小 值 24. 故 25 = 必 一半 


由 于 a<0, 又 f(6) 一 一 方 (全 )2 十 公 == 涉 之 0, 故 f(x) 在 x =a 处 取 最 小 值 24， 


即 24 一 一 二 性 十 僻 , 解 得 = 一 2 一 V17. 于 是 ,得 [a,6] = [一 2 一 V17, 吉 ] 


(3) 当 a 二 5 达 0 时 , f(x) 在 La,b51 上 单调 递增 , 故 f(a) = 2a,f(6) = 26, 即 24 = 
一 方 十 这,2b 一 一 性 六 十 六 ,由 于 方程 方 妇 十 2z 一 号 = 0 的 两 根 异 号 , 故 满足 < 


5 一 0 的 区 间 不 存在 . 

综 上 所 述 ,所 求 区 间 为 [1,3] 或 [一 2 一 V17, 蕊 ] 

例 15 (2002 年 上 海 市 春季 高 者 题 ) 对 于 限 数 f(z), 和 奇 存 在 xo EE RR, 使 f(x0) 一 mo 
成 立 , 则 称 ze 为 f(x) 的 不 动 点 ,已 知 图 数 f(x) 一 az 十 (十 zx 十 Ce 一 1Ca 尖 0). 


(1) 当 4 = 1,6 = 二 一 2 时, 求 函数 f(x) 的 不 动 点 ; 
(2) 和 看 对 任意 实数 p, 图 数 f(x) 恒 有 两 个 相 异 的 不 动 点 , 求 a 的 取 值 范围 ; 


-一 


溉 站 证 将 下 匡 心 逃 进 区 这 泪 O 


(3) 在 (2) 的 条 件 下 , 夺 > = 二 f(x) 人 A、B 两 点 的 模 坐 标 是 了 负数 f(z) 的 不 
动 点 ,有 是 A、B 两 点 关于 直线 > = kx 十 3 于 i 对 称 , 求 5 的 最 小 值 . 


解 Da a 一 工 十 3, 依 题 意 可 知 x: 一 x 一 3 = 二 ZX,; 求 
得 zi 二 一 1,xz 二 3, 从 而 f(z) 的 不 动 点 为 一 1 或 3. 

(2) 由 了 f(x) 二 ax 十 (十 1)z 十 (一 1 天 0) 恒 有 两 个 相 异 的 不 动 点 , 知 az 十 
az 十 2 一 1 一 0 恒 有 两 个 相 蜡 的 实数 根 , 得 A 一 上 一 4 十 4 盖 0G ER) 恒 成 立 ,于 
是 A 一 (4a)? 一 16a 一 00 , 解 得 0 天 aa 到 1 

故 当 65 E R, fx) 恒 有 两 个 相 异 的 不 动 点 时 ,a 的 取 值 范围 为 0 过 a 过 1. 

(3) 由 题 意 ,A、B 两 点 应 在 直线 y 一 x 上, 设 Alxi,y1)、B(zx; ,yy;). 


由 点 A、B 关于 直线 y = kx 十 727 对称, 知 有 一 一 |. 
设 4B 的 中 点 M(x ,y ) ,由 zs 是 方程 ax? 十 br 十 6 一 1 二 0 的 两 根 , 知 


TI 二 / __ Xl 十 x __b 
> 2 9a 
b _ 
注意 到 点 M 在 直线 y 一 一 工 十 yi 上 , 则 一 7 一 和 2 十 二 1 ,有 
] 1 V2 
一 一 > 
va 十 ] 2a 十 二 5 > 。 工 4 
a a 


|S 


当 目 仅 当 24 一 二 , 即 a 一 一 之 E (0,1) 时 ,上 式 取 等 号 . 故 5 的 最 小 值 为 一 


注 此 处 的 判别 区 是 对 关于 b 的 二 次 式 5? 一 4ab 十 4a 恒 正 而 言 . 一 对 于 
f(X) = 二 ax’ 十 红 十 cba 放 0), 奉 f(z) 宇 0 恒 成 立 , 则 A 二 下 一 4ac 过 0; 若 A 二 太一 
4ac 委 0, 则 f(x) 宇 0 人 恒 成 立 ; 大 存在 zo, 使 f(xo) < 委 0, 则 A 三 电 一 4ac 之 0. 

3. 注意 由 函数 基本 性 质 推导 出 的 结论 的 灵活 运用 

例 16 (美国 第 2 届 数 学 邀请 赛 题 ) 函数 f(x) 定义 在 实数 域 上 ,日 满足 下 列 条 件 : 
对 任何 实数 z, 有 f(2 十 xX) == f(2 一 zx), 有 是 f(7 十 x) = f(7 一 Zz). 若 x = 0 是 方程 
fx) 一 0 的 一 个 根 , 问 方程 f(x) = 0 在 区 间 一 1000 之 xz 帮 1000 中 至 少 应 有 几 个 根 ? 

解 。” 由 晴 数 f(x) 对 任何 实数 x, 有 f(2 十 x) = f(2 一 xz),f(7 十 x) = f(7 一 zz) 
和 基 ,f(x) 为 广义 ( 工 ) 或 ( 正 ) 型 偶 函 数 ,2 1 2 一 7 | 二 10 或 | (2 十 2) 一 (7 十 7) |= 10 为 
其 一 正 周 期 (结论 5(1) 或 结论 7(1)). 

又 由 0= /Co) = f(2 一 2) = fC(242)=f(4)= 了 f(7 一 3) = f(7+3) = f(10),， 
知 在 区 间 一 10(R 十 1) 和 < 一 10 及 10R 二 x 之 10(& 十 Dk 二 0,1,2,…,99) 中 ， 
f(x) 一 0 至 少 有 2 个 根 , 计 有 400 个 根 , 又 Fo) = 0, 故 f(x) = 0 在 区 间 一 1000 去 


x 之 1000 中 至 少 有 401 个 根 . 
例 17 设 函 数 f(x) 定义 在 RR 上 ,对 任意 xz ER, 有 ff(l1 十 4x) = F3 一 2z) 2 十 


100 


3z) = 一 (7 一 6x), 求 >》[fC2k 一 1) 十 了 f(4& 一 2)] 的 值 . 
解 ”由 条 件 知 f(1) = Fl+4.0o) = F3 一 2?。0) = f(3) = F(2 十 3 。 坊 ) — 


一 了/(7 一 6. 志 ) = 一 f(5), 且 f(D)==fG3 一 2.1) = f(1 二 4.1) 二 f(5), 从 而 


f(01) =f(3) = f(5) =0. 
又 F2) = FI 二 4 于) = 3 一 2 十 ) = f= 2 二 3 二) = f(7— 


6 . 去 ) = 一 /f(6), 于 是 f(2) 十 了 (6) = 0. 


下 由 结论 7(3) 知 , f(z) 为 周期 函数 , 且 21(2 一 3) + 了 (7 一 1) | 二 4 为 其 一 正 周 
期 . : 
故 >》\[f(2k 一 1) 二 f(4k— 2)] 


100 DO 
— >,F(24 一 1) 十 > [FG8R 一 2) 十 /8 一 6) 
天 = 二】 


例 18 ”定义 在 及 上 的 函数 f(zx) 满足 :(1)f(2 十 zx) 是 偶 函 数 ;(2) 在 (一 oo, 十 2] 
上 为 增 图 数 , 试 解 不 等 式 f(a’ 十 34 十 2) 二 f(a? 一 a 十 2). 

解 ” 因 f(2 十 zx) 是 偶 函 数 , 由 结论 10 有 (2 十 zx) 二 f(2 一 xz), 从 而 函数 f(x) 以 
ZX 二 2 为 对 称 轴 且 在 (一 00,2j] 单调 递增 的 广义 ( 工 ) 型 偶 函 数 . 

由 结论 241)，, 知 原 不 等 式 等 价 于 | (a 一 a 十 2) 一 2 | 过 | (a 十 34 十 2) 一 21， 
即 | a 一 a | 过 | a 十 3a |, 解 之 得 a 汪 > 一 1 有 旦 4a 关 0. / 

4. 注意 一 切 代 数 技巧 的 灵活 运用 

例 19 (2002 年 全 国 高 中 联赛 题 改 编 ) 设 二 次 函数 f(x) 一 ax? 十 br 十 cl(a.b.cE 
R) 满足 以 下 条 件 : 

(1)zER 时 ,Fr 一 4) 一 f(2—7x),H f(x) > x; 


(2)z € (0,2) 时 ,rz) 去 (<) 
(3) f(x) 在 R 上 的 最 小 值 为 0. 


六 闻 订 关 环卫 忧 溢 遇 右 泛 效 O 
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学 
中 
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真 
是 
分 
析 


解 。” 由 题 设 条 件 :x EE RR 时, f(x 一 4) = 二 f(2 一 7x), 即 f( 一 4 十 xX) = 二 f(2 一 xz), 册 


论 10, 知 函数 f(x) 图 象 的 对 称 轴 为 = 一 1, 从 而 一 才 一 1, 即 6b = 24, 中 
又 f(x) 的 最 小 值 为 0, 且 图 象 的 对 称 轴 为 z 二 一 1, 则 f( 一 1) 一 0, 即 有 
4 一 D 十 c 王 ， QO 
由 已 知 条 件 , 当 x € (0,2) 时 ,x 之 f(x) 云 (亚丁 7) 
上 式 中 , 取 z=1, 则 1 和 甩 Al1) 近 1. (x) 
从 而 f(1) 二 1, 即 有 a 十 6 十 c= 二 1. 四 


由 中 ,@,@ 式 解 得 a 二 c= 二 志 一 记 . 
故 f(z) = 了 (Cz 十 1)*. 


注 (x ) 式 为 两 边 夹 式 . 此 题 若 把 条 件 = 过 f(x) 之 (一)? 更 换 为 + 一 4 之 


f(z) 太一 3x, 则 同样 可 以 达到 两 边 夹 的 效果 . 由 于 解 X+ 一 4 = x 一 3zx 得 x = 2, 则 
一 2 过 f(2) 之 一 2, 故 f(2) 一 一 2. 


例 20 (2002 年 北京 高 考 理 科 试 题 ) 已 知 f(x) 是 定义 在 R 上 的 不 便 为 0 的 函数 ， 


有 目 对 于 任意 的 a.b € 及 ,满足 FCop) = af (8) 十 bf(a). 


(1) 求 f(0)、f(1) 的 值 ; 

(2) 判断 f(x) 的 奇偶 性 ,并 证 明 你 的 结论 ; 

(3) f(2) = 2,U, = en EN" ), 求 数列 {UD,) 的 前 nn 项 和 5S，. 

解 ”(1) 令 4a = 二 5 二 0, 代入 条件 式 得 f(0) 二 0。f(0) 十 0。f(0)==0. 

令 a = 二 b= 二 1, 代 人 得 f(1) = 二 1，f0) 十 1。 ff0), 则 f(1) = 0， 

(2) 由 f(D) = ff[(C 一 1)?] = 一 了 (一 ]) 一 f( 一 1) = 二 0, 得 fC 一 1)==0. 

令 a= 一 1,6= 二 zz 则 ff( 一 xz)= 一 1.7z) = f(r) re ff 1) = f(r), 
从 而 f(x) 为 柯 图 数 ， 

(3) 当 避 关 0 时 ,上 的 = 2 + 


令 g(X) = 信 莒 , 则 g(ab) = g(a) + gb). 
从 而 gla) 一 02。，g(d) fla)=a gla) = nm" ga) = nea"!. f(a), 


于 是 U, 二 从 = ( 字 )"f/( 少 )， 
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加 磊 弘 曲 


而 f(2) = 2,f(1) = f(2 .小 ) = 27( 方 ) 十 太太 2) — 0, 


2 ? O 
则 /( 卫 ) = 一 士 /2) 一 一 二 , 即 U, 一 一 十， (入) 一 一 (二 其 
匹 
1 1 、 克 
一 一 [1] 一 (二 )"] 
Li 。 数 
故 S$S, 二 I 一 《万 ) ln EN’). 学 
2 中 
注 ”此 例 求解 中 用 到 了 赋值 的 技巧 | 
例 21 〈2001 年 全 国 高 考题 ) 设 函 数 y = f(x) 是 定义 在 及 上 的 偶 函 数 , 其 图 象 关 公 
于 直线 z 一 1 对 称 , 对 任意 mvz € [0, 二] 都 有 f(z1 十 zz) 一 f(x)。f(zo),，| 析 
Hf(1)=a>>0, 
rrrl、 cl 
(D 求 f/(3)、f(4); 
(2) 证 明 f(x) 是 半期 函数 


(3) 记 a， 一 f (2n 十 地 一 ) , 求 lim(lna, ). 


解 由 f(zi 十 zx) 二 f(x)。f(zs), 可 联想 到 指 # 数 函数 y = a*(0 之 之 志 ) 模 
型 来 求解 . 

(1) f(x) = 三村 十 性)》 一 f(3) > 0,x € [0,1], 

而 a 二 f(D) =f(3 二 5) = 瑚 ( 广 ) 之 0， 


1 


故 f( 雪 ) = 地， 于 ) 一 一 Lf(3) 一 ct. 


(2) 由 题 设 有 FGz) = f( 一 xX) 及 f(1 一 zx) = FI 十 z) ,根据 结论 5(1), 知 f(x) 是 
周期 函数 ,日 2 为 其 一 正 周期 . 
(3) 由 (1) 项 f(x) 宇 0,xX 中 1 |. 


又 关 广 ) 一 Fn。 :区 ) = 斤 元 -十 (n 一 1)， 志 - 二 
一 7 元 ) 。 (一 1) 。 元 ] 一 … 一 = 7 六 ) 。 “上 元 ) 7 元) 一 [7 六 -了 ， 
及 7 太太 ) 一 地 ,7 二 a , f(z) 的 周期 为 2， 则 fC2n 十 去) = f(z >)， 即 a, = azw. 


Wiimt(lna,) = lim(z-Ina) 一 0. 


Tl1— x) 


O 
122 (《 数 学 通报 》 数 学 上 纪 ) 求 ) 二 
例 (《 数 学 通报 》 数 学 问题 1486 号 ) 求 国 数 f(x) CI orl 
7 € (0,1| 的 最 大 值 . 
数 解 记 /(D)=y 令 z= 了 01<D， QQ 
了 了 - 
1 ,2 
代 人 f(x), 可 得 y= 2 (D) 
真 a 六 a 
题 引入 符 定 正常 数 wx, 得 
LAR) HUE) a) 
a(9—1) ~ 2a(9— £2) 2a(9— £2) 
lo 89+To) 17+o 1 ,17 
Dot) 1 ) 十 9— 1 J 十 20 SS 2 549 十 ) 十 一 50 
17 洁 电 一 4 V28 十 oa 
加 20 (3) 
{=a 
上 > 政和 大 信条 作 是 |。 。 89+@)(a>0,t€ [0,1)), 
2 一 一 


解 出 1 二 a 二 2V2 一 V5, 代 和 人 加 (或 加 ) 得 知 ， 
当 工 一 (1 十 V10 一 V5 一 V2) 时 ,y == f(x) 取 最 大 值 3(8V2 一 5V5). 
注 ”此 例 求 解 中 用 到 了 代 换 .引入 参 量 .均值 不 等 式 等 变形 技巧 . 


【模拟 实战 一 ) 
和 人 A 组 
1. (2002 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 函数 f(x) 二 了 二 一 地 ( 。 ). 
A. 十 偶 虹 数 但 不 是 奇 函数 B. 是 奇 函 数 但 不 是 侦 函 数 
C. 丸 是 偶 滑 数 又 是 奇 函 数 D， 斌 不 是 偶 困 数 也 不 是 奇 琐 数 
2. (2002 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 函数 f(x) = logy (x? 一 2x 一 3) 的 单调 递增 区 间 
是 (  ). 
A. (— 00,C— 1) Bb. (-~ 00,1) C. (1,， 十 co ) 1). (3, 十 00) 


3. (第 11 届 “希望 杯 ” 邀请 赛 题 ) 如 果 f(z 十 y) = f(x)。 f(), 并 且 f(1) = 2, 则 
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FT 一 六 3) Tf05) F01999) < 

A. 1999 B. 2000 C. 2001 D. 2002 六 

4. (第 11 届 “希望 杯 ” 邀 请 赛 题 ) 厂 定 义 在 R 上 的 偶 明 数 f(x) 在 L0, 十 co) 上 是 增 隧 

数 , 日 /(3) 一 0, 则 不 等 去 f(log#4 xz) 之 0 的 解 是 ( ). . 

1 中 

A.(F:1) B. (2, 二 ce ) 的 

(. (0 1) (J (2, 十 ce) D (i 1) 2， 十 oo) 站 

和 $ 2 2 昌 2 全 和 分 

5. 《第 11 届 "“ 布 望 杯 " 邀 请 赛 题 ) 图 数 F(z) 一 loga(2z2 十 2z vz2z 十 1 十 1) 是 ( )，| 新 

A. 偶 函 数 B. 奇 滑 数 

C. 琳 且 侦 的 函数 D. 非 奇 非 偶 的 肾 数 


6. (第 10 届 “希望 杯 ” 邀请 赛 题 ) 已 知 yy = f(x) 是 定义 在 及 上 的 单调 函数 , 则 ( ). 
A. 轴 数 工 二 广 (y) 与 y= 二 f(z) 的 图 象 关 于 直线 y = x 对称 
B， 限 数 f( 一 Xx) 与 f(x) 的 图 象 关 于 原点 对 称 
C. 站 (zx) 与 f(x) 的 单调 性 相反 
D， 销 数 f(z 十 1) 和 (x) 一 1 的 图 象 关于 直线 y 一 工 对 称 
7, (第 10 届 希望 杯 " 邀请 赛 题 ) 苦 函 数 y = log} | xz 十 a | 的 图 象 不 经 过 第 二 象限 , 则 
a 的 取 便 范围 是 ( ). 
A. (0, 十 co) B. 11, 十 ce (L (— oo ,0) D. (— co,—1| 
8. 《中 等 数学 2004 年 第 6 期 数学 奥林匹克 训练 题 ) 已 知 对 每 一 对 实数 zy, 函数 上 满 
正 (Zz) 十 fy) 二 f(x 十 9) 一 ZXy 一 1 车 f(1) = 1, 则 满足 f(n) = 二 n(n C2 的 个 
数 是 ( ”). 
A. 1 个 B. 2 个 C. 3 个 D. 无 数 多 个 
9. (第 10 届 “希望 标 ” 邀 请 赛 题 ) 设 f(x) 二 x 一 3x? 十 67 一 6, 上 日 fla) = 1, Fo) = 
一 5, 则 a 十 6 二 ( )， 
人 A. 一 2 B.0 C.1 1).2 
10. 《1993 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 已 知 /(x) = a .sinz 十 b Yr 十 4Cayb 为 实数 ), 且 
f(lglogs10) 二 5, 则 fllglg3) 的 值 是 ( ). 
A. 一 5 B.C—3 
C.3 D. 随 c<、.2 取 不 同 的 值 而 取 不 同 值 
11. (2002 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 已 知 f(x) 是 定义 在 R 上 的 函数 , F(1) = 1, 旦 对 任意 
TER 都 有 f(x 十 5) 宇 f(x)+5, f(zr+1) f(zX) 十 1. 帮 g(x) = 二 f(x) 二 1 一 


法 冰 症 间 蛋 开怀 渤 汪 区 沉 尊 O 


12. 
13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


z; 则 g(2002) 一 
(2001 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 娄 y 一 并 十 V 下 一 3z 十 2 2 的 值 域 为 . 
(第 10 届 "“ 和 希望 杯 ” 邀 请 赛 题 ) 已 知 函 数 f(x) = lg(Caz 十 22 二 i 的 值 域 是 一 切实 
数 , 则 实数 a 的 取 值 范围 是 
(第 9 届 "“ 和 希望 杯 ” 邀 请 赛 培训 题 ) 己 知 函数 Fz) 一 az 十 虹 十 c(a 和 0) 定义 在 区 


间 [ 一 之 ,一 ] 上 ,并 且 该 该 函数 的 最 小 值 不 是 4 一 ,那么 该 函数 的 最 小 值 


是 . 
(第 9 届 “ 希 望 标 ”邀请 赛 培 训 题 ) 设 函 数 y == yi 十 y2;, 其 中 yi 与 x 成 正比 ,yz 与 
x 成 反比 . 当 x = 二 1 时 ,y= 二 5; 当 zx = 二 V3 时 ,y= 二 7. 则 当 y 最 小 时 ,zx = . 
(第 9 届 “ 希 望 杯 ” 邀请赛 培训 题 ) 若 函 数 f(x 一 二 ) 一 二 ET 一 习 一 方 人 天 0 


工 尖 十 1)， 则 f(x) 一 

(第 11 届 “ 和 希望 杯 ” 邀 请 赛 题 ) 函数 f(z) 是 定义 在 R 上 的 周期 为 2 的 偶 图 数 , 当 
zx E[2,31 时 , f(x) = 二 xz, 则 当 x EL 一 2,01] 时 ,f(z) 的 解析 式 写 成 分 段 函 数 的 形式 
是 ,写成 统一 的 形式 是 . 


已 知 函数 f(x) = log (3 十 1) 十 性 bz 为 偶 函数 ,g(z) 一 2 十 和 2 为 奇 函 数 ,其 
2008 
中 cb 为 常数 , 则 2 Cat 十 太 ) 的 值 是 . 


定义 在 实数 集 R 上 的 函数 f(x) 满足 f(z 十 1) = FE 十 革 ,出 GD » £2): 
了 f(2008) 十 2009 的 值 为 


《中 学 数学 教学 参考 )2004 年 第 10 期 数学 竞赛 训练 题 ) 设 函数 f(z) 二 了 全 (4 
0,4 关 1 ,[m] 表示 不 超过 实数 m 的 最 大 整数 ( 即 高 斯 函数 ), 则 函数 [f(z) 一 元 ] 十 


| f(— zx) 一 元] 的 值 域 是 . 


B 组 


.〈 第 12 局 “希望 杯 ” 邀请 赛 培训 题 ) 一 次 三 项 式 azr2 十 好 十 < 中心 > 100, 那 么 使 二 次 


三 项 式 的 值 的 绝对 值 不 超过 50 的 整数 z 最 多 有 多 少 个 ? 


.《 利 9 届 希望 杯 " 邀请 赛 题 ) 石 FIz) 二 ar 十 巡 十 capcE R) ,在 区 间 [0,1] 上 
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恒 有 | f(x) | 委 1 
(1) 对 所 有 这 样 的 f(x), 求 | a | 十 15 | 十 | c | 的 最 大 值 ; 
(2) 试 给 出 这 样 的 f(z), 使 | a 1 二 18 | 十 | c | 确实 取 到 上 述 最 大 值 . 


. 求 函 数 f(a,8) = (4 一 人 ?十 (V2 一 a? 一 上 也 )? 的 最 小 值 
. 《1996 年 全 国 高 考题 ) 已 知 国 数 f(x) 一 az2 十 pr 十 cypg(z) = 二 az 十 b, 其 中 a.b.c 是 


实数 ,a 汪 0. 当 | z| 达 1 时 , | f(x) | 之 1 有 上 且 g(x) 的 最 大 值 为 2. 求 f(z). 


. 已 知 定 义 在 R 上 的 孔 数 f(x) 满足 :f(z 十 y) = f(x) 十 fly), 日 当 x 计 0 时 ,有 


fiz) <0, 又 FD = 一 2. 设 an0 为 常数 , 解 不 等 式 村 flar’)— fx) > ez 站 一 Fa 


. 证 明 结 论 9. 


7. 证 明和 结论 10. 


10. 


11. 


12. 


13. 


， 国 数 f(x) 定义 在 R 上 ， 对 任意 实数 x, 有 fll++x) = f(3— zx), HB f+ zx) 一 


一 了 4 一 Zz), 求 A(1) 十 /1(2) 十 … 十 A(100) 的 值 . 


. 已 知 函 数 y 二 f(x) 是 定义 在 R 上 的 单调 增 函数 ,对 任意 的 x E R, 有 (5 一 z) = 


一 玉 一 1 十 x), 解 不 等 式 | f(x 一 2z 十 7) | 二 f(z’ 十 3a 十 2). 
已 知 非 零 函数 f(x) 的 定义 域 为 R,， 对 任意 XI 2 入 R, 恒 有 f (x1) tT fz) -一 


27( 王 广 空 ) ， 访 二 广 泽 ) 成 立 ,上 且 六 于) 一 0. 求证， 


(1) 7Cz) 是 周期 晴 数 ,日 27 为 其 一 正 周期 ; 
(2) f(zx) 是 个 国 数 ; 
(3)f(2"7) 一 2F(2 一 了) 一 1 GE N. 


求 画 数 f(x) = (3z 一 1)(CV9z2 一 6z 十 5 十 1) 十 (2z 一 3) 。(V4 7 一 12z 十 13) 十 | 


1) 的 图 象 与 xz 轴 的 交点 坐标 . 


(美国 第 15 届 数 学 邀请 赛 题 ) 已 知 a.6c.d 为 非 零 实数 , f(x) 一 人 (zx E RB), 


且 f(19) ==19,f(97) = 97. 若 当 zr 时 ,对 于 任意 实数 xz, 均 有 [f(x)]=z， 


试 求 出 f(x) 值 域 以 外 的 惟一 数 . 

长 No 是 非 负 整数 集 ,f; No 一 No 是 一 个 函数 ,f(0) = 0, 且 使 得 对 任 一 n € Nu ,都 
有 Lf(2n 二 DP [fC2n)) = 6f()+1, fC2n) > fn). 间 :ffON,) 中 有 和 多少 个 元 
于 小 于 2004? 


尝 冰 亢 洗 性 姜 于 沿 同 和 六 汰 O 


妾 冰 商 病 下 开怀 注 全 和 涉 交 O 


【基础 知识 】 


方程 (组 ) 是 初等 代数 学 的 主要 内 容 . 方程 与 图 数 稼 各 是 紧密 联系 在 一 起 的 , 求 函 
数 的 零点 其 实 就 是 解 方程 ,函数 的 奇偶 性 .周期 性 的 条 件 式 其 实 就 是 函数 方程 式 等 等 . 
解 方程 (组 ) 的 总 体 原 则 是 同 解 变形 与 消 元 降 次 . 为 了 贯彻 这 个 原则 ,党 种 也 采用 一 些 
特殊 的 方法 ,例如 换 元 .分解 与 组 合 变形 ,构造 转化 等 ， 

在 处 理 方程 (组 ) 问题 中 , 常 第 应 用 到 如 下 结论 : 

结论 1 ( 书 达 定理 ) 葫 复 系 数 一 元 n 次 方程 

ao" 十 QZ 十 十 az 十 ao 二 0Cas 关 0) 的 7 个 复数 根 是 xz! 、xz、…、zx,, 则 


nl 
Xl 十 Xz 十 十 Tn 二 一 一 一 ， 


Un 


2 Cr 一 2 
TiT2 十 … 十 Qi 十 Za 十 十 TazT 十 … 十 TI 一 (人 一]) 0 
打 


Ut 
TCI" Xn -一 一 (一 1 )” a 
Un 


结论 2， 设 实 系数 一 元 二 次 方程 为 az? 十 巡 十 c 王 0(a 尖 0). 若 A 一 开 一 4ac 去 
0, 则 方程 无 实 根 ; 硅 A 二 5 一 4ac = 0, 则 方程 有 相同 两 实 根 ; 徊 A 王 上 一 4ac 二 0, 则 
方程 有 两 相 异 实 根 . 
结论 3 ” 设 函 数 f(x) 是 严格 单调 的 ， 
(1) 且 x ER,a.b 为 实 常 数 , 则 方程 
f(x) = flazr db) 与 az 十 0 一 za 尖 0) 同 解 ; 
(2) 且 E Ra sc 为 实 常 数 , 则 方程 
f(z) 一 az 十 虹 十 c) 与 ax 十 (6 一 zx 十 cc 二 0(a 关 0) 同 解 ; 
(3) 且 x ER,g(r) 和 h(x) 是 实 值 函数 , 则 方程 
fig(lzx) | 一 fih(x) | 与 g(x) = h(xrx) 同 解 ; 
(4) 有 旦 xX ER,g(x) 是 实 值 函 数 , 则 方程 
fig(r)|]== f(x) 与 g(x) 一 工 同 解 . 


【基本 问题 与 求解 方法 】 
例 1 (第 13 届 “希望 杯 ” 邀 请 赛 题 ) 方 程 x 十 + 十 1 二 0 和 x 十 YX 十 1 = 0 的 实 
根 分 别 为 a、B, 则 a 十 8 等 于 ( ). | 
A.—1 B. 一 六 C. = D.1 


解 ” 选 A. 理由 ;考察 函数 f(x) 一 x 十 x 十 1, 它 是 R 上 的 增 函 数 ， 

当当 十 XT 十 1 = 二 0， QD) 

可 得 x = VY 一式 一 1 以 一 z+ 一 1 代 x 得 一 + 一 1 = 多 
3) 
知 


六 池 诡 并 全 卫 性 六 汪 洗 疤 O 


由 外 得 (一 x 一 1)” = 二 xz; 亦 即 ( 一 x 一 1)5 十 (一 x 一 1) 十 1 二 0. 

设 “是 方程 @ 的 根 , 即 f(a) = 0.8 是 方程 @ 的 根 , 即 一 1 一 8 一 泊 , 从 而 由 图 
有 fC 一 1 一 BB) = 0. 

故 可 得 Fa) = f( 一 1 一 B), 即 a 十 B= 一 1. 

例 2 (1991 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 函 数 y = 二 f(x) 对 一 切实 数 z 都 满足 f(3 十 
Zz) 二 f(3 一 xX), 和 且 方 程 f(x) = 0 恰 有 6 个 不 同 的 实 根 , 则 这 6 个 实 根 的 和 为 ( ” ). 

A. 18 B. 12 C.9 D. 0 

解 选 A. 理 由 :者 3 十 是 Fz) ==0 的 一 个 根 , 则 由 已 知 f(3 一 a) = 了 (3 十 a) 二 
0, 即 3 一 & 也 是 一 个 根 . 因此 ,可 设 方程 f (x) 一 0 的 六 个 根 为 3 十 a 十 as 、 3 十 as. 于 
是 ,它们 的 和 等 于 18. 

例 3 (1995 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 已 知 方程 | x 一 2n | 二 kVr ln EN) 在 区 间 (2n 一 
1,2n 十 1」 上 有 两 个 不 相等 的 实 根 , 则 的 取 值 范围 是 (。” ). 


A.k>0 B.0 一 有 去 雹 二 
n 

， ] 1 

C. oO—— <k D, bb 不 


解 ” 选 B. 理 由 :显然 & 宇 0, 而 k= 二 0 导 出 x = 2n, 在 区 间 (2n 一 1,2n 十 1] 上原 方 
程 愉 有 一 根 , 故 & 二 0. 

义 由 (人 z 一 2 六 一 AZz 知 ,抛物 线 y 二 (zx 一 2n)? 与 直线 一 kx 在 区 间 (2n -1， 
2n 十 1」] 上 有 两 个 不 同 交 点 ,所 以 当 工 = 2 一 1 时 ,有 (z 一 20)2 之 2z 而 当 工 一 27 十 

四 , / 1 
1] 时 ,有 (zx 一 2n)? 之 Ar 从 而 大 (nt D1 

例 4 (2000 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 给 定 正 数 p.g.a.b.c, 其 中 关 g. 若 pa.o 是 等 
比 数列 ,pb、c、g 是 等 差 数 列 , 则 一 元 二 次 方程 bx? 一 2ar 十 c= 二 0( 


i _ 
Wr | B 
| 


尘 冰 商 病 蛋 乓 要 党 四 本 入 效 O 


f 婴 碍 经 典 


A. 无 实 根 B. 有 两 个 相等 实 根 
C. 有 两 个 同 号 相 蜡 实 根 D. 有 两 个 异 号 实 根 
解 选 A. 理由 : 巾 题 总 知 ,9 oa, 二 Poe 由 后 两 式 


得 2 一 二 (2 十 9)， C 一 (p+2g). 


于 是 ,有 == 计 (p+p+9) piatD > VP Vi = Ha-a. 
因为 p 关 9g, 故 Kta:, 原 方程 的 判别 式 人 A 二 4a 一 4&r 二 0, 因 此 , 原 方程 无 实 根 . 


例 5 (第 6 局 “希望 杯 ”邀请赛 题 ) 如 果 关 于 工 的 方程 z 十 \/z 十 广 十 \/z 十 工 一 


a 有 且 仅 有 一 个 实 根 , 则 实数 a 的 取 值 范围 是 ( ). 
A. [二 ,十 co) B. [本 ,十 co) C. [1, 十 co) D. [2, 十 co) 


Vir T2142 Vi 
解 ” 选 A 理由: 由 于 \/z 十 方 二 \/z 十 才 = 宇和 + 一 
(Vf 十 十 1 ,从 而 原 方程 可 化 为 2z 十 V 红 十 1 十 1 二 24, 即 Vz 十 1 一 一 2x 十 24 一 1 


考察 函数 y; 一 Vf 十 1 知 z 尖 一 子 ,% > 0. 

考察 函数 ys 二 一 2+ 十 24 一 1( 或 作出 yy 、y 的 图 象 ) ,可 知 , 原 方程 有 一 个 实 根 ( 即 
yi 与 的 图 象 只 有 一 个 交点 ) 的 充 要 条 件 是 24 一 1 2z = 一 元, 解 得 a 之 地 

例 6 (第 6 届 “ 希 望 杯 ” 邀请 赛 题 ) 已 知 关于 工 的 方程 x? 一 azr 十 a? 一 4 二 0 有 两 


个 不 等 实 根 是 有 一 个 正 根 , 则 a 的 取 值 范围 是 
解 ” 填 一 2 过 a 过 2. 理 由 :关于 xz 的 方程 x? 一 ar 十 a? 一 4 二 0 有 两 个 不 等 实 根 


一 (—a)’—4(a—4) 全 0， 
|, 0 
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解 之 得 和 3 “~ En 4 的 取 值 范围 为 一 2 之 a 过 2 
一 2 式 a 世 2 

例 7 (第 12 届 “ 和 项 望 杯 ”邀请 赛 题 ) 方程 logs (3” 十 和) 二 logs (57 一 37) 的 解 集 为 


解 ” 填 {2}. 理由 ;由 指数 与 对 数 的 关系 及 题 设 y= 二 logs (3" 十 47) = logs (5” 一 37)， 
有 3* 十 4 二 57， WU 
57 一 3z 一 4?， GO) 


专 题 研 究 系 列 


由 十 加 得 四 十 4 二 57 十 4 3 
由 于 f(2) 二 5' 十 和 是 R 上 单调 递增 的 函数 ,由 @, 有 f(x) = f(y), 从 而 x ==y， 


故 中,@ 均 化 为 3 十 全 一 57, 即 ( 守 )* 二 (全) 1. 


再 考察 函数 g(z) 一 ( 言 ) 十 (5)", 它 在 R 上 单调 递增 , 注意 到 g(2) = 1， 
故 工 一 2. 

例 8 《〈1997 年 全 国 高 中 联赛 题 原 型 题 ) 设 r,y 为 实数 , 且 满 足 

x — 37x° 十 2000x 二 1997， 


| -一 
信 — 3y 十 2000y = 1999, 4 Thy 
x—1) ”二 1997(zx—1) 一 一 1， 


解 填 2. 理由 ,条 件 式 可 变形 为 ( ”1)， 十 1997(y 一 1) 一 ] 


考察 图 数 /5 二 十 1997t, 则 f(z) 在 及 上 单调 递增 ,从 而 条 件 式 变 为 f(x 一 


【 解 题 思维 策略 分 析 】 

1. 注意 方程 同 解 结论 的 运用 

例 9 求 下 述 方程 的 实 根 ， 

(1) wz 十 IT 十 VW2z 干 3 十 3z 十 4 一 0i 

(2)126za 十 225z2 十 141z 十 30 = 0. 

解 (1) 原 方程 可 变形 为 Vz 于 IT 十 z 十 1 十 V2Z 十 3 十 2rz 十 3 一 0. 

令 工 十 1 = 1, 则 方程 可 变形 为 十 1 十 VY 十 了 十 2 十 1 = 0. 

考察 函数 f(z) 一 Yt 十 t, 易 知 f(z) 为 奇 函数 ,上 是 在 R 上 单调 递增 ,此 时 , 原 方程 可 化 
为 f(2) 十 fC21 十 1) = 0, 即 fC(21 十 1) = 一 了 了 0) 一 fC 一 2). 

于 是 ,由 本 章 结 论 3(1), 有 2t 十 1 一 一 局 


得 一 一 本, 故 一 一 他 为 所 求 


(2) 原 方 程 可 变形 为 (5z 十 3)3 十 zs 十 (5z 十 3) 十 工 一 0. 

考察 函数 f(x) 一 妇 十 z, 易 知 f(z) 为 奇 函数 ,有 是 在 R 上 单调 递增 . 此 时 , 原 方程 可 
化 为 f(5zx 十 3) 十 f(z) = 0,; 即 ff(5zx 十 3) = 一 了 (x) = f(x)， 

于 是 ,有 5x 十 3 一 一 z; 故 工 一 一 六 为 所 求 


2. 巧 用 一 元 二 次 方程 根 与 系数 的 关系 解 题 
例 10 设 实 数 ;,z 分 别 满足 19s 十 99s 十 1 二 0, 十 991 十 19 二 0, 并且 st 沽 1. 求 


闻 冰 询 郊 相生 全 连 浊 同和 江 新 O 


专 题 研究 系 列 


5 十 43 十 ] 
5 士 全 十 1 的 什 


解 ” 由 19s: 十 99s 十 1 二 0, 十 991 十 19 一 0, 有 
19s* 十 99s 十 1 二 0,19( 一 )? 十 99， (二 =) 十 1 — 0. 
因 st 关 1, 知 s 天 一 . 于是， 知 5 一 是 方程 19z 十 99zx 十 1 = 二 0 的 两 个 不 相等 的 实 


数 根 . 
由 根 与 系数 的 关系 ,有 s 十 一 = 一 ,5， 


尝 冰 商 凋 蛋 开 杠 涟 溅 加 入 沽 O 


St 上 十 4 十 上 3 了 了 ， 。 加 
从 而 一 -一 一 3 十 4 7 十 一 《4 十 了 ) 十 4 5 "一 15 十 了 


例 11 解 方程 (6z 十 7)2(3z 十 4)(z 十 1) = 二 6. 

解 原 方程 可 化 为 (6z 十 7)2(6z 十 8)(06z 十 6) 一 72. 

记 a 一 (6z 十 7)02 一 (6xz 十 8)(6z 十 6) 二 (6x 十 7)* 一 1, 

显然 a 十 (一 0) 二 1],a* (一 0) 一 一 72. | 

于 是 , 知 a、 一 5 是 方程 y? 一 yy 一 72 二 0 的 两 个 不 相同 的 根 , 解 此 一 元 二 次 方程 得 
yy 一 一 8 或 ?一 9. 

从 而 a = 一 8 或 9, 即 (6z 十 7)2 一 一 8( 舍 去 ) 或 (6z 十 7) 一 9 

由 此 求 得 一 一 二 或 心 一 一 之 . 


3. 注意 运用 解 方程 的 各 种 技巧 
例 12 (美国 第 1 届 数 学 邀请 赛 题 ) 求 方程 x 十 18z 十 30 = 2 Vx 十 18z 十 45 实 
解 ” 设 Vx 十 18zx 十 45 = y, 则 原 方程 变形 为 
光一 15 一 2y, 即 交 一 2y 一 15 一 0. 
求 得 = 5, ys 二 一 3( 舍 去 ), 从 而 Vx 十 18z 十 45 一 5， 
有 即 有 x 十 18xz 十 20 = 二 0， 
由 A 入 = 18: 一 4。20 汪 0, 知 上 述 方程 和 两 实 根 . 
再 由 韦 达 定理 , 知 两 实 根 的 习 积 为 20. z 
例 13 (1992 下 北欧 才 村 试 求 大 于 1 的 实数 xz、y、z, 满 足 方程 


z 十 ?十 zx 十 一 + tit Vy tit Vr). 
解 令 f(D) =1 十 一 一 2 Vt 十 2, 则 


泡 帝 红 


专 题 研 究 系 列 、 


f(t) = [+3 2 1 vt 十 2| 


— [21+ —2(1—1) vt 二 2 


= 一 [4 一 0 viay. 
显然 , 当 t 放 1 时 ,f(z) 宇 0, 并 目 仅 当 i 一 1 一 Vt 十 2 一 0 时 ,等 号 成 立 , 即 当 : 二 
地 (3 十 V13) 时 等 号 成 立 . 
务 芭 原 方 程 可 化 为 f(x) 十 fly) 十 f(z) =0, 其 中 zly>1z 全 1, 它 又 等 价 
于 f(x) 一 0,f(y) =0,f(zx) = 0, 所 以 x 一 y 二 z= 广 (3 十 V13) 为 所 求 


渤 池 应 凋 民 乒 忧 淡 渤 间 洲 闯 O 


例 14 人 解 方 程 x? ys 5 一 一 16. 


解 设 一 < 一 则 zy 一 3z 十 3y. 


7 十 及 ~ 16， 
于 是 ,有 | 一 3( 工 十 y). 

由 中 十 加 ,2 得 (x 十 y)? 一 6(x 十 y) 一 16 二 0， 
解 得 x 十 y = 二 8 或 xX 十 y= 二 一 2. 


— 8， 一 -一 一 ， 
从 而 ,有 | 2 2 
XxXy 一 24， 


解 前 组 无 解 , 解 后 组 得 十 1 一 一 l 十 V7 ,x 一 一 一 ] — V7. 
经 检验 ,zi v2 均 为 原 方程 的 根 . 


例 15 解 方程 /了 二 一 


日 一 并 3 一 区 
-一 则 | 
骨 V 1 二 六 ”xz 十 ] 4, 见 
久之 十 之 十 R2 一 3 一 0， 


(1 十 &)zZ< 十 & 一 3 一 0. 
Qk—0O)， 工 得 一 x 一 kX 十 kr 一 3k 十 3x 二 0, 


从 而 (一 7 (一 十 + 一 3) 二 0, 求 得 一 + 或 = 二 
x 


© OO 


TY 一 一 0. 


2 


山 
(2 


把 & 一 工 和 有 一】 二 分别 代 人 原 方程 , 解 得 


妾 站 商 凋 下 下 旺 党 油 回 江 站 O 


专 题 研 究 系 列 


Zi = lx = 0,73 一 十 M2,z 一 1 一 V2,xzs 一 3 
经 检验 ,zx 二 1 和 x 二 1 一 V2 是 原 方程 的 根 . 
例 16 设 函 数 f(x) = 二 十 红 十 c, 方 程 f(x) 一 工 三 0 的 两 小 实 根 为 ziyzz， 
昌 zz 一 ZX 之 2. 
(1) 求证 :zi ,2 为 方程 帮 LAFGCz) 二 x 的 两 个 根 ; 
(2) 若 四 次 方程 ff(x)j」== xz 的 男 两 个 根 为 x3 ,x4, 且 x3 之 zx; 试 判断 ziyzzyzs， 
Z4 的 大 小 . : 
证 明 (1) 由 题 设 可 知 f(x) 二 (Xx 一 Xz )(X 一 zz) 十 过 出 
fx) 一 一 (一 ZX)CZC 一 Za 十 1)， 
fx) 一 za = (XX) (TZ 二 1), 
fx) 一 工 一 (一 2 一 To) 一 0. 
于 是 fz) 一 + = 二 [f(x) 一 ZLFGz) 一 2 十 xz) 一 
一 《XT 一 XI1)(X 一 ZX 十 1)(x 一 XxX)(X 一 Xl 十 1) 十 (XT 一 X11) (Xx 一 
TX2) 
= (XTX 一 XX x) rz 二 1)(rz 一 x 十 1) 十 1 
一 0. 
可 央 ,x1、xz 是 方程 fALfCz) | 一 XT 的 两 个 根 . 
(2) 由 (1) 可 知 zz 是 方程 g(z) = (ZY 一 十 1)， (Xx 一 Zz 十 1) 十 1 二 0 的 两 根 ， 
因为 zz 一 zi 放 2) 所 以 gx) 二 一 Xs 十 2 之 0,g8(z1) = 二 zy 一 Xi 十 2 之 0. 
又 二 次 函数 g(x) 的 图 象 开口 回 上 ,所 以 方程 g(x) = 0 在 区 间 ( 一 ,zi) 及 (zi，| 
xs) 内 各 有 一 个 根 . 又 zs > zs 所 以 ms (一 00,X1),X3 E (zyzz), 故 
T4 XI Xa Xs, 
例 17 (美国 第 8 届 数 学 邀请 赛 题 ) 葫 实数 a.b、z、y 满 足 ar 十 by = 3,ar’ 十 by’ = 
7,ax’; 十 by 二 16,axs 十 by! 二 42, 求 ars 十 by 的 值 . / 
解 ”因为 az 十 b =16, 则 (az 十 by;)(zx 十 y) = 16(z 十 y). 
所 以 (az 十 的 ) 十 Ty(az oy’) = 16(zx++y), 
即 有 42 十 7xzy 一 16(xz 十 >). 中 
又 由 az 十 bt 一 7; 有 (az 十 pb) 十 y) 一 7(z 十 光 )， 
即 有 (az 十 by ) 十 TXy(art 十 6y) 二 7(zX 十 y); 亦 即 16 十 3xy = 二 7X 十 y). GO) 
/16(x+y)—7zy = 42， 
站 由, 多 得 7(X 十 y) 一 3xy 一 16， 
解 得 zz 十 y == 一 14,xy 一 一 38. 
又 由 ar’ 十 by = 二 42, 有 (ax’ 十 by1)(z 十 y) 二 42(xz 十 yy)， 
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3 
a -|p 


从 而 (az 十 by5) 十 zy (lar? 十 by’) 二 42(x 十 y). 
于 是 ar 十 b = 42(x 十 y) 一 16zy = 42 。( 一 14) 一 16。( 一 38) = 20. 
4. 关注 解 方程 组 的 各 种 技巧 

Xz — 2 = 3,， 


例 18 (全 苏 第 25 届 数 学 奥林匹克 题 ) 5 求 方程 组 的 整数 解 如 二 这 二 ] 


解 由 方程 组 可 得 (zz 一 2yw)? 十 2( 好 十 y2) 二 (z? 十 2y) (2 十 212) = 11, 
吓 而 有 工 十 2y 二 1 成 zx 十 2 二 1. 
奔 十 2y 二 1, 则 由 此 可 得 y 二 0,x 二 土 1, 然 后 由 第 二 个 方程 得 知 t = 十 1, 再 由 

第 “个 方 得 z 一 士 3. 

奉 十 2# 二 1, 则 由 此 可 得 t = 0,z = 十 1, 再 得 出 y = 二 十 1,x 一 上 3 

经 耻 接 验证 可 知 ,所 求 得 的 四 组 解 (x,y,z,z) 都 可 满足 方程 组 ,它们 是 (1,0,3,1)， 
(—1,0,—3,—1),(3,1,1,0),(-—- 3,—1,— ] ,0). 

例 19 人 2 届 数 学 邀请 赛 题 ) 已 天 


Fra Ft 
Prte te Ft i 
+ Ft 
Prt tt 1 


求 台 十 十 x? 十 wz 的 值 . 
解 。” 首先 注意 到 ;xz、y、z `w 满足 给 定 的 方程 组 等 价 于 : 二 4,16,36,64 满足 方程 


2 
tt tr 1 出 
去 分 母 ,并 移 项 整理 得 
(t—1)(t— 9)(t— 25)( ~— 49) — z(t 9) 25 49) — y(t — 1)(t— 
“0 一 49) 一 2 (一 1 一 9)( 一 49) 一 rz 一 1)G 一 9)(Gr 25) 一 0， ©O) 
方程 抱 是 关于 上 的 四 次 方程 ,t 二 4,16,36,64 是 这 个 方程 的 四 个 根 , 因 此 方程 @) 
等 价 于 (1 一 4)(zt 一 16)(t 一 36)(1 一 64) 一 0 @) 


万 程 外 .3 的 首 项 系数 都 是 1, 因 此 其 他 项 的 系数 也 应 该 相等 ,比较 方程 .的 


上 项 的 系数 ,得 


—1—9—25—49—zx:—y— zw 一 一 4 一 16 一 36 一 64. 
故 关 十 光 十 好 十 轨 二 36 为 所 求 . 
例 20 (全 俄 第 13 届 数 学 奥林匹克 题 ) 在 实数 集 内 解 方程 组 


蒜 冰 高 凋 亚 开心 东港 由 入 站 o 


半 池 订 炸 全 上 五 往 涟 渤 加 入 效 O 


XxXyzZ 一 十 y 十 之 ， 
yzt 一 yy 十 之 十 tt 
st 一 之 十 上 -十 袜 ， 
iZy 一 了 上 十 并 十 y。 

解 ” 由 中 一 也 得 x(x 一 1) 二 让 一 上 ， 

从 而 ,有 z= 二 1 或 + 二 t. 

若 yz 二 1; 则 由 外 ,得 x = 二 x 十 y 十 z,; 于 是 y 十 z = 二 0. 但 方程 组 y，。z 二 1 日 y 十 
z 一 0 无 实数 解 ,所 以 只 能 是 工 王 此 


电 的 提 加 


将 一 ! 代 人 加 ,得 == -2 () 
将 工 一 上 代入 图 ,得 ?= 地 @ 
将 回 .@ 代 人 ,得 于 一 r+ T 
工 一 0 显然 适合 上 述 方程 . 当 工 天 0 时 ,上 述 方程 可 变 为 
Xx1 一 2X! 一 3 一 0, 解 得 实 根 x 一 士 V3. 
于 是 上 一 0 或 上 一 士 V3. 
同 理 , 可 得 y 一 > 一 0 或 ?一 = 一 士 V3. 
因此 , 原 方程 组 的 解 (x,y,z,?) 为 : 
(0,0,0,0),(V3,V3,V3V3),( 一 V3， 一 V3， 一 V3， —V3). 
例 21 (加 拿 大 国家 和 集训 队 训 练 题 ) 在 复数 集 内 解 方程 组 
TT-2yz 二 工 ， OD 
te 一 之 ， (2). 
z 十 2zy 二 yy. (3) 
解 。” 三 式 相 加 得 (zx 十 y 十 z)” 一 工 十 y 十 z， 
因此 ,xX 十 y 十 z 二 0 或 xX 十 y 十 z= 二 1. 
(1) 车 十 y 十 z 二 0; 则 蔗 二 一 (yy 十 zz). (4) 
将 四 代 和 人 四 ,得 > 一 2z(y 十 z) = 二 之 ， © 
将 代入 句 , 得 z 一 2y(y 十 x) 二 yy， © 


(9) 一 @ ,得 3(y —2)—= 2—y 
从而, 求 得 y 一 或 + 


当 y 王 zx 时 ,由 四 得 和 一 4y = y, 即 一 0, 一 于 


从 而 , 求 得 z = 0， 一 二 5 ~ 0 二. 


在 y 十 = = 一 寺 时 ,由 图 得 z 一 襄 , 代 人 四 得 一 于 ,所 以 


y 一 二 (一 1 士 V3i，z 一 二 (一 1 二 V35， 

(2) 符 十 y 十 z 王 1 , 则 z 一 1 一 > 一 2 人 代 人 四 ,二 可 得 
光一 2 过 一 2 十 z 一 0， 

入 一 2 光一 2 和 十 一 0， 

由 @ 一 图 ,得 3( 史 一 于 ) 一 yy 一 2 

从 而 ,y 二 zz 或 y 十 z 二 3 


© © 


© 
奥 
林 
区 
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人 在 y= 二 zz 时 ,由 中 得 3y 一 y%, 即 有 2》 一 0, 二. 


hd 


此 时 ,> -一 0, 二 5 一 1 一. 


当 y 十 z 二 计时 ,x = 万, 由 得 ww 二. 


CA 


此 时 ,> 一 志 C1 士 V3D,z 一 全 (二 V30， 
综 上 所 述 ， 本 题 的 解 (x,y,z) 为 (0,0,0)， (二 ， 村， 癌 )， ( 忆 ， 二 二 vi 
一 1 干 V3i 1 1 1 ,2 1 士 V3i 1 二 V3i 
6 ) ,1,0,0),( 3 3 5， 6 号 6 ). 
例 22 (数学 通报 ) 数学 问题 1433 号 ) 在 实数 范围 内 解 方程 组 
y= x (3— 27x), 
上- 名 
T= 2 (3 22). 


解 (1) 当 x 二 0 时 ,由 得 y= 二 0, 由 四 得 z= 0. 
(2) 当 z> 访 时 ,由 轿 得 ?过 0, 由 加 得 > 去 0, 由 国 得 z 云 0, 矛盾 


BOO 


(3) 当 0 过 z+ 过 六 时 ,由 回 得 x*(3 一 2z) 之 0, 所 以 0 二 z 二 了 .再 由 回 得 


3 
> 


由 平均 值 不 等 式 , 得 y 王 zzezG3 一 2z) 委 工 。 aa 


y (3 一 2y) 盖 0, 所 以 0< yy 二 


节 冰 六 凋 蛋 王 怀 迁 下 个 涉 兆 O 


同 理 , 可 得 z 过 y,z 世 zz, 所 以 xz = y= zz. 这 就 说 明了 上 述 不 等 式 取 到 了 等 号 ,从 
而 = 二 3 一 27X,; 妈 xX 二 1],y= 二 z= 二 1. 
(4) 当 工 二 0 时 ,由 Q) 得 yy 二 0, 再 由 得 zz 二 0, 令 一 一 ?7 OY 


| 则 x 盖 0 全 0, 记 盖 0, 且 


v= Ww (3 二 2u)， 出 
[ver ©) 
u = ww (3 20). (©) 


讽 fw) 二 ww(3 十 24), 它 在 u 记 0 时 是 增 阴 数 ,而 v= fw) ,w= (Vv),u = ff(w). 
如 果 u,v,w 中 有 两 个 不 相等 ,不 妨 假设 为 > vw, 所 以 f(xw) 盖 f( 四 , 即 v 污 w, 所 以 
Fo 放 fw), 即 ww 证 4 从 而 这 zv 这 ww 六 届 逆 盾 , 故 必 有 = 二 v= ww. 

于 是 ,所 求 问 题 转 为 解 方程 == fw) 二 区 (3 十 22), 即 1 = ww (3 十 22), 亦 即 2w 十 


3 一 1 二 0, 亦 即 (x 十 1)? (2u 一 1) = 0. 求 得 wu 二 A 一 1 人 金 夫 ). 


从 而 v=w 一 字 ; 即 二 y 一 xz 一 一 方 


综 上 所 述 , 原 方 程 组 的 解 (zyyyz) 为 (0,0,0),(1,1,1),( 一 己 ， 一 上 ， 一 六 )， 


【模拟 实战 二 ) 
和 A 组 
1. (1981 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 对 方程 x | xz | 十 Pr 十 q 二 0 进行 讨论 ,下 面 的 结论 中 , 错 
误 的 是 ( ). 
A. 至 多 有 三 个 实 根 B. 人 至少 有 一 个 实 根 
C. 仅 当 pp 一 49 之 0 时 才 有 实 根 D. 当 户 <0 和 ae< 0 时 ,有 三 个 实 根 
2. (1982 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 由 方程 |z 一 1 | 十 | y 一 1 | 二 1 确定 的 曲线 所 围 成 的 图 形 
”面积 是 ( ). 
A.1 B. 2 C.x D. 4 
3. 《1984 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 方程 sinz = lgz 的 实 根 是 ( ). 
A.1 B.2 C.3 D. 大 于 3 


4. (第 4 届 “ 希 望 标 ” 邀请赛 题 ) 实数 x、y 适 合 方程 革 十 一 6x 二 0, 则 V2 十 光一 氏 十 5 
的 值 域 是 ( ” ”). 
A. [V5, v531] B. [5,53] C. [4, 十 co) D. [2, V53] 


5. (1992 年 上 海 市 竞赛 题 )f(x) 是 定义 在 非 负 整数 集 上 的 函数 ,对 于 任意 正 整数 z, 都 
有 f(x) = FGz 一 1) 十 FGz 十 1), 上 且 FAO) = 1992. 则 f(1992) = 

6. (第 9 届 “ 希 望 标 ”邀请 赛 题 ) 设 w.8 依 次 是 方程 logsz 十 z 十 2 天 0 和 2 2 一 一 
0 的 根 , 则 a 十 8 的 值 等 于 

. 设 一 元 四 次 方程 为 F(x) 二 f(x) 一 k= 二 0, 当 上 二 10,20,30 时 ,方程 F(x) = 0 的 根 

分 别 为 1,2,3, 则 《10) 十 了 (一 6) 的 值 为 . 

(第 10 届 “ 希 望 杯 ” 考 请 赛 题 ) 设 ri、z 是 方程 x 十 xX 十 1 = 二 0 的 根 , 则 和 式 


刀 十 (所 ): 十 ( 拉 )3 十 … 十 CL) 的 值 等 于 
Ny Ny 和 


A T+ 一 >， 


x’ 十 3xy 一 18， 
zy 十 3y 二 6. 


~ 


go 
于 冰 认 凋 杰 开 虫 洛 沿 同 淤 泊 O 


《人 


10. 在 实数 集 内 解 方程 组 | 


B 组 


1. (第 2 届 “ 友 谊 杯 ” 国 际 数学 竞赛 题 ) 如 果 如 ,ol 和 gs 是 实数 ,而 p= 二 gi 十 gs 十 1, 那 么 
两 个 方程 ;x 十 Xx 十 qi 二 0,x 十 px 十 qs 一 0 中 至 少 有 一 个 方程 , 它 有 两 个 不 同 的 实 
根 ， 


2, (加拿大 第 24 届 数 学 


3. (美国 第 8 届 数 学 邀请 赛 题 ) 解 方程 


1 1 1 ，, 
TXT—1l0r—29 Xx:—1l0r-—45 x:— li0r—69 L 


4, (《 中 等 数学 2002 年 第 6 期 数学 奥林匹克 问题 ) 求 所 有 这 样 的 整数 &, 使 得 关于 x 的 
一 元 二 次 方程 kx? 一 2(3k 一 1)zx 十 9 一 1 一 0 至 少 有 一 个 整数 根 . 

5. 《中 等 数学 》2001 年 第 6 期 数学 奥林匹克 问题 ) 求证 :方程 3az2 十 2&r 一 (a 十 b) = 
0 在 (0,1) 内 至 少 有 一 个 实 根 . 

6. (1994 年 保加利亚 数学 奥林匹克 题 ) 寻找 所 有 整数 &, 使 得 存在 一 个 整数 zx, 满足 方 


程 V39 一 6 V12 十 VAr(kz 十 V17) 十 3 = 2k. 
7. (第 2 届 “ 友 谊 杯 ” 国 际 数学 竞赛 题 ) 解 方程 组 
|= 二 一 3y 十 2z 一 8， 


2 
2 
并 十 1 


之 汪 一 4z 十 3 并 一 8， 
XxXy 一 4 十 yy 一 1 
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8. 《加 拿 大 国家 集训 队 训 练 题 ) 在 实数 集 内 解 方程 组 
Tr 十 Xy 十 y 二 2 十 3V2， 
| 十 入 一 6. 
9.〈( 全 俄 第 14 届 数 学 奥林匹克 题 ) 解 方程 组 
Txy 一 2y 十 3z 一 0， 
[> 十 必 y 十 27z 二 0. 
10. 〈2003 年 德国 数学 奥林匹克 题 ) 求 所 有 实数 对 (zy)， 使 得 x、y 满足 方程 
， za 十 史 一 7， 
(ac 一 一 2. 
11. 《2002 - 2003 年 德国 数学 竞赛 题 ) 求 方程 组 
一 4 这 一 167 十 60 一 y 


法 冰 离 并 下 匡 民 汪 各 四 入 泪 O 


y 一 4y 一 16y 十 60 一 z 的 整数 解 . 
2 42 —16z+60=— 文 
12. (2003 年 保加利亚 数学 奥林匹克 题 ) 求 方程 组 
TX 十 y 十 二 3Xy 
: 十 六 十 Zz 二 3xz 的 实数 解 组 的 个 数 . 
人 入 十 人 十 过 一 3 这 


【基础 知识 】 

三 角 函 数 具 有 一 系列 优美 的 性 质 : 有 界 性 .奇偶 性 .周期 性 以 及 在 一 些 区 间 上 的 单 
调 性 . 因而 ,三 角 内 容 有 其 特有 的 作用 , 它 与 其 他 相关 知识 有 着 密切 的 内 在 联系 , 它 体 
现 数 学 重要 思想 方法 的 重要 内 容 , 也 是 解决 相关 问题 和 实际 问题 的 重要 工具 (三 角 代 
换 或 三 角 法 ). 

求解 三 角 问 题 一 般 是 通过 三 角 了 水 数 ( 或 反 三 角 洱 数 ) 恒 等 变形 来 完成 ,这 种 方法 是 
最 基本 的 ,也 是 很 重要 的 . 有 些 三 角 问 题 ,除了 第 规 方 法 外 ,还 可 根据 题目 所 提供 的 信 
奶 , 通 过 观察 .联想 ,采用 处 理 代 数 问题 的 各 种 技巧 ,如 配 资 构造、 代 换 等 . 除 此 之 外 ， 
大 熟悉 下 列 结论 , 则 可 提高 解 题 效 率 与 速度 . 

结论 1 对 任意 角 a, 都 有 | sina | 过 1, | cosa | 委 1,1 士 Sina 之 0,asina 十 pecosa 一 


Va’ +b sin(a 9). 
结论 2” 当 k EZ 时 ,函数 y = sinx 在 [2kr 一 ,24r 十 -本 上 单调 递增 ,在 [2kx 十 


于 ,2hx 十 < 上 单调 递减 ;y = cosz 在 [2kr 十 x,2pr 十 2r] 上 单调 递增 , 在 [2kx， 


2kr 十 7 上 单调 递减 ;yy 二 tanz 在 (tx 一 误 *Ax 十 广 ) 单调 递增 ;y = cotz 在 (EryAr 十 
r) 上 单调 递减 . 
2 区 


结论 3 ”函数 ?一 Asin(aw 十 9),y 二 Acos(ar 十 9) 的 最 小 正 周 期 均 为 [3 一 
Atan(awr 十 0)，y = cotlar 十 O) 的 最 小 正 周期 均 为 To 

结论 4 sin30 二 4sin0 。sin(60 一 由 。sin(60" 十] ,cos30 二 4cosg 。cos(60" 一 0 。 
cos(60 十 仿 ， 

结论 5 sina 十 sin0 一 2sin 。COS “=f, sina — sinb = 2cos +P 。 Sin “二 


cosa 十 cosbB 一 2cos tA * COS “人 cosa 一 cos 一 一 2sin “二 。 Sin “ 


条 冰河 料 环卫 性 溢 半 加 站 疾 0 | 


尝 冰 商 音 垩 开心 妇 泪 司 入 交 O 
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结论 6 arcsinz 十 arccosz 一 F(T € [一 1,]1 ]),arctanz 十 arccotz = F(T cE R)., 


【基本 问题 与 求解 方法 ) 
例 1 (2001 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 在 四 个 函数 > = sin| 工 |,y == cos | 工 |,y 二 
ceotz |,，y 二 lg | sinx | 中 ,以 r 为 周期 ,在 (0,) 上 单调 递增 的 偶 函 数 是 ( ). 


A.y = sin|x | B.y=cos|x | C.y= cot|x| D. y = lg | sinzx | 
解 ” 选 D. 理 由 ;由 于 y= sin | | 不 是 周期 滑 数 ,y = cos | z [= cosz 的 周期 为 


2r,y 一 | cotz | 在 (0, 了 7 ) 上 单调 递减 ,只 有 y = lg | sinz | 满足 全 部 条 件 . 
例 2 (2002 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 车 zx E [一 党 ,一 开 ], 则 ?一 tan(z 十 等) 一 


tan( 工 十 一 6 二 ) 十 cos(z 十 下 ) 的 最 大 值 是 ) 


A. EV B. 二 C. V3 D. V3 
解 选 C. 理由 :y = tan(z 十 等 ) 十 cot(z 十 等 ) 十 cos(z 十 到 ) 一 一 一 上 一 一 
所 
sin(2rz 十 -本 
COS( 辫 十 一 人 因为 一 站 之 x 过 一 所 ,所 以 2z 十 竺 CE [到 <],z 十 亚 各 [一 ,一 五 ]， 


与 cos(x 十 下 上 时 ， 
sin(2x 十 等 ) 


y 取 最 大 值 二 3. 


例 3 (2004 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 锐角 9 使 关于 xz 的 方程 z 十 4rt，。cosb 十 cot0 == 
0 有 重 根 , 则 9 的 弧度 数 为 ( ). 


网 工 或 27 区 或 天 Zz 
A 6 也 15 或 jz C. 6 或 37 D. 15 
解 ” 选 B. 理 由 :由 题 设 方程 有 重 根 ， WA A 二 16cos’9 一 4cot0 二 0, 因 为 
0 一 0 一 了 了 ， 所 以 4cos0(2sin290 一 1) = 0, 得 sin20 = 3 一 , 因此 ,0 二 1 5 或 3 


例 4 名 11 届 " 希 望 杯 ” 邀 请 赛 题 ) 各 函数 y = cos:x 一 3cosz 十 a 的 最 小 值 是 


| 一 部, 则 人 的 值 域 是 ( 。 )， 
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A, [2 ,2 7 B. [2 ,23] C. [2 ,2] D. [2 ,2 和 


解 选 A. 理由 ;因为 | COST | 志 1, 所 以 yy = CDOS2 克 一 3coSs 交 十 C ~ 一 (cosz 一 总 十 : 


(a 一 闻 ) > (1 一 了 3)* 十 (a 一 闻 ) 二 a 一 2. 依 题 音 有 a 一 2 = 一 访 , 得 < 一 六 ; 则 
3 


2 一 《三 2 > ) , 因 (cosz 一 立 ) 一 也 的 最 大 值 是 (一 1 之) 一 一 二 一 | 


2 
广 ,最 小 值 是 (1 一 学 )? 一 地 一 六 ,又 ( 记 )z 单调 递减 ,所 以 2 了 之 ww 之 2 六. 


例 5 (第 11 届 “希望 杯 ” 邀请 赛 题 ) 使 不 等 式 27 一 a > arccosz 的 解 是 一 方 < 


+ 过 1 的 实数 a 的 取 值 范围 是 (  ). 
A /2 2 、 V2 5 
解 ” 选 B. 理由 ;由 题 设 知 不 等 式 27 一 arccosr >>a 的 解 集 是 (一 亏 ,1], 在 此 区 间 上 


函数 f(x) 二 27 一 arccosz 是 单调 递增 的 ,因此 & 的 值 应 当 满 足 关 系 f (一 地 ) 二 a. 于 是 
a 一 - 2 到 一 arccos( 一 一 ) 一 2 一 一 区， 
例 6 《第 10 局 “希望 杯 ” 邀请 赛 题 ) 将 函数 f(x) = sin2z 的 图 象 向 左 移 亏 个 单 


位 ,再 将 所 得 图 象 上 各 点 的 模 坐 标 压缩 到 原来 的 亏 , 这 时 所 得 图 象 的 函数 解析 式 


是 . | 
解 ” 填 sin(4z 十 笠 ). 理由 :函数 f(zx) = sin2z 的 图 象 左 移 开 个 单位 ,所 得 图 象 的 


函数 表达 式 为 sin2(zx 十 分) = sin(2z 十 En) ,再 将 横 坐 标 压缩 一 半 后 所 得 图 象 的 函数 
表达 式 为 sin(4x 十 所 )， 


例 7 (第 10 届 “ 希 望 杯 ”邀请 赛 题 ) 函数 na 的 最 大 值 与 最 小 值 的 和 


为 
sint _ 1 3 
解 填 一 地 理由 : nt | sinz 3 


当 sinz 取 最 大 值 1 时 ,< -5 最 小 ,一己 最 大 ,1 一 Tr TA 


ee 


| 下 
人 本 
et Ra 


外 OO 
奥 
林 
还 
有 克 . 
1 数 
学 
中 
的 
真 
是 
分 
桥 


QO 
奥 
林 
匹 
克 
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分 
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当 sinz 取 最 小 值 一 1 时 ,3 最 大 , 一 -让 最 小 ,1 一 二 下 二 5 也 最 小 ,这 
个 最 小 值 是 一 六. 
例 8 (第 10 局 “希望 村 "邀请 冤 题 ) 适合 方程 tanlgze 一 cos99 十 Sin99 的 最 小 正 


cos99 一 sin99 
束 数 过 一 . 
。 一 sin9 二 sin99” sin9 一 sin99 
解 ” 填 36. 理由 :由 于 tanl9x = ng singg 一 sing Tr singgs 


sin9 — sin99 


2cos54 。sin45 o o 
2sin642 。 cosd52? -一 coto4 二 二 tanl44 , 


于 是 ,19z = 144 十 180 。 k,kE€ N, 从 而 ,z 一 9k 十 7 十 状 二 革 ， 


因 19 | (9k 十 11), 则 ka = 二 3. 
故 z 二 9。3 寺 7 十 "3 十 1 1 = 36. 


例 9 (第 11 届 "“ 希 望 杯 ”邀请 赛 题 ) 如 果 任 意 实 数 z 均 使 arctan /2 十 zx 十 网 > 
二 一 4 成 立 , 则 a 的 取 值 范围 是 


解 ” 填 a 之 0. 理由: 因为 Vz 十 x 十 六 一 A/Cz 十 方 2 十 3 之 V3 
Lharctan, /x 十 z 十 人 > 二 


欲 使 原 不 等 式 恒 成 立 ， 站 二 一 4, 帮 a 之 


例 10 设 0 达 0 过 志 ,; 则 消 数 了 = V1— cosdt sind 十 Vcos0 二 2 十 V3— sing 
的 最 大 值 是 , 
解 ” 填 3V2. 理由 : 令 f(0) 一 y, 由 于 V1 一 cos0 十 sin6, Vcos0 十 2,V3 一 sin 的 


方差 是 = 3[(vT 一 cos5 干 sng): 十 (〈wcosl 十 2)” 十 (vv3 一 sin0) 一 


» 


(VI eo TsinD Veo VS 二 Sn9)9] 一 二 (6 一 十) 之 0, 从 而 0<y 雯 
3VY2, 其 中 等 号 当 且 仅 当 V1 一 cos0 十 sinb 二 wcosg 十 2 = V3 一 sin0, 即 90= 时 取 
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得 . 故 当 9 = 了 时 ,yw = [fC0) lo = 3V2. 


OO 

[ 解 题 思维 策略 分 析 
1. 重视 代 换 的 处 理 与 关注 函数 的 各 种 性 质 的 灵活 运用 友 

例 11 (2004 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 已 务 a.B6 是 方程 47 一 4trY 一 1 二 0(tE R) 的 两 年 学 

个 不 等 实 根 , 函数 f(x) = ef 定义 域 为 La,pB]. 4 
(1) 求 g(i) = 二 maxf(x) 一 minf(x); 题 

(2) 证 明 : 对 于 EE (0,5) (7 二 1,2,3), 夺 sinwi 十 sinwz 十 Sinz 二 1, 则 一 一 一 一 wan Te ) 委 


] 1 
g(tanu) TT ytanus) ) ~ V6. 
解 (1) 设 Q 世 Xl < 2? < 去 0, 则 421 — 4tx 1 一 ] < 0,475 — 41x» 一 1 委 0, 所 以 ,此 


天 式 相 加 得 4(Cz 十 2 好) 一 44z 十 z) 一 2 委 0， 
月 2X1X, — (XI 二 文 > ) 一 也 < 0, 亦 即 上 -二 > ) -一 2T1X2 十 二 > 0, 


站 _ 27 Zt (xo ri)lt(r tr) 27r1x2 + 2] 
的 (好 十 1)( 丰 十 了 


> 0. 
因此 ,f(z) 在 区 间 Le,p 上 是 增 函 数 . 


因为 4 十 有 = zy ab = 一 地 ,所 以 
g(t) = maxf (xX) — minf(x) = f(B) 一 flo) 
《8 一 alLtGae 十 由 一 208 十 2 8 vt +1(2t +45) 


和 oP + A 16r 十 25 
< 十 3) 十 24cosz， 
(2) p(tanw;) 一 a or ou + 24cos 
z 一 一 一 十 9 16 -十 9cos wu; 
COS“ 于; 


>.2v16.2 -16v6 GE 一,2,3)， 
16 十 9cos2z 16 9cos:u 


2 
故 之 +90) = Lc 3 十 9， 3—9 Dsin wi ) 


为 3 3 sin ui 之 ( 3 sinw;)” 二 1, 而 柯 西 不 等 式 与 均值 不 等 式 中 ,等 号 不 能 同时 


gt( a To 元 
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7 EEE 


1 1 1 _g.4)-3 
成 立 ， , 故 二 ia T gtanm) | gltama) ~ To ” 37 4 V6. 


例 12 〈《 中 等 数学 》2003 年 第 2 期 奥林匹克 训练 题 ) 求实 数 a 的 取 值 范围 ,使 不 等 


式 sin20 一 (2V2 十 V2a) 。 sin(0 十 二) 一 一 盖 一 3 一 24 对 0 € [0,7] 恒 恒 成 立 . 
cOS( 一 也 ) 


解 设 zx 一 sing- 二 cos0,0 EE [0, 了 ], 则 x E[l,v2|. 


由 于 sin20 = 二 x? 一 1,sin(9 十 廊 ) 一 cos(9 一 并》 一 2 


洁 汪 次 煤 加 五 并 泣 时 问 许 业 吕 


则 原 不 等 式 化 为 之 一 1 一 (2 十 oz 一 生 十 3 十 2a > 0， 
即 (z 一 2)(z 十 圭一 ao) > 0. 

因 ze [1 下 , 则 z 十 二 一 2<<0， 

即 ae 之 了 十 全,z E [1,v2]. 


令 f(z) 一 了 十 二, 知 f(z) 在 C13] 上 单调 递减 , 则 f(z)wos = Cl) = 3 


故 &> f(x)ma, Bh a >> 3. 
2. 注意 三 角 变 换 的 恰当 运用 


例 13 已 知 a.8E€ (0， 了 7 ) , 自 sinB = 2cos(a 十 DB 。sina(a 十 B 送 六 ) , 求 tan8 的 最 


大 值 . 

解 ” 由 2cos(a 十 B)，。sina = sinp = sinf (a 十 有 一 aqj = sin(a 十 1 。cosa 一 
cos(a 二 PB) 。sina, 有 sin(a 十 B)。，cosa 一 3cos(e 十 B) 。sina， 

Bj tan(a + bP) = 3tano., 


tanBp = tan[ (a+f) — a] = tank 十 已 一 tana 


1 二 + tan(a 二 pp 。tana 
2 2 


EP pr snk. 
lhe 
Ed 


十 3tana 2 1 , 3tana 
二 tana 


其 中 等 号 当 且 仅 当 rx 一 3tana, 即 tana -+8 时 取得 . 


故 当 & 一 下 € (0 六 ) 时 ,tanea -一 如 ,tan 的 最 大 什 为 避 , 此 时 8 二 和 (0, 二 ). 


”+ 


揣 攻 经 典 | 4 
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例 14 化 简 sin(z 十 到 ) 十 2sin(z 一 二) 一 VScos( 气 _z). 

解 注意 到 (z 十 瑟 ) 十 (年 一 2 一 T ,以 及 wsina 十 pcosa 一 Va’ 十 5sin(a 十 
9) 一 Va 十 bcos(a 一 候 , 其 中 tang = 2 ,tan = 人 
则 原 式 二 sin(xz 十 可) 十 V3cos(z 十 了 ) 十 2sin(X 一 六) 


= 2[sin(z 十 亚 ) ,十 十 cos(z 十 亚 ) , 嵌 ] 十 2sin(z 一 到 ) 


漂 冰 库 凋 下 或 性 涟 四 珈 让 源 O 


— ?sin(z 十 径 ) 十 2sin(z 一 于) 
二 2sin| 7 十 (x 一 总 7 十 2SsinGCz 一 可) 


一 一 2Sin(Z 一 可) 十 2sInGCz 一 ) 


一 0. 
3. 注意 构造 技巧 的 恰当 运用 
例 15 (1996 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 求实 数 a 的 取 值 范围 ,使 得 对 于 任意 0 € [0， 


区] ,; 恒 有 (xX 十 3 十 2sin0。cos) 十 (ZX 十 asimb 十 acos0)? 之 二 
解 今 》 二 zy* 则 有 


Z 一 y 一 0， 
| 一 (一 3 一 2sing。cos0) 十 Ly 一 (一 asing 一 acos0) 之 总 
于 是 原 问题 转化 为 考虑 点 (一 3 一 2sinb .cosb, 一 asing 一 acosb) 到 直线 y = 的 距 
离 的 平方 大 于 时 求 a 的 取 值 范围 (其 中 0 E [0, 子 ]). 


由 距离 公式 ,可 求 得 | 一 3 一 2sin0g 。cosl 十 asin0 十 acosg | 之 5 
令 sing 二 cosg = 二 1, 则 t= V2sin(0 十 也) E [1,v2]. 


和» 


| 一 


原 不 等 式 可 化 为 | 一 3 一 (一 1) 十 at | 之 
解 此 不 等 式 , 求 得 a 之 卫 或 4 之 V6 
例 16 已 知 a.p6 是 锐角 , 且 a 一 B= 椰 , 试 求 sinza 十 cos:B 一 V3sing。cosB 的 值 . 


水 家 bn al 加 洪 粳 O 
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解 注意 到 cosb 一 sin( 坟 一 月 ， 又 ce 十 ( 柱 一 峭 十 二 一 一 T, 则 可 用 -7 一 及 ,到 为 
内 角 构 造 AABC ,即使 得 CA = a, 人 B= 一 B,LC = 二 . 设 人 ABC 的 外 接 圆 半径 


| 为 尺 , 由 正 弱 定理 ,得 


BC = 2R . sina, AC = 2R， sin( —8) = 2R., cosB,AB = 2R. sin 人 = RR. 


又 由 余弦 定理 ,有 BC? 十 AC? 一 2BC .AC . cos/C= AB’， 
由 此 可 得 4sinza 十 4cos28 一 4V3 .sina 。cos8 二 1， 
故 sinza 十 cos28 一 vV3sina 。cos8 = 
例 17 求证 :2sin4z 十 3sin2z 。cos 和 十 5costz < 妇 5. 
证 明 设 A = 二 2sinixw 十 3sin*X。，cos’ 文 十 5c0stX， 
B= 2cos 六 十 3cos2y Sn wx 9sinix. 

于 是 A 二 B= ?7(sinirxd cosir) + 6sin x， coOsx 

— 7(sin’ x 十 COS: T)* 一 8Ssin2r « cos:Xx 

一 7 一 2Sin227 = 5- 2c0s8 27， GQ) 


A—B= 3(cos zr sinr) = 3(cos:r— sin xr) 一 3cos27. @ | 


由 全 十 四 得 24A 一 2cos227 十 3cos2z 十 5 一 2Ccos2z 十 六》 + 法 <201+ 广 ) 十 | 


31 
8 一 10， 

于 是 ,A 过 5,; 凤 2sin' zz 十 3sin2z。cos2z 十 5costz 扫 5. 

4. 注意 三 角 代 换 的 运用 

例 18 09 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 实数 zx、y 满足 4z2? 一 5zy 十 4 光一 5. 着 s = 
r+Yy , 则 一 十 一 一 


解 填 志 . 理由 :由 x 十 y = 二 ;联想 到 sin?90 十 cos:90 二 1, 不妨 设 x = 二 Vscosb,y 一 


Vssin9, 代 人 已 知 方程 4z2? 一 5xy 十 4y? 一 5, 得 4scos:0 一 5scos0 。sing 十 4g 。sin20 一 5， 
10 } 8 


但 、 0、 区 2 总 
解 得 3 一 一 8 -一 从 而 Smax TT 3 9 Smin 一 13° 改 一 人 — 5 和 


例 19 (2001 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 函数 y = x 十 v 严 一 35 于 7 的 值 域 


为 . 
解 填 [1, 必 ] U [2, 十 oo0). 理由 :由 x 一 3x 十 2 实 0, 得 x 之 1 或 + 之 2. 叉 zx? 一 


Si 


奥赛 经 典 


3 _ 1»w ww, 3_1 T TA Nm 3.,.1 
37 十 2 一 (一 5) 一 1 ' 议 二 7 一 > se,0 EE [07)U(C7 TD 则 > 2 十 方 sec 十 


| tang | 
sl 所 3 了 1 3 1 1+tsing 
当 9€ 10,5] 时 ,y 一 匠 十 Fse 二 Ftan 一 区 十 0 


1— cos( 过 十 
一 广 十 却 。 一 一 一 一 一 立 十 二 tan( 信 十 亚 )， 


渤 汪 册 灯 王 五 扯 洋 沁 加 渤 闭 OO 


| A 0 pi T 9 苑 
又 工 二 过 十 工 一 工 , 见 二 十 二 


类 似 地 , 当 9E (本 时 ,1 之 y 过 广 


故 所 求 函 数值 域 为 [1,)U [2, 十 ce) 

注 ” 形 如 YZ 一 ZW(| z | 之 a) 等 代数 式 中 的 x 可 以 运用 正 ( 余 ) 割 代 换 

例 20 (1998 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 若 椭圆 x? 十 4(y 一 a)* = 4 与 抛物 线 z? = 2y 有 
公共 点 , 则 实数 a 的 取 值 范围 是 

解 ” 填 一 1 过 a 之 书 . 理由 :椭圆 的 参数 方程 为 (~ 


一 2cosb 


0 为 参 ， 
in 为 参数 ) ,代入 


xX? 一 2y 中 得 4cos:9 二 2(a 十 sin0). 


于 是 ,a 二 2cos:0 一 sin0 = 2— 2sin0— sin0 一 一 2(0sin0 十 本) 十 蕊 . 
因 一 1 入 sing 和 1, 则 一 1 二 < 秋 总 . 
例 21 (1992 年 “友谊 杯 ” 国 际 数 学 邀请 赛 题 ) 求 二 个 实数 xX+、y、z, 使 得 它们 同时 


满足 下 列 方程 组 : 
2X 十 3y 十 zz 二 13， 
47 二 9y 十 光一 2X 十 l15y 十 3z 一 82. 
解 ”将 两 方程 相 加 得 4x 十 9y 十 x 十 18y 十 4z 二 95， 
即 (2x) 十 (3y 十 3) 十 (zx 十 2) 一 108. 
令 2xz 一 V108cosa 。cos8,3y 十 3 二 V108cosa 。sin8,z 十 2 二 V108sina, 
则 2z 十 3y 十 zx 一 V108(sin8 十 cosB) 。cose 十 Vv108sina 一 5 


< v108 .ww(sin8 十 cos 的 -十 1 一 5 


李冰 闸 凋 悟 芋 性 演 洪 由 水 将 o 


= V108。w2 十 sin 芒 一 5 
< V108 .V3—5= 13. 


上 式 当 且 仅 当 sin28 = 1 月 sina = 3 cosn 一 娩 时 取 等 号 ， 印 z 一 3,y 一 1,z 一 4 取 


等 号 . 

故 原 方程 组 只 有 一 组 解 T=3,y=1,z= 4. 

例 22 (《 数 学 通报 ) 数 学 问题 1434 六 ) 设 正 数 x、y、z 均 不 为 1, 有 自 xy 十 ye 十 zx 二 
1 , 试 求 f(x,y,z) = yo) ty ) + or) (1 y) 的 最 
大 值 . 


解 。” 令 x== cota,y 二 coth,z 二 coty, 其 中 “PY 均 为 锐角 且 都 不 为 ;由 条 件 得 


cota » coth+t cot8 。coty 十 coty 。cota = ] ， 

BH tana 十 tan8 十 tany = tana 。 tanf 。tan7y， 

亦 即 tan(a 十 BD 一 一 tany 一 tan 一 7Y)， 

从 而 a 十 B= 二 x* 一 7, 即 a 二 8B 二 y= 

由 此 推 知 tan2a 十 tan2p 二 + tan27 = tan2a 。 tan28 。tan27 
所 以 


fry)2) = (ry) ) (Tt + + 3) 


]—x ]—z 


= (1—cota) (1— co coty) 。( -cotz 十 一 co 只 .cot ) 


1 一 cota 1 一 cottp 1 一 coEy 
2 20 2 _ _ __ 
_ tan 0 上 _ tan 上 1] tan ] ( tana + tanp 二 tany ) 
tan’a tan:B tany ltana 1 一 tan28 1 一 tan2y 
4 ,了 一 tana 1 一 tan28 . 工 一 tan yy ， 2tana 4 
tang 。tanb «tan 2tane 2tanp 2tany ] 一 tan2a 
2ta Ztany 
] 一 taniB ] — tan’ 7 
4 


一 一 tana 。 tan5 « tany 人 cot2Za . cot20 . coOt27 . (tan2a 十 tan28 二 tan27) 


4 
一 tana .tan5 . tany cot2a cot2p cotcY 。 tan2a tan20 * tan27y 


国 4 
tanag » tanf » tany 
因为 tana 。 tang .tany = taneg 二 tanB 十 tan7 守 3 Vtana、… tanb 。tany ， 
所 以 tana 。 tanp 。 tany 3V3. 


从 型 f(x,Yy,z) < 扫 、 


其 中 等 号 当 且 仅 当 tanc = tan8 = tany, 即 二 > 一 < 一半 时 取得 . 


故 f(x,y,z) 到 最 大 值 V3. 
【模拟 实战 三 j 


A 组 


. (第 10 届 “希望 标 ” 邀 请 赛 题 ) 若 0 二 2a 二 90 < 有 < 去 180° ,a = (sina)™™* ,b 一 
(cosaJsimg,c 一 《cosa)m9 , 则 ac 的 大 小 顺序 是 ( ) 
A.a cb Ba (CPPD>aD>5C D.c>a>b 


(第 10 届 “ 和 希望 杯 ” 邀 请 赛 培 训 题 ) 晨 数 y= sinz(l tanzr * tan 5) 的 最 小 正 周 期 
为 ( ). 


3 Tt 
A. 2 BRB. A (_. pa D. 7 
. 方程 (ae 一 1)(sin2z 十 cosz) 十 (ae 一 1)(Csinz 一 cos2z) 一 0(ae<0) 在 区 间 ( 一 rr) 内 
解 工 的 个 数 为 (  ). 
A.2 B. 3 C. 4 D. 5 或 多 于 5 


| 化 简 Sin7_ 十 cos15” 。sin8 的 值 等 王 ( ) 


cos7 "一 sin15 ” 。sin8 


A.2 V3 B. 2 / C.2— V3 D_ 2 一 v3 


(第 11 届 “ 希 望 杯 ”邀请 赛 题 ) 当 0<a 坪 可 时 ,(sina 十 tana)(cosa 十 cota) 的 值 域 
是 z 


. (第 10 届 “ 项 望 标 ”人 邀请赛 题 ) 已 知 sin(z 十 arccos 全) =-= 


,0<7z< x, sinz = 


. (2002 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 使 不 等 式 si 十 a，。cosz 十 a 省 1 十 cos7x 对 一 切 TYER 
恒 成 立 的 负数 a 的 取 值 范围 是 . 


.〈1999 年 河南 省 竞赛 题 ) 已 知 sin 了 一 2cos- 了 一 1， 则 二 士 sina 十 cosc _ 


1 十 sina 一 cOSa 
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9. 国 数 f(x) = cos(2arccos7) 十 4arcsin(sin 方 ) 的 定义 域 是 ， 值 域 
是 . 
10. 图 数 y = 一 arcsin(2 一 ) 的 单调 递减 区 加 是 ，. 
B 组 
1. 求 函 数 y = 2 cea 二 过 7) 的 最 大 值 . 
2. 已 知 asina 十 pcosa = mbtana— nseca 一 a. 求证 :a 十 及 一 和 十 于 
3. 求 下列 各 式 的 但 ，; 
(1l)sin10”。sin30 。sin50 。sin70 ; 
(2)sin220?" 十 cos280" 十 V3sin20?” 。cos80"; 
(3)cos2A cos:(60 一 A) 十 cos2(060 十 A); 
(4)cos 二。 cos 红 。 cos 3 。 cos AE 。 cos 2 。 cos ex 。 。 CO s A 
-15 ~ 15 15 15 ~ 15 15 ”15: 
4. (IMO-5 题 ) 证明:cos 也 一 cos 委 十 cos 站 二 芳 . 
5. 已 知 a.8 为 锐角 ,是 3sin:a 十 2sin 二 1,3sin2a 一 2sin28 二 0. 求证 :a 十 28 一 
6. 已 知 cosa 十 cos8 十 cosY 一 sina 十 sin 十 sin7Y 一 0, 求证 ; 
(1)sina -sin:B 十 sin:7 为 定 值 ; 
(2)cos3a 十 cos3B8 二 cos37 = 3cos(a 十 B 十 7 ; 
(3) sin3a 十 sin3B 十 sin37 二 3sinGCa 十 有 十 7)， 
7. (第 31 届 IMO 中 国 集训 队 训 练 题 ) 设 xX、y、z EE R,0 一 =z<y< 工 亏本, 求证 :7 十 
ZSInr。cosy 十 2Zstny。cosz > sin27x 十 SIin2y 十 Sin2x， 
8. (第 11 局 “希望 杯 ”邀请 赛 题 ) 已 知 a 之 4 之 c, 求 证 :一 j 十 记 一 十 一 一 之 0 
9. 《第 4 届 IMO 题 ) 解 不 等 式 VY3 一 + 一 Vx 十 1 > 5 


10. (加拿大 第 16 届 数 学 奥林匹克 题 ) 任 给 7 个 实数 ,证 明 ; 其 中 有 2 个 实数 zy, 满足 


Ty 3 
0 和 


11. (1999 和 直击 娄 奥林匹克 题 ) 设 4a.bec 是 正 实数 , 且 abc 十 a 十 c 二 6, 试 确定 p= 


4 


， 


2 2 3 nk 
到 上 Ti 一 丈 十 1 十 寺 十 1 的 受信 但 


12. 《全 苏 第 22 届 数学 奥林匹克 题 ) 已 知 Tx.y.ZER', 昌 Hx 二 y 二 xz 二 1, 求 5 一 2 十 
7 


ZT 人工 
y 十 ~ 的 最 小 值 . 
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渤 池 麻 尊 芝 丘 和 心 洋 员 间 广 壮 O 


【基础 知识 ) 


1. 常见 不 等 式 的 解法 

(1) 高 次 不 等 式 

设 f(x) = (z 一 al)(z 一 az) (一 0 其 中 al 二 2 过于 之 a. 
(i) 当 n 为 偶数 时 , f(z) 全 0 的 解 为 (ae 十 ceo) LU Ca) [Uj (Cara yan 3) UU *。 


EU (aas) (一 00,41) ;而 f(x) < 0 的 解 为 (ayan) UU Ca syaz) ULUCesyaz) 


(11) 当 7 为 奇数 时 ， f(x) > U 的 解 为 (a,， 十 ce) U (dr? yn ) U 《av Go 3 ) UU 机 


I (az ,ai)， 而 f(z) 过 0 的 解 为 (aa ) UD (ar ya ) UU (co,al). 


(2) 分 式 不 等 式 
Ci) Ls ~ 0GfC) .g(r) > 0. 
y 过 0 
CD) £2 < 00 /7 (TBT) 
g(x) fr) 天 0. 
(3) 无 理 不 等 式 
7 之? f(x) 20 
(1) Vv fx) > g(X) 一 [a 之 0 或 “ 
g(x) 过 0. 
f(x) > g(x) 


f(x) 之 0， 
(ii) Vv f(x) 一 ee > 0， 
fx) < gr). 
(4) 绝对 值 不 等 式 
(DD | jx) | gr gr) f(r) SR g(rX). 
QD) | fx) | gz) 人 Frz) <— g(r) 或 fr) > g(x). 
(5) 指数 、 对 数 不 等 式 
(Da >1HH,a® > a Of(r) > g(r)) 
0<a<1lH,a? >a Of(r) g(x). 
(1Da > 1 ,log,f (x) > logg (rf(r) > g(x) > 0, 


0 < 1 时 ,log fx) 全 logg (xr)0 < f(r) < 5(CZ)， 


[34 52441, 
解 得 6 和 4 科 9, 故 选 B. 

例 2 (1996 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 集合 {x | 一 1 过 logi 10 一 一 3 E N+? 的 真子 
集 个 数 是 。 

解 。 填 2” 一 1. 理由 :由 换 底 公式 知 一 1 < logi10 < 一 了 3 久 一 1 之 jr < 一 二 全 
1 过 lgzx 三 210 之 x 二 100. 因为 XE Ni, 所 以 x 一 10,11,12,…,99, 共 有 90 个 不 同 
| 的 值 , 故 所 求 真子 集 的 个 数 为 2*” 一 1 


例 1 (1998 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 阁 非 空 集合 A 二 {rx|24 十 1 二 34a 一 5},B= 星 

{x 13 碌 z 志 32), 则 能 使 A 与 A 站 B 成 立 的 所 有 a 的 集合 是 (  ). 林 
人 B.ial6 达 a 之 9;} C.iala 太 9) D. 全 区 

解 ” 选 B. 理由 : 依 题 目 条 件 得 A 忆 B, 这 等 价 于 数 

2 十 1 六 3， 

上 5 32 的 

真 

题 

分 

析 


2 
例 3 (第 2 届 JMO 题 ) 对 x 的 哪些 值 ， 不 和 生生 成立 
解 。” 依 题 意 可 知 1 二 2x+ 宇 0,1-- V1i 十 2r+ 关 0， 即 + 实 一 士 且 x 关 0. 
A 27 
又 当 壹 和 0 时 ,一 一 二 1 十 V1 十 27 27, 故 原 不 等 式 化 为 
1 一 v1 -十 27 
] 2 -一 全 
(1 十 V1 二 27z) < 27 96 <i To 4 < 一刀 
z 十 2xX 宇 0 


| 1 As 


-方志 +<0， 且 0 一 zx 二 所. 


例 4 (2000 年 全 国 高 考题 ) 设 图 数 f(x) = Vx 十 1 一 az, 其 中 a € RR. 

(1) 当 & 汪 0 时, 解 不 等 式 f(x) 所 1 

(2) 求 a 的 取 值 范围 ,使 疯 数 f(x) 在 区 间 [0, 十 co) 上 是 单调 函数 

解 (1) 不 等 式 FLz) 过 1 全 VT 十 1 之 1 十 ax. 因 1 二 ar 宇 YT 十 1 之 1, 所 以 
ar 宇 0, 双 a0,; 故 x 宇 0, 于 是 原 不 等 式 等 价 于 


革 冰 离 糙 于 下 民 炎 十 同 涉 将 O 


上 一 人 一 于 
工 之 < 工 宇 0， 
day [Dred a0 


所 以 , 当 0 二 a 二 1 时 , 原 不 等 式 的 解 集 为 {+10 过 + 过 一 各 3z); 当 a 之 1 时 , 原 不 


等 式 的 解 集 为 {x | x 宇 0). 
(2) 对 任意 Xl1 ,TX EE 10， 十 CO) ,Xl < XT ,有 


Fa 一 rz) 一 Vi 十 1 一 wV 太 十 一 CCZI oo Xs) 


Or 一 个 
) (ET 十 1 十 zz 十 1 ) 
1 十 


GD 当 Fa 在 [0, 十 co) 递增 时 , 则 个 式 右 端 便 负 , 即 w 一 一 宇 士 袜 ”对 
二 


Z1y72 入 0， 十 co) 恒 成 立 , 即 a 过. 0. 
(iD 当 f(x) 在 [0, 十 ce) 递减 时 , 则 中式 右 端 全 正 , 即 4> 一生 二 和 二 二 对 
VXI 十 ] 十 wz2 十 


Z1yZ2 筷 Lo， 十 co) 得 成 立 , 帮 aa 之 1. 

综 上 所 述 , 当 a 宇 1 时 ,f(x) 在 [0, 十 ceo) 上 单调 递减 ; 当 a 声 0 时 ,了 f(z) 在 [0， 
十 co) 上 单调 递增 . / 

2. 几 个 重要 的 著名 不 等 式 


(1) 平均 值 不 等 式 
说 al ,as ，……，a， 是 7 个 正 实 数 ， 人 记 
入 一 一 (@ +Qz 十 … 十 co)yCr 一 Va 1CC2 oo 五 一 开本 一 一， 


Til 
| C2 tn 


Validaz…an (r = 0), 
它们 分 别称 为 这 个 正 数 的 算术 平均 、 几 何平 均 、 调 和 平均 和 7 次 寡 平 均 . 则 有 下 列 平 
均值 不 等 式 成 立 : 
(D 玉 这 0G 二 A, 等 号 成立 当 且 仪 当 ai = as 一 … 一 qa. 
(11) 当 s 过 rr 时 ,D, 之 D,, 等 号 成 立 当 和 且 仅 当 a1 一 ar 一 … 一 a,、 
注意 不 等 式 (D 仅 是 (i) 的 特殊 情形 :D_! < De 二 Di. 
(2) 柯 西 (cauchy) 不 等 式 
设 ai ;4d2 9 Gn ROL, Db, ,Dr 为 实数 , 则 


rE 


1 


专 题 研 究 系 列 


(Bab)! < Pa? DB 
等 号 成 立 当 上 且 仅 当 存在 常数 ,yx( 不 全 为 零 ) 使 ha; = p60;(i 二 1,2,…,n). 当 ai 都 不 
为 零 时 ,等 号 成 立 的 充 要 条 件 可 写 为 六 一 一 … 一 

(3) 郝 尔 德 (Holder) 不 等 式 

设 aas ,… an;01,0s，,…,b, 为 正 实数 ,p,q 为 正 实数 且 二 + 元 二 1, 则 


2 Da) Do D 
等 号 成 立 当 有 目 仅 当 各 一 2 一 i 

在 @ 中 令 二 iy = 1 pt1(>0), 即 a=p 一 1= 卫 ， 
则 Q) 可 等 价 地 与 为 : 当 a 宇 0 时 有 

et (Di) 

Ty (Dy) : 
并 且 @ 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 一 六 一 人 一 六 


不 等 式 由 叫做 薪 尔 德 不 等 式 , 它 的 等 价 形式 @ 我 们 称 为 权 方 和 不 等 式 . 

(4) 排序 不 等 式 

给 定 实 数 aa 委 a 委 … 乏 0 和 总 委 2 委 … 和 过 0 上 0 是 1 2 和 7 的 
任意 排列 ,; 则 a6 十 azp 十 … 十 awb1 < 012 十 a2 bi 十 十 Qnbi bz 十 Qzbz 十 … 十 
ap 等 号 成 立 当 且 仅 当 Ul 一 人 一 ”一 Cn 或 bi 一 0 一 … 一 pb,. 

(5) 切 贝 雪夫 不 等 式 


大 a dd Sb 去 一 入 0, 则 2a0 二 南 (20)(26); 闭 wa < 
;一 1 1 


03 db Rb 过 二 入, 则 21ap 二 (Pe) 
等 号 成立 当 且 仅 妆 Ul 一 2 一” ”一 Cr 只 或 一 一 b» 一 一 b,. 


(6) 伯 努 利 (CBernoulli) 不 等 式 
议 二 全 一 1] 则 当 0<<a<l1 时 ,有 (1 十 zi 过 1 十 ax; 
当 a 二 0 或 a 放 1 时 ,有 十 XT)* 宇 1 十 ar， 


半 沁 册 籼 导 五 心 涨潮 回迁 闭 吕 


全 他 应 尊 导 了 五 帐 潍 沁 回迁 净 O 


等 号 成 立 当 是 仅 当 一 0. 

(7) 凸 图 数 不 等 式 

(i) 定义 : 设 f(x) 是 定义 在 区 间 了 上 的 函数 , 故 对 任意 zzs E 1(xi 天心) 及 任意 
实数 ua(0<<a< 1l), 有 ar 十 (1 一 a)z) < (人 >)al xz) 十 az) ， 则 称 f(x) 为 区 
间 了 工 上 的 严格 下 (CE 上) 西 清 数 . 

(ii) 凸 函 数 的 判定 :如 果 对 任意 的 zE 1 了 ,有 (x) >0(<0), 则 f(z) 是 区 间 工 上 


的 下 (上 ) 西 晒 数 . 
(iii) 琴 生 (Jensen) 不 等 式 : 设 f(x) 为 区 间 了 工 上 的 严格 下 (上 ) 凸 函 数 , 则 对 任意 
Xl Xs XA, 1 以 及 任意 正 实数 al 9 to QQ -十 Qz 十 十 a， 一 1) 有 


f( Pyar )< (之 ) 
等 写成 立 当 且 仅 当 A 
例 5 设 任意 实数 zo > 广 ! 记 xXxz 这 XZ 这 0, 要 使 不 等 式 Jogaa 1 1993 十 log 1993 十 
log¥ 1993 之 Aloga 1993 恒 成 立 , 则 的 最 大 值 是 
解 利用 换 底 公 Y 式 将 题 中 不 等 式 化 为 


Ce 


] k : 
- 下 二 下 + 之 - Xo : UV 
0 | ] ] ) 
]g 区 lg & 元 & 了 | 


由 于 ro 盖 z > 之 0， 所 以 lg 之 0， lg— :>0， lg = :>0， lg >0. 


沪 3 


A ey To XT nn Zo 
QD 等 价 于 (注意 到 lg tlg TlgT ec 7 zc ) lg 一 ) 


] ] 1 
og jo lg :和 (lg + lg :十 起 之) 之 入 G) 
E77 e 7 3 
而 由 柯 西 不 等 式 有 
] ] 1 
一 一 一 十 2 
Xo Xl (lg™— :+lg> “十 开元 。 
lg 了 lg 二 lg 


to l Tl 1 ， TX2 
十 8 7 十 jg | — 3 _。 9 ， 


1 
/og 
全 | 用 区 5 2 1 7 22 “3 
g 7 g 7 g 7 


、\ .天 化 车 i 时 
等 号 成 立 当 日 仅 当 lg 一 = 二 lg 一 二 志 二 , 即 守 = 二 地 二 学 . 
| 1 Me kl 


区 3 


故 要 @ 恒 成 立 必 须 日 只 需 & 过 93, 故 所 求 & 的 最 大 值 是 9. 


例 6 J 本 CMO 代表 队 第 一 轮 选拔 赛 题 ) 设 X 十 y 十 z EE Ri', 日 x 十 y 十 


之 一 1, 求 一 -十 人 二 2 的 最 小 值 . 


六 4,.9_1l1 ,2 (1 十 2 十 3)2 
解法 入 和 不 等 得 1 4 一 ZH yi — 6， 


等 号 成 立 当 且 仅 当 子 二 学 二 坟 . 结 合 z 十 y 十 x 二 1 得 , 当 上 仅 当 + 二 二 ,y= 二 字 必 二 
到 时 等 号 成 立 , 故 二 十 竺 十 二 的 最 小 值 是 36. 
全 多 之 


解法 二 由 柯 西 不 等 式 有 
36 = 7 人 Se Vz) 达 ( 广 + 人 + )(t yt 
= 工 十 生 十 和 


等 号 成 立 yu = < 一 二 ,下 同 解法 一 


例 7 (第 40 届 IMO 备 选 题 ) 已 知 a ,as ……@ 是 任意 正 实 数 ,上 且 满 足 w 十 必 十 …… 十 


、 CQ 一 Cl 一 ar 一 … 一 CQ ) l 
] 证 日 daa 一 4 一 4 一 一 Co) < 一 
2 < 证 下: 十 cz 十 十 0 人 一 0 一 0 一 CN) ~ 
证 明 二 Cl 一 一 Qi 一 Ga 一 一 ,显然 Qntl > 0, 原 不 等 式 化 为 
7 < (] —ai)(l — a2)***(] 一 CH) 


对 每 一 个 i(1 之 1 之 十 由 ,由 平均 值 不 等 式 有 


1 —a; 二 Qi 十 十 Qi i 十 Qi 十 十 aw 这 Nn VaIai Qa 二 hn 
将 这 十 1 个 不 等 式 相 乘 得 

(ad a) (a) mn 

这 就 证 明了 原 题 中 不 等 式 成 立 . 

例 8 设 z,y,zE R', 有 日 妆 十 十 x 二 1， 求证 7 十 

证 明 一 0 十 y 十 x 二 1 ,由 柯 西 不 等 式 ,有 


(+ ti ) 二 (1 一 xz )|] 


| 
(Qiay “ee! ) 
CC2 CQ 


y + ): 一 1. 故 内 需 证 明 者 (1 一 2) 寺 (一 二 2 (1 一 z2) 所 < 一 < 
3V3 
多 十 二) 


淋 汶 误 将 加 卫 性 涟 沁 问 入 姜 O 


OD 
奥 
林 
匹 
殉 
数 
学 
中 
的 
真 
题 
分 
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Tx 2 
而 由 平均 值 不 等 式 ,一 十 XX” 宇 3 fk 2 请)( 二 jz — 7 ,Bx (Cl ’< 7 
同 理 六 (一) 之 一 ,2(1 一) 之 -和 xz, 三 式 相 加 知 外 成 立 ,从 而 原 不 等 


3V3 3V3 
式 成 了 . 
、 _ y’ 2 3V3 
证 明 二 尿 不 等 并 等 价 于 二 7 十 一 一 一 js~ 之 一 一 . (2 
yy TT yd y) z(1— z’) 2 


| 由 条 件 十 十 zz? 二 只要 


2 2 2 
Xr yy ,zz ) 二 一 -， 
3V3 3V3 3V3 


则 2 成立, 而 由 平均 值 不 等 式 有 


2 2 
Z(1 一 Z ) 一 5[27(1— zx)(1— zx)]< | 


4 
3V3 
__ 2 2 、 
H 〈] 一 “) 过 一 一 ， 《1 一 “) 去 一 一 ， 了 N= 得 。 
同 理 y(1 一 y 本 21 一 3 请 故 的 成立, 从 而 原 不 等 式 得 证 
例 9 妈 apyc 为 正 实 数 , 且 满足 abc -一 1 , 试 证 ， 
1 1 1 > 


十 这 下 


a (be) pcta) eto (CC 十 D) 一 
证 明 一 由 权 方 和 不 等 式 及 平均 值 不 全 人 


) ) ， (二 三 (一 ) 
二 CC 二 可 十 大 CT 可 十 ET 太一 了 了 + 了 于 了 一 
太 十 十 一 ”一 十 一 
C C C a ob 
1 1 1:1.、, 
全 ‘abte) -上 (二 工 虐 土 ) 
一 ,1 1 ] ] ] 1]、 2 a bp rc 
(二 一) 十 (二 十 一 ) 十 (一 十 地 ) 
C C a a b 


3 [cllycl)y 3 
全 了 (= 
证 明 二 令 要 证 不 等 式 左 端 为 A, 则 由 二 二 妨 , 得 


be CC a“b’ 
ap hepa Tt atoy 
于 是 由 柯 西 不 等 式 及 平均 值 不 等 式 得 


[a(8 十 c) 十 BCc 十 a) 十 c(D 十 a)]，A 


vaG 干 cy 。 VC 十 四 . -一 于 -一 十 vcC 二 可 | 
>| Yto. 51 0 BT 1 Fs 


— (tteatab)’ > C+ +ab)3 Ve sca*ab = 3(tia tab), 
B26 tea Fab) .A344a 十 %B), 所 以 A 宇 广 . 


【基本 问题 与 求解 方法 ) 


1. 解 不 等 式 与 不 等 式 解 集 性 质 
解 这 类 问题 的 基本 方法 是 利用 各 类 不 等 式 (分 式 不 等 式 、 无 理 不 等 式 、 指 数 和 对 数 
不 等 式 等 ) 的 同 解 变形 将 原 不 等 式 ( 组 ) 化 简 , 以 达到 求解 问题 的 目的 . 


例 1 不 等 式 Viogzz 一 1 十 二 log}x’ 十 2 之 0 的 解 集 为 (  )， 


2 


A. | 2,3) B. (2,3 | C. | 2,4) D. (2,4 | 

解 。” 选 C. 理 由; 原 不 等 式 等 价 于 Vlogsx 一 1 — Slogr+2>0. 
1 (2p 1) 十 2 全 0 

5 “ 二 《之 解 得 0 过 1 二 1, 故 0 之 logsx 一 1 过 
:之 0 


例 2 (2002 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 使 不 等 式 sin:Xx 十 acosX 十 a: 之 1 十 cosx 对 一 切 
ZE 及 人 恒 成 立 的 负数 a 的 取 值 范围 是 


解 。 填 a < 一 2. 理 由 : 原 不 等 式 可 化 为 (cosx Sat 


= (cosz 一 4 本 ): 


因为 一 1 过 cost 达 1,a 二 0,< 


有 最 大 值 元 ) ， AD :十 公 一 二 = ,整理 得 a? 十 a 一 2 汪 0， 
志和 但 < 之 1 或 4 二 一 各 双 4 二 所 以 a 二 2 
例 3 (2001 年 全 国 高 中 联赛 是 ) 不 等 式 | 小 二 十 2| > 这 的 解 集 是 


解 ” 填 (0,1) J (1,27) | to 理由 也 不 等 式 等 从 了 


l 了 二 
logiz 1 “ ~ 2 ess + 22 2 Wig < 2 或 > 2 
了 4 1 
Weyz 二 7 等 价 于 7 < Jogz<091<<z<<24, 以 及 > 一 半 等 价 于 


切 阔 渭 糙 下 玫 司 进 同 入 业 O 


演 冰 证 凋 杰 下 性 漯 洪 由 入 业 C 


logix 之 0 或 ”logix 一 -20 二 x+ 二 1 或 x 之 4, 故 所 求解 集 为 (0,1) U (1,22) U 


(4, -00), z 
2. 不 等 式 的 证 阴 
(1) 比较 法 
要 证 A 这 B, 只 要 证 A 一 B 宇 0. 当 妃 盖 0 时 ， 要 证 A 之 B, 只 要 证 全 之 
例 1] 设 a,b,c 为 正 实数 ,i 为 实数 ,人 旭 abe (a To + ) a (a+b 二 eo) 二 or. 
(a 一 Db 二 coc) 二 cs(ad+6b—c), 等 和 号 成 立 当 日 仅 当 a 一 0 三 上 
证 明 不妨 设 4 宇 5 之 c, 则 
左 一 右 == ci (十 时 一 田 一 ac) tbatP -ba) +e (bie aw) 
-一 a l(a _ pra 一 5 十 (一 c) |] 一 po (a 一 站 (一 C) 十 ca 一 站 十 
(一 c) (2 一 c) 
一 CT 一 8 十 (aa 一 人 (一 Ca 一 区 十 cc 十 cr 一 ce 
> (一 站 (一 c)(a4 一 pH 十 c ) 
若 t 十 1 这 0,; 则 a 之 的 1 在 上 1<0, 则 cr 之 的 .又 6 一 cc>0 一 5 三 0, 故 
总 有 左 一 右 亿 0, 并 且 从 证 明 过 程 不 难看 出 等 咏 成 立 的 充 要 条 件 是 cc 一 训 王 <. 
例 2 已 知 ap,c 僵 0, 求证 :asbicc 三 Capc) 
证 明 ”不 妨 设 a 之 6 这 c, 则 a 一 6 之 0,6 一 c 宇 0,4a 一 c 庆 0, >1, 了 之 1,4 人 1， 
于 是 
a p* 人 2 -一 2 a ,te ec | ca, ce 
- —ao 3 p33 ats ep3ts3 CC 十 
(Cpc ) $s 
一 ( 且 ) 呈 ( 呈 ) 生 (生生 关 1， 
C C 
故 原 不 等 式 成 立 . 


(2) 综合 分 析 法 

“由 因 导 果 ” 称 为 综合 法 ,“ 执 果 索 因 ” 称 为 分 析 法 . 通常 用 分 析 法 探索 证 明 思 路 ,再 
用 综合 法 书写 证 明 过 程 ,有 时 则 必须 应 用 分 析 与 综合 才能 找到 证 明 途 径 . 

例 3 设 2” 为 正 整数 ,证 明 : 当 2 关 2 时 ,有 


1 
| 


1 ] l 1 ] 
: ll 1 | 1 1 
证 阴 放 ( 人 (1 十 一 ) 一 1 十 三 十 二 十 … 十 一 
nn 2 3 7 


1 1 工 1 ,lL 
1 十 元 十 可 十 分 十 元 十 和 GT 十 了 十 (二 十 D) 十 妆 十 (区 十 


ll 
t+) "< 一 
4 1 十] 
> QD 
TET 
2 十 艺 十 仿 十 十 一 
Hl 
所 以 人 成 立 人 
又 1 十 万 十 亏 3 十 "十 nD) 
1 1 1 
n 一 (1 十 方 十 下 十 二 ) 引 一 了 ) 十 红 一 守 ) 十 十 (1 一 地 ) 
i 
7 n— 1] 1 一 1 
方 十 与 十 十 2 一 
2 (2) 
而 由 平均 值 不 等 式 有 


所 以 四 成立, 故 原 不 等 式 右边 不 等 号 成 立 . 
例 4 (美国 第 22 届 数 学 奥林匹克 题 ) 设 cn sl "9 是 正 实 数列 ,满足 | < 
(i 二 12,2,3,… ,nn 一 1). 证 明 ; 对 一 切 n > 1, 有 


/i 十 Wn bd A RS Wn S/n mi 2 十 Cr 十 二 "十 
7 十 ] 1 一 上 1 


证 明 记 S=a 十 az 十 … 十 ar 则 要 证 不 等 式 化 为 
nS 二 ao 十 a4)S 之 (x 一 了 (S 十 Qo)(S 十 a,), 这 等 价 于 


(ST a0)(Sa,) > nN Qoad,. z (1) 
由 题 设 条 件 , 有 守 过 全 委 … 秋 2 入 一 ,从 而 

Ql U2 Cr Un 
aoan < | < 以 2 区 和 一 2 < “"" : (2) 


于 是 由 平均 值 不 等 式 及 四 有 S 二 》 


ko 
再 由 ae 十 av 实 2 Vaoan;, 故 有 
(S 十 ao)(S 二 ea) 王 S 十 (al 十 ai)S 二 aoc > ST2 Vaoas+ (Vaca,): 


生 一 上 
ek Ee 之 > AA CR 之 (n — 1) VY oun. 
一 1 


站 
人 站 


六 他 出 炬 于 上 吾 性 湾 呀 则 洗 笑 O 


闻 冰 良 凋 要 手心 演 斌 划 潍 痢 C 


一 《9 十 Vaoan) 宇 naoa,,， 
印 成立 ,从 而 原 不 等 式 立 . 


(3) 放 缩 法 
在 一 些 不 等 式 证 明 中 , 常 常 要 增 大 (或 缩小 ) 上 毕 项 的 值 或 增加 (或 减 少 ， 一 些 项 ， 
这 种 方法 称 为 放 缩 法 . 
例 5 设 0< 过 rr < 1, 求证 .: 
Xx? Xs TA 
OA Ot Mr < my 
证 阴 守 证 个 等 式 等 价 于 z 
TX” 
2 ”1 vv2 Hn < 
(oz) 二 i+ Sa “可 二 wy |< rh 山 
因为 0 二 x 过 x 二 1， -一 Za 1 一 1,2， ,并 且 有 有 
pl Zz 
Ry (a) araTa rr 
| _ 革 
十 十 腊 十 二 x) 
四 ] 1 
(re 十 十 Xe 二 1) (k++ 1)° 
1 
~ Ek) 
1 1 
k EFT 
7 Te” 
所 以 (1 0 tay ~ ( 工 一 去 ) 二 
1 l/l 1 1 ， 
(3 3 )+ 十 (有 iT)= 1 2 十 1 7 十 1 
故 成立, 从 而 原 不 等 式 成 立 . 
、 加 i 
例 6 设 z 一 天 十 二 十 可, 证明 :对 一 切 正 整数 有 0 二 


加 4 
Tn nhl ~ n(n 2)° 


证 明 因为 xx, 一 二 十 二 二 十 … 十 


二 站 十 二 二 由 和 和 1 
1 十 (2 一 1) “十 7 11 -十 277 


所 以 zx 二 瑟 十 妃 - 一 和 


7 十 7 n 
7 nl] 7 nT] 2 
Te ) rip 1 rly 1 十 -1 
2 ， 
即 << 一 二 ,从 而 二 5 < ao 二， 所 以 


2 2 4 | 
n ni2 nn 2): z 
注 ”本题 证 明 中 采用 了 分 段 放 缩 的 方法 当 我 们 用 放 缩 法 证 明 不 等 式 时 ,如 果 发 
现 放 得 过 于 大 或 缩 得 太 小 , 达 不 到 证 明 目 的 时 ,可 考虑 采用 分 段 放 缩 法 . 


例 | { 运 Xo 一 一 Drl -一 Xn 十 二 -一 0,1,2,…),: 证 明 :;45 < 1l000 < 45. l, 


0 < Xn 一 Hi < 


芝 冰 六 间 下. 想 夸 进 区 让 姜 O 


证 明 因 za 一 好 十 访 3 二 人， 即 za — x = 《十 2 ,所 以 


Zz? 一 — ZX) 一 25 + ) (2 二 小) ~ = 25 十 21 十 六 总 >> 22 十 25， 


上 二 0 k=0 
由 此 可 得 XTo00 > 25 十 2 X 1000 = 2025 , 故 X1000 > v2025 一 45， 
并 且 x > 2 X25 二 25 二 75,x2s > 2 X225 十 25 二 475, 故 
] 


thm ta 外 tt 坑 "+ 起 + 喜 +“+ 襄 ) 


二 2025 十 沪 2 + 一 2025 十 名 十 全 让 十 4 一 — 2025 十 1 十 二 十 宝 


2025 F132 2031 << 2034. 01. 


故 Xi000 二 V2034. 01 = 45. ] ， 这 束 证 明了 45 = Xio00 < 45. 1 
(4) 判别 式 法 
借助 于 一 元 二 次 方程 的 判别 式 证 明 不 等 式 ,主要 依据 下 列 两 个 结 
(1) 知 实 系数 二 次 方程 ez? 十 好 十 c=0(c 关 0) 有 实 根 , 则 人 二 一 4ac 之 0. 
(2) 厂 a 之 0,b,c 为 实数 , 则 对 一 切 x E€ R, 有 axr’ 十 妈 十 c 宇 0 成 立 的 充 要 条 件 是 
A 一 及 一 4ac < 0, 


例 8 ”证明 ;对 一 切 x EC R,2 过 3 一 67X 十 6 一 6 


TC 一 Xx 二 1] 一 
2 
证 明 ” 设 y 一世 一 , 则 因为 ?一 x 十 1 二 (x 一 址 ”十 3 >>0, 上 式 等 价 


工 十 ] 
于 下 列 关 于 工 的 方程 有 实 根 (y 一 3)x? 一 (y 一 6)zx 十 (y 一 6) == 0, 若 y 关 3, 则 其 判别 
式 A 一 (y 一 6)? 一 4(y 一 3)(y 一 6) 之 0, 即 


y 一 8y 十 12 0, 解 之 得 2 之 y 牵 6. 


尝 平 感 凋 慨 玫 性 注 洪 周 工业 O 


例 9 设 Hl CC2 9 ”9 (7 和 2 ,D2 :Or 都 是 实数 ,并 日 ai 一 3 一 — a > 0, 则 
(ar — 5 一 — a )(o — bs 机 一 2 ) < 一 (ai Di — a» 0b. 和 — ab, )” 


| 等 号 号 成 立 当 且 仅 当 一 天 一 … 一 庆 ( 其 中 车 某 个 如 二 0, 则 理解 为 对 应 的 a; 一 0) 


证 明 ”下 te) 与 (84) 不 成 比例 , 则 二 次 也 数 
f (7) = (a a ar 200 — ab ab) rt bb — 0b) 


一 一 (ci 之 一 加) ~ (a2 Tt — bo )” -~ ”一 (Q 并 一 已) 
的 首 项 系数 为 正 , 且 fl) < 一 0, 从 而 f(x) = 0 必 有 两 个 不 等 的 实 根 , 故 其 判别 式 恒 为 


正 , 即 得 要 证 的 不 等 式 ， 

(5) 变量 代 换 法 ( 换 元 法 ) 

通过 变量 代 换 可 使 要 证 不 等 式 的 结构 简化 ,突出 其 特点 ,从 而 易于 找到 证 明 途 径 . 
常用 的 变量 代 换 有 三 角 代 换 、 均 值 代 换 和 增 量 代 换 等 ， 

例 10 《第 11 局 TMGO 题 ) 设 zi ? 光 29.yY19.V29 之 1] 之 2 都 是 实数 ,满足 Xl >0,7X2 放 0， 
XIVYL 一 2 > 0 ,TX2 yz 一 之 > 0, 求 证 : 

8 1 
(Xl 十 XTX2) YI 十 yz ) 一 《ZI1 十 zz) ~ 1Y1 一 好 ti 
证 明令 二 Ty 一 zi = X22 一 弓 , 则 ul 守 0,ws 之 0. 


.大 1 2 汪 1] 2 2 
Zi132 十 Tayl 二 一 (zzyz) 十 一 (TD) 二 一 (ww 十 22) 十 汪 (ww 十 9) 
2 地 1 改 2 1 
.地 .站 .站 
= 刀 训 十 二 斩 ) 十 (对 用 十 于 对 ) 之 2 zi Uz 十 221 2. 
2 


于 是 (zi 十 X20) Cy 十 y2) 一 (十 2 二 十 民 十 Xi 十 Toi 一 2z1zz 之 4 Vwitwz ;所 
以 


6 8 2Vuuw 一 一 十 中 1 1 
(Zi 十 za) 十 思 ) 一 (zi 十 2 4 / Wi U2 Mizt ~ uu Ul Ws 


即 要 证 不 等 式 成 立 , 等 号 成 立 当 有 上 且 仅 当 Ul 一 U2 ,Xl 一 x2， 有 即 之 1 2 V1 VY2 ,C1 2, 


(Cal) 1 (14+4+) 和 之] 
p z ce a 
证 有 明 注意 到 a,b,c 是 满足 abc 二 1 的 正 实数 , 故 可 设 4 一 yy 二 之 ,Cc 一 二 ,其 


中 zyyyz 为 正 实数 , 则 原 不 等 式 变化 为 
(Xz 一 y 二 2(y 一 Zz 十 X)(z 一 XX 十 y) 二 yz， QQ) 


56 


EN 
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二 TX 一 y 十 Zz,v 二 y 一 zz 十 XT,w 二 zz 一 十 y 中 至 多 有 一 个 为 负数 . 如 果 wu、v、w 中 恰 
有 一 个 为 负数 ,那么 wvw 过 0 二 xyz ,不 等 式 @ 得 证 .如果 wu、v、w 都 为 下 ,那么 忆 可 化 
为 | 

Uv vw WwW 
( 7 )( 5 )( ). ©) 


ZU 挟 、 


而 由 平均 值 不 等 式 有 ( 共 入 2) (2 车 ) (于 和 ) 半 Vi Vo VW = tw, 


不 等 式 @ 得 证 ,从 而 原 不 等 式 得 证 . 
注 中 式 久 十 六 十 之 十 3X9yZ 宇 Xy《X 十 y) 十 和 WCy 十 ZzZ) 十 zT (XT 十 >) 3) 
ri(y+zer) ry) 二 ry 2) < 3ryz (4) 
ON 二 十 必 守 3zyz 十 XCy 一 2 十 yz 一 X)? 十 z(X 一 y)*?， 全 
其 中 为 1983 年 瑞士 竞赛 题 ,@ 为 第 6 届 IMO 题 ,@) 为 三 个 变量 的 平均 值 不 等 式 的 
加 强 形式 . 
例 12 (1994 年 中 国 香 港 数学 奥林匹克 题 ) Ot 二 1]， 


求证 :x 一 yy) 一 22) 十 y(1 一 xz2)(1 一 x?) 十 z(1 一 xX?)(1 一) 去 V5. / 
证 明 ”由 已 知 条 件 知 z,y,z 中 至 多 有 一 个 等 于 零 站 0 则 1 原 不 等 式 

的 左边 为 y(1 一 zz) 十 z(1 一 y) = 二 y 一 ?十 z 一 zy? 二 y 一 z 十 z 一 y 二 0 二 地 3， 

原 不 等 式 成 立 , 故 只 须 证 x,y,z 都 大 于 0 的 情形 . 注意 到 不 等 式 结 构 及 三 角 公 式 tan2a = 


_<tanc ,我 们 设 这 一 tan 全 


fa 2 vc 一 tan 和 与 这 里 A,B,C € (0,n), 


，»Y 一 tan 2 


则 由 xy 十 并 十 zz 二 1, 知 0 二 Xxy = hn 


tan 仿 十 tan 沁 — (tan 和 于 2)(1 一 tan 全 tan 写 )， 故 
] 一 tan 全 tan 与 一 (tan 导 )(tan 分 十 tan 攻 3) 
一 ~ (tan 上 。 tan 生 村)(1 一 tan 今 tan 呈 )， 
2 2 2 
因 tan 和 tan 只 二 1, 所 以 tan 人 tan + ] , 即 
2 2 2 2 
ATB __ TT_LC 
tan 7 一 一 tan( -7 2) 


又 因为 0 过 全 万 三 二 他 2 ,0 一 下 一 所 之 节 ,所 以 全 二 号 = 


i 


-5, 即 A+B+HC=x 


蒜 阔 渡 并 下 下 性 注 点 加 入 粳 O 


渤 全 次 普 受 五 站 涟 遇 问 入 效 O 


nr A 2 —e 
\ 芋 2 . 2 _ _ —. ) 


等 式 tanA 十 tanB 十 tanC = tan4A4 十 tanB 十 tanC 得 
rl— ym) yo) lz) + oz) (1— y) 


tan EB 2tan © 2tan 2tan 人 a tan 人 A vtanB 
_ A, m2. 2 jianB. 2 2 CC. "2. "2 
"tanB ” tanc tanC ” tanA 2 ”tan4 ”tanB 


加 A | B,C ,tanAt tanBttanC 
= tan 2 "a 2 an 7 tanAtanBtanC ) 


一 4tan Atan 号 tan C 一 4xyz 


2 tan 3 tan 了 
-4 VC) OR CY) < 4\/( 开 十 至 二 下)3 一 4\/ 训 一 二 V5. 
(6) 数学 归纳 法 


对 与 目 然 数 n 有 关 的 不 等 式 , 可 考虑 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 对 某 些 较 弱 的 不 等 式 命 


题 ,可 加 强 命题 后 再 用 数学 归纳 法 证 明 , 因为 命题 加 强 了 ,归纳 假设 也 就 加 强 了 ,进行 
归纳 推理 时 反而 容易 了 . 


例 13 设 an sl 9 9 (4 是 正 实 数 ,证 明 ; 


4 cd a 
(Cao ta | Ca ta Tat Ta Fa a jl (nn€ N). 


证 明 点 一 1 时 ， 一 二 ,不 等 式 成 立 . 
0 


| ] 
(a Ta ~ a Tay 


Ta 4 一 上 
ram te a mt to ra ram a © 


这 是 w = ao 十 al 由 


1 1 _ (wota) -a aa ~ a 
CO ar ar (Qo 十 CD a (ao 十 CD (go 十 Qi 7 


结合 由 便 知 对 正 整 数 , 原 不 等 式 也 成 立 , 这 就 完成 了 原 不 等 式 的 归纳 证 明 . 


例 14 (美国 第 10 届 数学 奥林匹克 题 ) 设 过 0,n 为 正 整数 ,证 明 : 
[二 -二 < [zj 


证 明 记 w 二 > LA, 则 要 证 不 等 式 为 w 之 [xz] D 


7 一 ] 时， 个 显然 成 立 假设 nn 过 一 1 时 外 成立 , 即 
Ul < [x |] ,as < [ 2x 1,** ,ap < | (k— 1)zxj, 


EEEEI~y se 


各 式 相 加 得 Q1 十 Qi 十 “a < [x 十 [ 2x 十 … 十 [Ck 一 1)z | 2 
又 由 记号 as 的 规定 有 kG(ar 一 ai1) 一 [LRzrj,(R 一 1)(ce 一 at) 一 [0R 一 1 1 员 
二 [x1, 各 式 相 加 ,得 和 未 
har 一 (ae 十 at 十 … 十 al) 一 [这 | 十 1 一 1 了 十 …… 十 [2xz] 十 [zxz|. (3) ] 匹 
图 十 @ 并 利用 [ir] 十 [一 六 本 一 [[iz] 十 必 一 D 可 入 [z 二 一 Do 一 [tr], 得 量 去 
kas Sr 一 1Dz 十 (CC2z 二 [GER 一 2)z]) 十 十 (CTR 一 1 十 [z) 十 是 学 
[kx ] 中 
的 
一 kikxz], 真 
即 ww 过 [Az], 从 而 完成 了 @ 的 归纳 证 明 . 信 
析 


例 15 (加 拿 大 第 9 届 数 学 奥林匹克 题 ) 设 0 二 4 二 11a 二 1Haa 二 二 十 a， 
证 明 :对 一 切 ne N, sn > 1 : 
分 析 ”由 于 a 在 递 推 关系 a = 了 a 的 分 母 中 ,由 ws > 1 只 能 推出 acn 二 


1 十 4, 故 可 考虑 将 原 命题 加 强 为 证 明 对 _ 切 nE€EN, 有 1 二 a, 二 14a. 
证 明 ”我们 用 数学 归纳 法 证 明 1 二 a 志 1 十 a(nE€ NN,). 


n 二 1 时 ,显然 成 立 . 设 1 二 a 过 1 十 4; 那么 a = 2 1 十 4 
& 


| 并 且 ae 之 于 十 4 一 
即 1 之 ami 之 1 十 a 于 是 我 们 证 明了 1 过 a; 过 1 十 aln € NN), 从 而 原 题 结论 成 立 
(7) 构造 法 
通过 构造 函数 、 数 列 或 几何 图 形 , 而 借 几 函数 的 性 质 ,数列 的 性 质 或 几何 知识 来 证 
明 原 不 等 式 . 


例 16 已 知 apcER al 过 1 15| 二 1, |c | 过 1 求证 :Bb 十 tt 十 ma 十 1 半 0. 

证 明 考虑 以 a 为 自 变 量 的 一 次 也 数 f(a) 二 5 十 Oa 十 十 1. 因为 一 1 一 a 一 
1, 一 1 之 56 二 1, 一 1 过 Cc 之 1, 那么 当 5 十 c 宇 0 时 ,有 f(a) 单调 递增 , 故 f(a) 之 
太一 1 = 一 (十 c) 十 & 十 1 一 (一 0 一 c) 守 0, 当 6 十 cc 二 0 时 ,f(a) 单调 递减 ， 
故 .Fa) 之 了 (1) 一 0 十 c 十 & 十 1 一 (十 b(1 十 c) >0, 故 总 有 Fa) = 二 9p 十 te 十 ca 十 
1>0. 


例 17 设 a,b € R, 证 明 :o 十 妇 十 了 之 抱 十 24 十 了 ， 
证 明 ”考虑 以 a 为 自 变 量 的 二 次 函数 f(a) = 到 一 (十 2)a 十 妇 一 过 十 二 ,其 关 


别 式 A 二 (6 十 2)? 一 4(6 一 号 十 二 ) —— 3(b — 2)? 之 0,， 


Zr 之 
ee€” ET 


又 4 的 系数 为 1 > 0, 故 对 任意 a € R, 有 f(a) 宇 0, 即 


专 题 研 究 系 列 


奥 人 十 把 十 了 实地 十 24 十 如 
天 例 18 (第 23 届 IMO 题 ) 无 穷 正 实数 列 {z, } 满足 xo = 1,zr 之 x(n 渤 0). 
(1) 试 证 :对 具有 上 述 性 质 的 任意 数列 ,总 能 找到 一 个 之 1, 使 下 式 均 成 立 ， 
学 | |. A ~ 3, 999, 
小 “| 和 时 
2 2 2 
真 (2) 寻求 这 样 一 个 数列 ,对 所 有 7m 有 也 十 后 十 …… 十 2 一 4 
题 .者 | ,二 了 、 灵 
全 证 明 (1) 对 任意 具有 性 质 x, 三 zx (ln 实 0) 的 正 数列 {x,) 构造 数列 {c, } ,使 得 
0 十 2 十 “二! -之 Ch ”X00, 
z | .二 二 
则 zt (+ 十 tt * Xl 2 Vc * xo, 


故 只 要 取 ct = 2 VE 又 因 型 > zo, 可 取 c 一 1, 于 是 数列 {c,) 的 通 项 公式 为 


1 -| _]_ 
Cn Cl /Cnr2y 2 C2 \ 27 ,ll 1 : ] 
Cn 一 | 1 二 (二 … | °C 一 2 人 3 2 生 方 二， 
Cl C2 C3 Cf 


因此 ,只 要 找 nE Ni, 使 得 6 一 4 2 二 之 3.999, 即 (一 4)*”” 之 2, 而 由 


l 
4000 


7 27 


2 
) 全 上 十 4000， 


和 
(3 ggo) > (1 十 


加 21 4096 
取 n 二 14, 则 1 十 5 一 十 4000 之 2, 因此 取 之 14 满足 题目 要 求 . 


(2) 取 nn 一 2 “, 于 是 对 一 切 n 和 N. 有 

Xo ,XT Xn 1 | 90 _ 

了 十 天 十 全 十 一 2 十 20 十 … 十 2 一 4 2412 一 4 
2 n 


中] 

例 19 证 明 : 对 任意 正 实数 zx,y,z 有 A 
VT TF VT TTT VT Fa. 

证 明 ”联想 到 三 角形 中 两 边 之 和 大 于 第 三 
边 ,我 们 构造 图 形 , 如 图 4--1, 其 中 OA = x,0B = 
V3y,0C = z,/AOB = 90°, /BOC — 150°. 
人 了 C0A = 120 ,由 余弦 定理 有 

~ AB = Vr t+3y, 图 4-1 


BC = Vz 3y 十 3yr， 
CA == V1 Ce Te 


(8) 凋 整 法 
企 含 有 多 个 受 量 的 不 等 式 f(r 9 20""" * ,XT, ) (或 之 }clc 为 党 数 ) 中 ， 我 们 常常 将 


其 中 一 个 或 怀 个 变量 适当 调整 ( 增 大 或 减 小 ) ,使 它们 竞相 等 或 都 等 于 定 值 或 满足 一 定 
的 条 件 , 从 而 使 ACzr nz) 的 值 增 大 (或 减 小 ), 百 到 经 过 有 限 步 调整 可 使 f(x， 
,0 ) 的 值 达 到 ,从 而 完成 不 等 式 的 证 明 . 


洒 闻 六 洒 全 卫 往 潍 沿 加 江 省 O 


例 20 设 A,B.C 是 人 ABC 的 三 个 内 角 , 证 明 cos 会 Fcos 名 十 cos 信之 33, 等 
成立 当 且 仅 当 A 二 B 二 C= 60 z 

证 明 。 当 A 二 B==C = 60° 时 ,不 等 式 取 等 号 ,下 设 A,B,C 不 全 相等 且 不 妨 设 
A 宇 B 宇 C, 于 是 A 守 60 ,CC 二 60%. 今 Aj=60° ,B= BG = 二 A 二 C60 , 则 A 十 
人 去 < 和 二 人 Al— OO 和 一 人 ,从 


,COS a > COS 一 一 一 


和 一 4ECA <AOSC: 故 | 包 二 人 


而 有 cos 全 十 eos 加 -2c08 全 4 (a > 2 cos 全 二 Ceo 和 一 CC wos A os Ck, 
4 4 4 4 2 2 
党 cos 今 十 cos 少 tcosS 过 cos 分 十 cos 学 十 eos 多， (人 
旭 采 A ,BB:} , (| 都 不 全 相等 ,不 妨 设 B 请 60" >C 1] 9 再 令 A, 一 一 Al 一 一 60- , B, = 一 一 60° 9 
€» = HP 十 已 一 60 一 60 , 则 A， 十 万， 十 已 -一 180 ,0 ”< 人 A， , B, ,C» < 60 ， 本 < 
BI—C 已 
3 | "大 
cos < 一 人 cos 9 -= 2COS os 二 > 2coSs os 二 
一 COS > 十 CO s (1, - 
2 
所 以 cos 合十 co 二 cos 守之 cos 多 ‘cos FtcosZ = 3c0s30" = = 3 
(2) 
由 届 及 的 知 当 ABC 不 全 相等 时 , 原 不 等 式 中 严格 不 等 号 7 成 并 ,这 就 证 明了 原 不 等 
式 成 立 . 


例 2 设 Cl so s**t 下 数 , 则 当 汪 2 时 ， 


涵 冰 证 亲人 性 开 -性 演 间 江 站 C 


1 1 1 
(1 十 一 十 )…(1 十 元 ) 人 1) ， 


等 号 成 立 当 是 仅 当 。 ai 一 az 一 … 一 an 


证 明 “” 当 wu = 4s =… 一 ay 时 ,显然 原 不 等 式 中 等 号 成 立 . 下 设 al ,az ，…… 和 av 不 
全 相等 ,不 妨 设 其 中 w 最 大 ,a 最 小 ,并 记 G 一 Vaiaz'*an, 令 负 二 Gsbs 二 和 , 一 
a 一 3 则 aa 全 Ca 二 G, 并 HH 


tt 


l 


W112 Ul 


i dG 


Ul Uo (7 Hl 0 
所 以 (1 十 二 + 十字) 十 二 -) >> + + 十字) 
如 条 请 b; 不 全 相等 ， 不 妨 设 po se 申 b: 最 大 局 最 小 则 如 法 构造 数组 C19C29 ”9 


和 一 ti 二 4,5,… ,7)), 则 辣 理 可 证 


) 


= (1 十 一 -十 元 十 二 一 (1 十 起 十 


c,( 令 Ct 一 pi sC2 一 (ryC3 = -一 


(十 元 (二 地 “(1 十 广 > (1 十 二 (1 十 二 二 ) 01 十 过) 


识 构 造 六 数组 ,至 少 增加 站 变量 等 于 G, 于是 通过 4 有限 次 (至 多 nn 次 ), 可 使 全 部 变 
量 郊 等 于 GG， 的 


十 工 1 1l. ly 1 
GE 十 二 ) (1 十 > > 之 G 十 去 ) + 元) 


| 从 而 原 不 等 式 得 证 . 


(9) 利用 和 
对 于 数组 {a;} ,1{6;} 一 1,2,… 0) 令 日 一 六 十 六 十 … 十 访 ) 则 
一 a.B, em 4) B.. 
述 恒 等 式 叫做 Abel 变换 . 现 证 明 如 下 : 
So = aBi ta(B Bi) +a(Bs— Bo) +a,(B,— Bs) 
BT —a,)B, ) 
一 a,B, 十 ca 一 cat)Bi 
利用 Abel 变换 ， 可 使 一 些 和 式 不 等 式 的 证 明 变 得 非常 容易 . 


FE 


例 22 (排序 不 等 式 ) 设 学 2 之 这 aij 之 旭 之 这 6 而 术 ,bs 0 


是 bi ,sb2 2 的 任意 排列 ， 则 Da k ~ < Pats < Dab. 
k=] 
证 明 设 B 二 十 y 十 … 二 二 0; 十 6, 十 十 ,B, =b, +b + 二 


SN , 刚 | 已 ， < B', 过 Bb,(k 一 一 ,2 ，… 71 一 ] ) 日 再 二 一 B’, -一 也，. 于 是 lab， 一 一 
k=1 


rr 一 re—l nr "1 
a,.B’, 十 >， (Ca 一 Hal )B’, < a,B, -十 >》, (ar ~ Hk-l )B, 一 Yawbs 9 于 有 是 > arb; — 
=] k==!1 太一 1 k=!] 


;+t—] 


arB ， + (ux 一 Uk+1 )B’ A 之 0 x 十- 2 (a 一 CR 二 1 ) 吾 ， 一 Da ， 
k= 1 


放 原 不 等 式 成 立 
例 23 (1988 年 中 国 国 家 集训 队 选 拔 考 试题 ) 设 aj,6b; ERG ==1,2,…,n), 证 明 对 


任何 满足 x 之 x 之 … 之 x 的 实数 ,不 等 式 arr; 之 》)bri 恒 成 立 的 充 要 条 件 是 
D9; > 2 0;(k = ,nn—1) 有 22a = 一 Dh 


延明 人 记 A -一 SB -一 3 
一] 一] 
充分 性 : 设 A 之 Bi(k 一 ] ,2 和 7 一 二 ) 月 A， 一 B,, 则 


半 池 订 亲 导 卫 和 淡 时 卫 渤 姜 O 


映 


nn ?一 ] 
> ae 一 TA 十 > (Xk 二 ) A， 
k=] k= 1 


六 一 ] 


之 zB, 十 2 (mx — xr) BA, = BA > Bm Smnlk = 1,2,.%n—1)) 


必要 性 : 若 > ozri < > oz 中 成 立 , 则 在 由 中 令 一 妇 二 人 二 人 一 一 1， 


? -一 


kk 大 


Tal = 一 TH 一 一 T 一 0 和 有 过 7)， 则 Da < 之 (一 b;),， Eh a > z 
二 一 -1 
(& 一 了 ,2 ,7). 


在 四 中 令 阅 一 好 一 一 加 -1 有 》w < Db Da Yb, 所以 Ya 一 Sp 
i=:1 i=1 ;一 1 i 一 1 ;一 1 ij 一 1 


pb, 
I 


1 二 2 


例 24 《美国 第 10 局 数 学 奥林匹克 题 ) 试 证 ;对 任意 实数 ,有 了》 [Ac] < [xx] 
分 析 ”本题 结 论 我 们 曾 在 例 14 中 用 数学 归纳 法 给 予 证 明 , 但 其 变形 思路 似乎 并 


() 
奥 
林 
匹 
克 
数 
学 
中 
的 
真 
题 
分 
析 


村 经 暴 
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不 容易 想到 . 下 面 我 们 利用 Abel 变换 结合 数学 归纳 法 来 进行 证 明 , 则 使 证 明 思 路 变 得 
时 为 容易 .清晰 . 


证 明 令 4 一 人 Li] ”用 归纳 法 


n 一 1 时 ,左边 一 4] 二 右边 
设 对 1 达 & 过 7 一 1, 均 有 Ai 过 [kx], 则 对 正 整数 nn, 由 Abel 变换 有 


Sk] 一 3 [全 一 72。 4 十 [二 1D]A， nN. A,— SA 
所 以 ,由 归纳 假设 ,有 
4 一 Le] +t oA < 2 [hj 2 [er] 


一 | nx | 十 > ([ kz jj 十 [GO kr]) = [nr]|+ > ([ [gzx | (nC— kr]) 


< [ne]+ 5) kr Cn kr] = [ne]+ > ne] = wz] 
疏 4, 委 Lazj], 这 就 完 ;成 了 归纳 证 明 . 
(10) 向 积 分 方法 
利用 导数 证 明 不 等 式 ,主要 是 利用 导数 讨论 函数 的 单调 性 和 极 值 ,从 而 推出 要 证 
的 不 等 式 . 而 利用 积分 证 明 不 等 式 则 主要 依据 积分 的 下 列 性 质 ， 


中 夺 a 达 7T 碌 5 时 ,f(x) ,g(x) 连续, f(x) 关 g(x) 日 f(z) or) , 则 | f(z)dr < 
5 
| g Cdz. 


(ii 车 a， <| f(r) dr < 和 , 则 21a <| fwdr< Do. 


例 25 (Bernoulli 不 等 式 ) 设 全 1， 则 当 0 二 ga 二 1 时 ， 有 (上 ws 所 1+ar; 当 
axa<< 0 或 w> 盖 1 时 ,有 (1 十 z)x 六 1 十 ar， 

证 明 令 pz) 一 ( 十 za 一 (1 十 cz) , 则 wz) 二 all 十 x)!—a= ol (1 x) 
一 1., 于 是 工 一 0 时 gp (zx) 一 0， . 

在 0< 志 1, 则 当 一 1<z<0 时 ,VCz) >0,p(z) 单调 递增 ; 当 0 二 x 二 +co 时 ， 
2 (Zz) 二 0,9(zx) 单调 递 碱 , 故 当 x = 0 时 g(x) 取 最 大 值 ,所 以 ,对 一 切 x 汪 -1 有 

P(X) 9(0) 一 0, 即 (1 十 z) 过 1 二 axz. : 

有 4 一 0 或 a 二 1, 则 同 理 可 证 w(z) 在 x = 0 取 最 小 值 ,所 以 对 一 切 x 1, 有 

p(z) 之 p00) = 0, 即 (1 十 zi 之 1 十 oz， 
当 且 仅 当 = 0 时 p(x) = 20) = 0, 不 等 式 中 等 号 成 立 . 


JI 
例 26 十 2 十 于 :二 17 < 一 rt fs 
证 明 六 辣 放 二 二 上 所 二 二 两 边 内 到 & 十 1 积分 得 并 
fo “I |] 1 (十 1 一 Re 匹 
=| prdr =| Tdr = 的 -rl 一 ,有 以 
a (R 十 1) "一 如 一] nt! | 学 
> <> a 二 1 a+l ~ 中 
又 当 k-1 过 世上 k 时 ,x* 之 如 且 x* 半 呈 , 两 边 从 一 1 到 上 积分 得 
a 位 a 二 1 a | 大 ] a 1ia L 题 
k =| 4 dr>| > dT = 7 | -一 EL (天 1) | ,所 以 分 
jj 


7 好 全 


a ] CO a _ n 
之 > 2 wil (k 1)°] =— 71; 


nl 
即 zi < Dk < < 2 
(11) 利用 著名 的 重要 不 等 式 
例 27 | 38 届 数 学 竞赛 题 ) 设 a1 ,az ,as(n 放 1) 均 为 实数 , 旦 
A+ Da < LP) ,证 明 对 一 切 1 之 1 二 jn 有 A 一 2aia. 
证 明 由 对 称 性 中 需 证 明 A < 20 由 柯 西 不 等 式 有 


[oa Ta) 二 a 二 十 dr] 声 (SC 二 az) 十 3 十 … 十 a2] 
?= 1 


-一 《372 一 DC a? 十 Zaid») 9 
1 一 1 


(Da) 过 加 2 , 赦 由 假 册 有 A 二 (0) 一 Da 一 2aas 


i=1] 


即 
: 2 一 

同 理 对 任意 1 之 i 二 j 委 风 有 A 一 2aiai. 
例 28 设 a,b,c 为 一 三 角形 三 边 的 长 ,s = 坟 (a 十 5 十 中 , 则 nn 之 1 时 有 


a” Pr [7 2 7 
petetataro> (3) ”i 


1 
证 明 ”不妨 设 “ > 4 <, 则 让- > - 工 _ > -二 ， ,由 切 贝 雪夫 不 等 式 得 
a OD 


i C 十 Q QQ 十 PP 
(& 十 8 十 cy)" = 了 1 


bc rc 十 ac 十 D 一 3 
又 因为 n 宇 1, 由 和 帮 平均 不 等 式 有 a 十 十 c” 实 


> 5 


半 冰 证 间 亚 手 配 涟 吉本 入 洒 O 


i y 4 
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1 1 C1141)? 32 
和 不 和 Aratarb wi aa ro) 2 © 


人 CC ] LS 37 2 2 ] 
> -一 一 ~ 一- 一 -一 2 FE , 
ui a bp” 3 3 22 (3) 


注 ”DQ 也 可 由 平均 值 不 等 式 证 出 : 


1 1 ] 1 
pre ratarb NOI a a rs) 


之 


四 3 3 
(8 十 c)(c 十 ca) 十 D) 2 
3 


(2) 本 题 不 等 式 可 推广 为 : 设 mn ,zy 为 正 实数 (k 宇 2),a 之 1,s 一方 Cai 十 
U2 十 … 十 ax)， 则 

0 

7X2 十 Tas 十 十 蔗 ， 六 十 7Z3 十 … 十 元 Tz 十 Zz 十 十 Xl 全 人 大 k 


] OOD, 求证 :一 一 一 0 1 
rp 7 a 二 cd “Toe 4 -He 二 ce 一 3° 


1 1 
证 明 不 炉 设 4 过 6 之 (之 d， ' 则 二 Td aftctd> ir rd aibre 
于 是 由 切 贝 雪夫 不 等 式 、 短 平均 不 等 式 、 权 方 和 不 等 式 及 平均 值 不 等 式 可 得 
Ls pp 3 a 
和 下 zz 下 5 一 5 


F679 Q& 十 2 十 c 
(44d) + -1 上 


bie -二 atciada' aroraT ) 


> 了 & 十 2 十 (c 
>> 寺 .上 .+tltltD)? 
1"Patotetd) tie cra tatcta tatota ratote 


at b+tctd) > 7 [2 vV (at+o (p+a) | 


2 )e-2 cl 


一 二 (十 OO 十 dd) 一 二 Co 十 友 十 cd 十 da) = 二 了 


例 30 〈 镶 牙 利 数 学 奥林匹克 题 ) 设 0 二 固有 委 ai 和 妥 0G 一 1,2, 7) ,Do 
是 Cl ya "sd, 的 任意 排列 ,求证 : nt ~ ht 2 本 广 


证 明 ”由 平均 值 不 等 式 得 下 十 严 十 … 十 多 下 pe 


为 证 右边 不 等 式 , 不 妨 设 al 过 < 一 出 拓 库 了 个 地基 得 


和 
i 
和 


a a a Ui Uo a 
二 十 闻 十 下 十 产生 二 十 一 十 十 


DO bp, 0， Un rl 1 
2 


3 ss 了 41 时 ， 1_ /zy Pp | 十 2， 
注意 到 当 ~ EL ' 广 ] 时 并 二 二 4 / 廊 g p 
人 


二 二 + 二 


2 去 (已 十 宛 2) 十 (一人 十 十 二 人 全 十 


wk 


< 2k +k(V2— 3) 一 ?十 [7 2 V2). 


绿 


4 宇和 1) 人 
pb Tp 十 Ty < CT 十 二 7 十 TC tT 
2 
<2k— Dik—D(VE -V2) 十 1 
q p 
nl//p_ /gy 
T 2 ( gq 2) Ll 
2 
一 nn Pp_ /4 
"十 [ZJ(w/ V 二 


合 以 上 两 种 情形 知 要 证 不 等 式 成 立 ， 


例 31 访 a 十 as 十 十 一 5. 


] 1 S$ 7 


戎 ai > V2 二 5G 一 12，7, 则 (十 二 )(es 十 二) 十 二 ) < (六 十 二) 
1 1 


行 QU< ai< ww 2 十 V5(i -一 1,2,… ,7) , 则 反问 不 等 号 成 立 . 

证 明 . Delnke 十 十 ) 填 InCey 十 十 ) 寺 十 In(as 二 十) 之 nln( 卫 十 吾 ). 
ul (2 Cn n S 

令 f(z) = In(x 十 二 ) = n(x 十 DD 一 lnz, 则 


2 1 y 2(z 十 1) 一 27z。2z 1 x 一 4r—] 
f (zx) 一 zx? 十 1 -xz'f (7) 一 (x 十 1 1 


解 方程 x 一 4x? 一 1 二 0, 得 x = 二 一 V2 十 V5 ,Xx 二 V2 十 zxE (V2 十 V5 ,十 co) 
时 , 产 (X) 二 0, f(x) 为 上 凸 函数 ,由 雁 生 不 等 式 得 


太守 ) = fn) + f(a) + 二 fan)]) 


OO 
1 奥 
1 林 
匹 
元 
| 妆 
学 
中 
的 
真 
题 
分 
析 
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即 jn( 二 十 王 ) 社工 [ln 十 二) 十 inke 十 二 ) 十 十 na 十 二 ) 
nn S nn Ul U2 a 


由 此 可 知 不 等 式 @ 成立. 当 工 EE (0,V2 十 V5) 时 ,了 f(x) 盖 0,FGz) 为 下 西国 数 , 故 这 
时 Q@ 的 反问 不 等 号 成 立 . 

3. 求 最 大 值 与 最 小 值 

求 最 大 值 (或 最 小 值 ) 分 两 步 进行 . 第 一 步 证 明 所 求 表达 式 的 值 不 大 于 或 (不 小 于 ) 
一 个 正常 数 M, 第 二 步 证 明 M 的 值 可 以 取 到 ,于 是 M 就 是 所 求 的 最 大 值 (或 最 小 值 ). 
因此 ,前 面 介 绍 的 证 明 不 等 式 的 各 种 方法 都 能 用 来 求 最 大 值 (或 最 小 值 ). 

例 32 (2000 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 说 S, = 二 1 十 2 二 3 十 十 n(nE Ny), 求 f(n) 一 


SO, 
S, z n(n 1) 


"nt TT. 
解 ” 因为 SS, = ,所 以 = (0 十 32)S t+32)0+ Dai2) 一 


; 当 n = 二 8 时 等 号 成 立 . 所 以 当 nn = 一 8 时 , f(n) 有 最 


n+ 人 十 33 4 /， 和 十 34 -区 


1 
大 值 二 
例 34 设 n 为 下 整数 ,a,b 为 正 实数 ,日 满足 a 十 b= 二 2， 则 一 六 十 二 的 最 小 
但 征 
” 解 ” 因 为 4 这 0, 所 以 wb 过 (45) = ab 去 Ls _ 
十 必 十 灵 十 1 由 
] 十 az” Tb 1' 妆 4 一 0 一 1 时 等 写成 立 . P+ Ti 的 最 小 值 是 1. 
例 34 (1993 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 实数 x+,y 满足 4z 一 5zy + 4y’ 一 5, 坟 SS 一 
T 7, 则 本 一 十 可- 本 


解法 一 。 因 已 知 条 件 是 二 次 齐 次 等 式 ,可 采用 判别 式 法 求 S 的 最 值 . 事实 上 ,因为 
zy 一 (5 一 D7? 十 y= 5, 故 民 ,六 是 方程 六 一 Sz 十 ( 生 S 一 1)? = 0 的 两 个 实 根 ， 


所 以 ,有 和 一 时 一 4( 斌 S 一 2 一 一 5? 十 六 <2S_ 4 之 0， 解 得 13 过 S 壹 忆 . Gr=y 


[IDS wo /3 v- 所 SS-10 FS 10 _ J0 
] ] 8 
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解法 二 由 已 知 条 件 有 zy = 去 S 一 1 所 以 


0 所 (27 十 2y) 一 4z 十 8xzy 十 4 光一 5 十 13xy 一 5 十 13( 坪 S 一 1 一 XS— 
8， 

0 (2xz 一 27)2 一 4 一 8rzy 十 42 一 5 一 3zy 一 5 一 3(S 一 D) 一 8 一 人 >S， 

解 得 1 过 S 二 二, 下 同 解法 一 . 

例 35 (1999 年 上 海 市 高 中 竞赛 题 ) 设 a,b,c,d 是 四 个 不 同 的 实数 ,使 得 外 十 二 十 
cd a ,b,c d 
d a C d a b 

解 ” 设 x 二,y 二 之, 由 条 件 ac 二 如, 得 和 = 之 二 二 ,和 二 上 二 二 .问题 化 

d a rx a b y 


和 人 
rr y 7 XYy y 
因为 S 一 (x 十 地)(y 十 方 ), 并 且 当 1 之 0 时 + 十 广 之 2, 当 1 过 0 时 1 十 地 之 一 2 


又 由 十 这 十 > 十 方 二 4 知 与 y 不同 号 (否则 z 二 y 一 1) ,不 妨 设 z>0,y 过 0, 于 
是 
y 十 二 去 一 2,z 十 二 一 4 一 (? 十 二 ) 之 6 
y Zz y 


所 以 S = (x 十 广 Jy 十 二) 过 一 12, 当 yy 一 一 1,x 二 3 十 2V3 时 等 号 成 立 ,特别 当 a 一 


2 十 2Y2,6 二 1,c = 二 一 1,d 二 一 3 一 2V2 时 等 号 成 立 , 所 以 所 求 最 大 值 为 一 12. 
例 36 (1992 年 上 海 市 高 中 竞赛 题 ) 设 nn 为 给 定 的 卓然 数 ,n 宇 3, 对 nn 个 给 定 的 实 
数 aa ma 记 14 一 | 1 委 1 天 7 委 7) 的 最 小 值 为 xm, 求 在 ai 十 十 … 十 ai 一 
1 的 条 件 下 ,m 的 最 大 值 . 
分 析 ”我 们 从 一 3 的 特殊 情形 人 手 , 不 妨 设 ai 过 az 过 43; 则 as 一 ai 宇 mas 一 
ay 宇 72,03 一 dl 宇 2m, 于 是 
6m = 二 2 十 二 十 2) 过 (a 一 a)? 十 (a 一 a3 十 (a 一 as) 
-一 2(ai 二 -a2 十 a5) 一 (aida? 十 Q243 十 did3) 
te 二 a3) 过 3. 


故 过 二 万 | ,等 号 成 立 当 且 仅 当 as 一 aa 一 az 一 al 凡 ai 十 as as 二 0, 结合 已 知 条 件 


学 冰 离间 垩 下 性 轿 进 同 涉 姜 C 


妾 冰 渭 凋 登 攻心 水 进 避 水 阔 O 


好 十 好 十 本 二 工 知 等 号 成 立 , 当 且 仅 当 w 一 一 启 'a = 0,4; 一 亡 ' 故 m 的 最 小 值 为 


Sr- 


以 上 推理 ,我 们 不 难 将 其 推广 到 个 实数 的 情形 . 
解 不 妨 设 a 委 w 三 … 三 a,; 于 是 ,对 任意 1 二 i jn 有 Qj 一 4ai = (aj 一 
Ci 1 ) 十 (dj — a; 2) 十 … 十 (Qini 一 Qi) -之 12 十 ?2 十 … -十 ?2 一 (7 — 1)7, 故 


m” >》 (jC 一 2)° 三 > [ai 一 中 


ES li js 


一 一 (n—1) a2 Hit) 
i 二 1 EIEN 
=n2 eo (a) 
ij 一 一: 
< 1. (D 
且 由 @@ 有 >， GD = nde (2 
1 


— 1 。 n(n 十 1) (2n 十 1) 一 [于 二 


2 一 一 - 
| 一 人 DD or (n° 一 1)， 
12 
路 mj)’ 
等 号 成 立 当 且 仪 当 U2 Ul ~ U3 U2 一"""~ -11901 十 az 十 … 十 av 一 0 , 绪 合 di 十 
恒 十 … 十 2 一 1 可 惟一 确定 a1,a4,…,ao. 故 所 求 六 的 最 大 值 为 /一 


【 解 题 思维 策略 分 析 】 
例 | 37 (第 20 知 IM() 是 ) 已 和 Hl 9C2 9""" Un 是 两 两 不 相等 的 正 整 数 ,求证 :对 任何 
正 整数 ”， 不 等 式 这 z > 二 成 立 . 


分 析 ”本题 不 等 式 中 左边 含有 a4, 右边 仅 售 有 上 上 ,at 汪 k 的 关系 只 有 a, > > 


k=!1 


和 <» 二 两 种 . 因此 问题 的 关键 在 于 归结 为 应 用 上 述 两 个 不 等 式 . 这 可 以 采用 
多 种 不 同 的 途径 


证 明 一 〈 应 用 排序 不 等 式 ) 假设 a1,as，…,a, 按照 数值 从 小 到 大 的 排列 为 51 过 


EN 


~ 工 


之 到 之 … 由 排序 不 等 式 得 


有志，… 和 所 0, 于 是 以 之 k(k 一 ] ,2 ,1)， 又 证 


A a n bs Rk 1 
2 芒 宇 和 六 宇和 2 /如 一 和 充 


证 了 朋 二 (应 用 权 方 和 不 等 式 ) 由 权 方 和 不 等 式 得 


> 万 ， 


-1 二 1 Hl wl = 

人 一 1 4 一 1 了 > 了 y、 去 k=1 

证 阴 三 ”( 应 用 Abel 变换 ) 设 A, 二 十 十 a ,，B, 一 1 十 2 十 … 十 上， 则 A 之 刀 ， 
由 Abel 变换 有 


"al 上 
全 + 名 号 4 


1 1 1 pp_NA_ NI 
> 二 + 吕 证 一 太 D7 一 冲 直 = 闪 上 


大 一 ] 


证 明 四 应用 Cauchy 不 等 式 ) 由 Cauchy 不 等 式 得 


nn ] 、2 nn ] 2 ny n 
= 淮 ' 去 | < 加 < 


半 冰 谋 亲 下 括 柜 当 直 可 江 姜 O 


例 34 (1982 年 西 德 数 学 奥林匹克 题 ) 非 负 实数 Hl 9 人 2 9""" 9 0 满足 > ,aa ~ 一 ] , 求 
大 一 ] 


0 
Ta tat Ta | 1Ha Tai. Ta TT TIFTa fa, Fe Ta, 的 最 
小 值 . 
解法 一 由 已 知 条 件 知 原 题 可 化 为 在 条 件 2)as = 1 下 求 S 二 2) = 一 的 最 小 
太一】 一 1 wk 
值 . 
< | .一 帮 
不 妨 设 al 委 a2 私 和 和, 则 天 二 生生 二 挟 硅 5 一 ga ' 由 切 贝 雪夫 及 权 方 
， D1y 
和 不 等 式 得 S 之 一 Ca 2 = 一 > 一 (EE ) 
k=1 k=1 类 kl 上 SD\(2— a) 


站 站 商 烛 和 还 玫 旺 演进 司 过 汝 0 


当 目 仅 当 w 一 as 一 … 二 ww 一 二 时 等 号 成 立 , 故 所 求 S 的 最 小 值 为 55 
解法 二 。 由 权 方 和 不 等 式 ,有 
nn CU nH 9 加 再 12 加 
S= 2 生生 = 2 (3A 1)= 2 2 一 一 人 六 


kl 已 一 人 kl 
1 2 
(CD 2n no . 
2 27 一 1 277 一 
> (2 一 必 ) 
kl 
下 同 解法 一 . 


解法 三 ”由 Cauchy 不 等 式 , 有 
2 | n 姑 
:NU /1 万 一 -一 l = on | 
3 = (> Da . 2 a ) < >, uj) (2n D 2 sa 


+i 
-1] 


| 
l 7 \ - CA 2 277 
9 -一 一 一 之 
即 之， 民 一 QQ > 2n—1 记忆 2 2 一 a 2 (5a ) 2n— 1 
pn 
2n—1 
下 同 解法 一 . 


例 39 (2001 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 x 之 0Gi 二 12 县 之 好 十 
1 二 1 


2 于 /大 rm 一 1, 求 2x 的 最 大 值 与 最 小 什 


分析 。 本 题 中 的 困难 在 于 已 知 条 件 中 有 根 号 ,为 了 去 掉 根 号 ,自然 作 代 换 x 一 
Vky ,并 且 由 恒等式 如 十 2 zer 一 (和 局 ) 可知》 > 的 最 小 值 是 比较 容易 
es 二 ”人 | 和 

解 ”因为 1 之 二 j 达 7n 时 zizj 疡 zorj, 所 以 


1 n Ef 
2 — k 
Da) Pat Das DD Er 
i 一 1 ;1 ;一 1 Li YJ 


] 夺 kk]7 才 
即 >) zx > 1, 等 号 成 立 当 且 仅 当 zi ,zs sz 中 有 一 个 为 1, 其余 均 为 0, 所 以 2x; 的 
最 小 值 为 1 
其 次 , 作 代 换 zx; = VEy4, 则 已 知 条 件 化 为 Dl hy? 十 2 3 jyiy) 二 1 
k=1] 1 Sk jn 


委 赛 经 曲 
EV 


通过 ?一 2,n = 3 等 特殊 情形 的 计算 知 上 式 可 配方 为 
Cy 十 y2 十 十 y47 十 Cy 十 十 十 x) 十 十 yi 十 yx) 十 yx 二 1. 


为 了 使 表达 大 式 人 简洁 , 目 然 令 ai = Pye 一 or 一 yl 十 wan = yn, Bh 
Y= dd = dO 43 Yn = dC— J (其 中 w+l 一 0), 则 问题 转化 为 在 条 件 
Da = 二 1 下 ， 求 Dz 一 一 Dy, = 一 > ia 一 os) 的 最 大 值 . 事实 上 ,由 Cauchy 不 
等 式 ,得 

> > 一 > ic —an) 一 > ia, — Dy Via 一 Dia — > /i 1a 


= DVD SID VT Da) 
人 ;二 1 ;一 1 


= >i wz 一 1)， 


等 号 成 立 当 且 仅 当 
a 
(V1 一 V0)2 WW2 一 VT1) (An— vn—1)? 

, Da 


dr 一] _ ] 
MD Sy > Wi— vi) 
1== 1] i=—1 
Xe = Vkys = Vk(as 一 ae) 一 2k YR+ 1 Vk LD) YA 十 上 一 vA 一 1)0 


故 3 的 最 大 值 为 > Wi— Vi—1)?. 

例 40 实数 a， ,ce 和正 数 和 ， 使 得 f(x) 二 让 十 az? 十 {十 c 有 三 个 实 根 xz) ,x yz3， 
月 满足 (1)xs 一 zi = 二 4,(2)x; 全 二 十 zz) ,求生 二 2 一 94b 的 最 大 值 . 

解法 一 我 们 首先 如 通 首 处 理 三 次 函数 所 做 的 那样 ,将 f(z) 化 为 不 含 x? 项 的 形 
式 , 为 此 作 代 换 x = > 一 ,得 

FO) 一 /f(y— 4) = (y 一 外 十 a(y 一 上 十 b(y 一 所 ) 十 c 


= 一 ( 仁 - 外 > 十 闲 (2o +27c ~ 9ab). 


芝 冰 尘 凋 全 攻心 油 司 入 尖 O 


孚 冰 认 汪 下 开心 注 二 四 和 流 净 0 
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上 述 关于 y 的 多 项 式 F(y) 也 有 三 个 实 根 ,oo 一半 十 和 (一 1,2,3), 并 且 由 韦 


达 定 理 有 yi 十 yz 十 yy 二 05 yiysy = 一 方 (2ai + 27c — 9ab). 
由 题 设 条 件 (1) ,(2) ,可 知 
ya — YI = (Xx 十 于 ) 一 (zi 十 己 ) 一 TX — XI 二 A 0, 
ys = 二 十 旬 之 了 (ri 十 z) 十 所 一 也 [Cz 十 所 ) 十 (zz 十 所 )] = 方 (yr 十 ya) 


3 
2 ， 


二 一 一 


V1 十 yz -二 ys3 一 0， 


2 一 Vi 一 人 A， 
一 一 于 (2 十， 
4 日 
™ ] 
Yy2 = 3 (ys — 1). 


3 0 , 3 3 
于 是 有 经 十 24 一 一 一 D1 ) 汪 . 


令 z 一 党 ， 则 由 ya 之 0,4 0, 知 z 二 0, 问题 化 归 为 求 三 次 函数 


8g(2) 一 (zz 十 1])(z 一 1)z 一 妇 一 zx(z > 0) 
的 最 小 值 . : : 


ee 


严格 单调 递减 , 当 > > 二 时 g(z) 严格 单调 递增 , 故 g(z) 在 (0, 十 co) 内 的 点 = 一 工 处 


V3 / : V3 
1 1 ] 2 V3 2 2a3 十 27c 一 9ap 
取 了 最 小 值 g( 到 ) = (一 一 一 = 一 和 3， 冰 侍 一 一 一 前 
& -万 万” 一 万 9 从 而 求 得 EE 的 最 大 值 为 

ff\/ 2Y3、_ 3v3 
(— rk 7 ) 一 7 

解法 二 由 韦 达 定理 ,有 

4 = (Xl 二 Xo 二 X33) ,0 = Tixs 二 Tixs TT XoTs sc —— Xl X23. 


令 a 一 7 一 zi， 则 a = 一 (a 十 A 十 3X1) ,6 二 Za 十 4 十 2z) 十 (a 二 xX)Q+xri) ,ec 一 


一 II。，(a 十 Z)(CA 十 二 1)， 记 S 一 2 十 47c 一 96b， 册 
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MgS 一 一 2(ae 十 人 十 327 和 一 277(a 十 X1)(A 十 1) 十 9(a 十 入 十 3X1)| Xi(la 十 
A 十 2z1) 十 (a 十 Xi) (x 十 1)] : 
一 一 2[ (a 十 4)” 十 9(a 二 A) xi 27Ca4A)7 二 27z3] 一 27foAxi 十 (a 十 A)zx? 十 
好 ] 十 9[awm(ae 十 人 十 3mzi 十 2(ae 十 4)2zi 十 9(Ca 二 4A)Xi 十 9xij 
一 一 2(g 十 4 十 9 (a 十 A) = 一 (a 十 A)[2(a 十 A)? 一 9o ] 
aA)(2a A (a 2X), 


Or a Fe 
人 0 | Xi 十 Xz Za 一 ZI A "1 日 
令 z 一 十 ,因为 全 0 一 一 人 全 人 一 |] 一 -一 7 > 0, 故 问题 


2 
转化 为 求 冰 数 
S 一 一 f(z) 一 一 (z 十 1)(2z 一 1)(z 一 2) 二 一 2z 十 3z? 十 3z 一 2(z > 0) 的 最 大 值 . 


由 f(z) 一 一 6z2 十 6z 十 3 一 一 6(z? 十 z 一 广 ) 一 0(z 全 0) 得 > — LY3 ;并 有 是 当 
0 


单调 递增 而 在 (0, 十 oo) 严格 单调 递减 ,所 以 S = f(z) 在 z 一 + 二 避 处 取 最 大 值 ,最 大 
1+v3,、 _ /1+v3 .1+v Lv ,3V3 
值 为 {( 一 ~) = 一 (一 十 1)(2 5 1 (一 5 2) = 一 


即 29 十 人 9 一 89 的 最 大 值 等 于 3 


注 ”在 解法 二 中 如 果 不 用 导数 ,我 们 可 以 这 样 求 出 S = f(z) = 一 (z 十 1)(2z 一 
1)。(z 一 2) 的 最 大 值 . 


因 a> 方 *0,z 一 上 之 省. 如 果 z 壹 2, 那么 S 达 0 不 可 能 取 最 大 值 . 当 z 沁 2 时 


S= vy(z1) (2 ez) (2z—1) 
一 VV (2 十 zz)(2 二 zz )(4z 一 4z 十 1) 
(4 二 2z—2z)(4 二 2z— 2z:)(4z: 一 4z 十 ]) 


1(4 十 2z 一 2x) 十 (4 十 2 一 2x) 十 (4x — 4z-- 1) 
3 


3y3 
ut 


| 


沪 宁 应 痊 轰 世 由 涟 没 回 深交 O 


漂 冰 离 凋 否 玫 性 泛 江 加 水 姜 C 


当 且 仅 当 4 十 2z 一 2 好 二 42 一 4 二 lz 之 2) 即 > 一 LHS 时 等 号 成 立 , 所 以 S 在 


一 上 七 3 处 取 最 大 值 333、 
例 41] (第 12 届 CMCO 题 ) 设 实数 TC] 392 9" 91997 满足 下 列 条 件 : 


(1)— Lr V3 1,2,.…,1997); 
V3 


(2) XI ri en 十 X1997 -一 318 V3， 试 求 Xt 二 .XT2 十 机 十 lgo7 的 最 大 值 . 
分 析 ”我 们 考虑 用 调整 法 求 > zj 的 最 大 值 . 由 于 各 变量 之 和 为 常数 ,我 们 应 当 


1997 


尽量 将 各 变量 的 值 往 区 间 [ 一 去,V3] 两 端点 调整 才 可 能 使 > zj 的 值 增 大 ， 


前 1 万 站 
解 对 任意 一 - <<< | < x; < 3, 今 ;二 一 sh 一 一 min ‘nm, 一 (一己 ) 
3 ~ ss 


1 } > Oi， 并 设 z. — pi — hx; — i 十 五;， 则 | i 1 保持 不 恋 ， 而 
rr mh) ?+ (m+h ) = 一 2 YYCY mi “hh 随 着 hh; 的 增 大 而 增 大 ， 


t=0 
故 取 h; 一 一 Min tn; 一 一 (一 号) ,M3— m,) , 用 元 ， — i; —h;i,x -一 nn, 十 由; 代替 -可 ji 


1997 1997 1997 1997 
其 余 z 二 人 关 刀 让 ) 则 2x 一 > 一 一 318V3, 而 > za 之 了》 xt. 
1 一 1 i=1 一] 


可 见 当 Dy 取 最 大 值 时 ,至 多 只 有 一 个 <; 的 值 属于 (一 局.3) , 其余 恋 元 均 取 
值 一 点 或 VS. 设 此 时 有 个 变 元 取 值 - 上 ,个 变 元 取 值 /5,wwe = 0 或 1) 个 变 元 取 


值 : € -大 3) 于 是 


一 大 4 1 V3v 二 tw 一 318v5， OQ) 
Tw 二 1997,， : 2 


由 人 名 十 V3 XX 外 得 4v 十 (1 十 V31)w = 1043， 


可 见 1 二 V34 是 整数 ,又 因为 一 启 一 (<V3,0 一 1 二 V3 < 一 4, 故 0 一 (1 上 VS 一 4 


所 以 和 (1 十 V30w 是 1043 除 4 的 商 和 余数 ,而 1043 二 4 Xx 260 十 3, 所 以 wv 二 260， 


1997 
w 二 1,t 二 之 ,代入 加 得 u = 1736, 故 》\zz 的 最 大 值 为 (一 二 )2 X1736 十 CV3)2 X 
V3 全 /3 ] 
9 12 
260 十 ( 生 ) 一 189548， 
V3 
例 42 (第 18 届 CMO 题 ) 设 a,b,c,q 是 正 实数 满足 ab 十 cd 二 1 点 P(Xi,yi)(i 一 | 
1,2,3,4) 是 在 以 原点 为 圆心 的 单位 圆周 上 的 四 个 点 .证 明 
。 a* 二 Cc -aq 
(ay1 十 byz 十 Cys 十 dy4) 十 Caza 十 brs 十 crx2 十 dz1)” 革 2( 古 - 十 一 可 


分 析 ”从 不 等 式 结构 自然 想到 要 用 Cauchy 不 等 式 , 并 注意 凑 配 系数 时 要 出 
现 ab 十 co = 1. 
证 明 ”由 Cauchy 不 等 式 得 


b 7 2 
tortort dy = /5 + a) 


尖 冰 商 亲 要 二 帐 渤 吉 由 入 辣 


Vab /a 
z , , 
< (te) | 
一 Cay 二 bys) + (ys 十 cy 


< ay +o) + ari — bra) 1+ [Leys +t dys)? + (ers — dri)’] 


2 2 ， 2 2 
一 和 二 人 十 2( 2 — Tixs) 十 2(y3y4 一 Ts4)。 由 
2 
同 理 (az 十 bes + ces drt)? < 42m yy) + nn yg), 
@ 

中 十 @ 即 得 要 证 不 等 式 . 

例 43 (2004 年 西部 数学 竞赛 题 ) 求证 :对 任意 正 实数 a,b,c 都 有 

1 一 a 上 十 b 十 C -一 3V3 


2 
证 明 邻 工 二 ,yy 一 pz 一 也 ' 则 ,yz E R ,zyz 二 1, 于 是 只 需 证 明 


妾 冰 证 凋 伙 兵权 渤 淋 同 入 沽 O 


十 十 > + > 
Vli+zr Vit+y vl+z Vi+z 1+1 vitz VI 十 2Vz 十 xz 
.十 


] 
A’: = ry(A > 0), 则 A? = 二 过 全 1, 并 设 4 二 一 一 一 一 一 一 , 则 
1 ] 1 1 


Ou 1 
Vlt+zty+zxzy VI+2vV 训 +z Vi+2A+A: 1+A 
当 目 仅 当 z = y = A 时 w = 二 .于 是 


入 


l 十 - ] ) = 
CT Vly [十 Y liy Viszvity 


2 十 并 十 y 2 
AFDITy V1 十 Xx Vi 十 y 


lxy | 2 
DG 和 
一 1 十 (一 A)z -+ 2u. 


令 f(w) 一 (1 一 42)z2 十 2x 十 1 因 A* 之 1, 故 f(y) 奉 在 (0, 了 到 ] 上 上 严格 单调 增加 ,所 


1 、 4 ] 大 一 


1 ] 1 2 1 2 A 
于 是 + + 一 过 + -天 二 一 十 
ViTz ViTy Vi Vi 并 VTA! /ai 
pe 
又 由 宕 平均 不 等 式 有 , /全 全 元 合十, 即 V 王 二 Ti> 
1] 1 1 2 V5A 
所 以 + + < + 人 入 
Vi++x Vit+y vl++z Vi+A 1 十 4 
2 7 
一 2 一 _Y< 
A 
] V2)] 3V2 _ 32 
一 一 V7 —Y4 SY < 2Y< 
| A 2| 1 2 入 -2 


【模拟 实战 四 ) 


> 


A 


Ch 


= ] 


OO 


CO 


和 A 组 


. 《2000 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 全 集 是 实数 集 , 夺 A 二 {7 | Vr 一 2 太 07,B== 7 | 


10* 司 二 10"), 则 ANnB 是 (  ). | 
A. {2} B. {— 1) C.{x|x<2} DD.8 


.已 知 A 二 {rix 一 4 二 +3 二 0,XTER},B= 二 {zt|12 “十 a 之 0 有 昌 x 一 2(4 十 7)x 十 5 声 0， 


zx € R) ,车 A 过 B, 则 实数 a 的 取 值 范围 是 


. (2003 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 不 等 式 |x|: 一 2x? 一 4 |x | 十 3 二 0 的 解 集 是 . 
. (2001 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 已 知 6 支 玫瑰 与 3 支 康乃馨 的 价格 之 和 大 于 24 元 ,而 4 支 


玫瑰 与 5 文康 乃 右 的 价格 之 和 小 于 22 元 ,; 则 2 文 玫 瑰 和 3 支 康 力 避 的 价格 比较 结果 


是 ( ). 
A. 2 支 玫瑰 价格 高 B. 3 支 康 乃 世 价格 高 
C. 价格 相同 D. 不 确定 


. 《1998 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 命题 p; 关 于 工 的 不 等 式 aiXx 十 XX 十 0 之 0 与 azXx? 十 
227 十 cs >0 的 解 集 相同 . 


命题 Q: 一 = 一 全, 则 命题 Q( ). 


A. 是 命 是， 的 充分 必要 条 件 
B. 是 命题 p 的 充分 但 不 是 必要 条 件 
C. 是 命题 p 的 必要 但 不 是 充分 条 件 
D. 既 不 是 命题 p 的 充分 条 件 又 不 是 命题 的 必要 条 件 


(1992 年 全 国 高 中 联 守 题 ) 求证 :16 一 》) 二 17. 


0 


< < v 19. 


_ ， 
. (1984 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 ,xs，…,z, 均 为 正 数 ,求证 :五 十 亚 十 … 十 于 > 


3 


地 1] 十 zz 十 机 十 工 ,. 


, (1988 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 已 知 a,b 为 正 实数 ,一 十 二 二 1, 试 证 :对 每 一 个 n€ N,， 


79 


洁 沪 伽 灯 全 匡 笨 溢 遇 回 渤 汪 0O 


壮 字 簿 凋 导 上 卫 很 涪 沁 加 入 六 0O 


(a+6)"— a —0 > 2 -~ 2 
10. (全 俄 第 15 届 数 学 奥林匹克 题 ) 证 明 ; 对 任意 xX,y,z E (0,1)， 不 等 式 四 二 
y(1 一 z) 十 zxz(1 一 Zr) < 1 成 立 . 


B 组 


1. (1998 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 a;,b; EE [1,2](i 二 1,2,…,n) 且 了 a? 一 > 外 ,求证 ， 
zi 一 i=] 
HH 3 nn 
》) 竺 过 站 > 导 , 并 问 :等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 什么 ? 
一] 1=:1] | 
2. 《1991 年 国 系 理 和 试验 班 招生 题 ) 设 a 碌 az 忒 … 世 ar 世 as 是 8 个 给 定 的 实数 ,日 
= 二 2 一 Ep 试 证 as 一 ai 和 过 4 wy — / 


1 
-FT 


3. 《1992 年 日 本 数学 奥林匹克 题 )ii 


4. (第 12 届 CMO 题 ) 非 负 数列 wa ,42，… 满足 a 过 a 十 amymsn E N4 ,求证 :对 任 


意 n 宇 m, 均 有 a， 和 zol 十 (六 一 jc 
b C 


十 一 二 一 十 一 一 之 1 
Va +8ap vb+8e vet8a 
0. (1994 年 中 国 国 家 集训 队 选 拔 考 试题 ) 己 知 57 个 实数 ;ys; yti ywiyv; 之 1(1 之 i 过 nn)， 


志 天 iS -一 i ;1 = 1 ,UL = jv 一 2 v 求证 : 


CS tM 十 1 RSTUV 二 1、， 
> riSst Uy, 1 之 (RSTOV TI) 


7.〈 第 40 届 IMO 题 ) 设 n 是 一 个 固定 的 整数 ,n 汪 2. 
(D 确定 最 小 常数 ,使 不 等 式 了 zizj( 好 十 如 ) 之 c( 已 x)' 对 所 有 非 负 实数 


li 
ZlyZz2y Zn 都 成 并 . 


(2) 对 于 这 个 第 数 c, 确 定 等 号 成 立 的 充 要 条 件 . 


5. (第 42 届 IMO 题 ) 设 a,b,c 为 正 实数 ,证 明 


【基础 知识 】 


1. 等 差 数 列 
(1) 定义 :ah 一 0 = d(d 为 常数 ). 
(2) 通 项 公式 ;a, 二 ai 十 (1n 一 1)4d. 


(3) 前 项 的 和 的 公式 :S, 二 “全 十 各 和 1 td. 


湾 汶 风 煤 下 世 站 溢 江 回 入 晤 0 


(4) 性 质 :(a) 若 a,5,c 成 等 差 数 列 , 则 65 一 “ 7 “反之 亦 成 立 . 


(ba,,aw 是 公差 为 d 的 等 差 数列 中 任意 两 项 , 则 ww == a 十 (11 一 md. 
(c) 对 任意 正 整 数 1 7 玉生 7 十 7 一 k 十 2 则 Gm 十 Ge 一 (以 十 Qa， 
2. 等 比 数列 


(1) 定义 :于 一 g(g 关 0 为 常数 ). 


(2) 通 项 公式 :a， 一 aig” . 
nail(g -一 ] ) ， 

BIT 7 JJ AN AT 。 — i 
(3) 前 ?项 的 和 的 公式 :9， [as Jo 六 1 
(4 性 质 : (a) 若 wp,c 成 等 比 数 列 , 则 = ac 取 0, 反 之 亦 成 立 . 

(b) 大 wyaw 是 公 比 为 q 的 等 比 数列 中 任意 两 项 , 则 a 一 awq””. 

(e) 设 m,n,k,l 为 正 整 数 , 生 x 十 nn = 二 有 十 人 则 ana == axa. 
例 1 (1997 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 等 差 数 列 的 首 项 和 公差 均 为 非 负 整 数 , 项 数 不 


小 于 3 且 各 项 的 和 为 9 , 则 这 样 的 数列 共有 (  ). 


A.2 个 B. 3 个 C.4 个 D.5 个 
解 ” 选 C. 理 由 : 设 等 差 数 列 的 自 项 为 a, 公 差 为 d, 由 已 知 有 


na 十 地 mn 一 1)Q& 一 97, 即 ?2a 十 42 一 1Q@ 一 2X97- 


又 因为 n 宇 3, 故 nn 只 可 能 是 97,2 x 97,972 ,2 X 97:. 又 因为 ea 之 0,&d 兰 0, 所 以 


IE 


半 沁 次 并 导 五 性 潍 济 同 洗 湛 O 


2 X97 = 2na n(nm1)d 守 n(n— 1)d. 

若 4 半 0, 则 由 4 为 整数 得 d 宇 1, 基 2x97? 宇 n(n 一 1), 这 时 nn 只 可 能 为 97. 于 是 
只 有 下 列 两 种 可 能 ; / / 

(1)n = 97,d = 1,a = 49; 

(2)n = 97,d = 2,a = 1. 

条 d= 二 0, 则 na = 97?, 这 时 也 只 有 下 列 两 种 可 能 : 

(3)n = 97,d = O00 一 97; 

(4)n 一 97 = 0,a = 1. 

故 符合 条 件 的 等 差 数 列 共 4 个. 

例 2 (1999 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 给 定 公 比 g(q 关 1) 的 等 比 数列 (a,}, 设 嫉 二 ai 十 
042 十 yp = dt as Tae Ob 一 Qnr 十 Ca 十 Con 则 数列 (2, } 是 ( ). 


A. 等 差 数 列 B. 公 比 为 g 的 等 比 数列 

C. 公 比 为 g 的 等 比 数列 D. 既 非 等 差 数 列 又 非 等 比 数列 
3 1 十 Cae+2 十 Ga3 3 9 (aan? 十 Ca 十 Cao) 3 

解 选 C 理由: 因 2 Ta Ta, | 2 十 Zo 二 二 


例 3 sos 年 全 国 衣 了 台大 为 实 玫 的 等 此 加 1 a ) ,前 nn 项 的 和 为 S,, 若 
9i 二 10,Sao 一 70, 则 Syo 等 于 ( ) 

A. 150 B. — 200 C. 150 或 200 D. 400 或 一 50 

解 选 A. 理 由 : 设 岂 一 So,p 一 92 一 Soyp = 二 Sy 一 Sy ,04 一 Sy 一 Sa ,并 记 
tas) 的 公 比 为 g; 则 妇 ,by ,653,b4 是 以 7 = 二 g" 为 公 比 的 等 比 数列 . 于 是 

10 二 Sw 一 0 十 站 十 0 一 有 (1 十 rr 十 产 ) 一 10(1 了 7 十 产 》 
所 以 1 十 7 十 天 一 7 于 十 r 一 6 一 0, 解 得 = 2( 因 +r 二 gq">0， 所 以 r = 一 3 应 会 去 )， 
故 So 一 10(1 十 2 十 22 十 23) 二 150. 

3. 递 推 数列 

(1) 定义 :满足 关系 ar 三 加 ol 十 (bb， 9 为 遂 数 ， II 天 0 EN) 的 数列 {a,} 叫 
做 二 阶 常 系数 齐 次 递 推 数列 ,方程 ”= pr 十 4 称 为 这 个 递 推 数 列 的 特征 方程 ， 特征 广 
程 的 根 称 为 递 推 数 列 的 特征 根 . 

(2) 通 项 公式 ， 

(a) 若 特 征 方程 r* = pr 十 g 有 两 个 不 相等 的 根 记 ,rz;, 则 a = ci 地 十 cz 吉 , 其 中 党 


数 cl ,cz 由 初始 值 a 二 a,as 一 0 通过 解 下 列 方程 组 惟一 确定 : 


C17 1 十 Cz72 一 Q， 
1 十 cz? 一 0. 
(b) 各 特征 方程 于 一 pr 十 gq 有 两 个 相等 的 根 ) 一 2 ,内 | Wn 一 C7 十 cz? 其 中 党 


i: a 


专 题 研 究 系 列 


数 ci ,cs 由 初始 值 a = a,as 二 5 通过 解 下 列 方程 组 惟一 确定 : 
cl1rl 十 Cozl 二 a， 

1 十 ce。2。 玫 一 0 

例 4 (1997 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 已 知 数列 (zj 满足 zen 二 ZX 一 Xi(n 之 2)， 
Xt 一 4972 二 b, 记 SS; 二 zi 十 ZZ 十 十 x; 则 下 列 结 论 正确 的 是 ( ” ). / 

A. Xi% 一 一 91o = 20—a B, zio0 一 一 Do9iog = 206—4a 

C. Zioe 一 一 Doioo 一 上 一 性 D. zioo 一 一 Qyolioo —= bo—a 

解 ” 选 A. 理 由 :经 计算 知 数 列 {z)} 的 前 几 项 是 

00 一 4 一 0 一 DO 一 Da 一 0 一 一 DQ 一 Do 

由 此 看 出 Xn 一 Xn (事实 上 ,zh 一 2r Tl 一 (Tri 一 Tor2) Xrl 一 Zr 2 故 
oat6 一 一 Torts 一 Ta) 即 (zf 是 周期 为 6 的 数列 ,所 以 

Xi00 = Xe X16+4= 7x, 一 一 ww， 


又 Gk 十 Teri2 十 6kH3 十 工 6kH4 十 TXepts 十 Tbktl6 一 TI 十 Zo 十 Ts 十 Ti 十 Z5 十 zz 一 4 十 0 十 


(一 0) 十 (一 4) 十 (一 0 十 (aa 一 0) 一 0, 所 以 
Sl00 一 ixlteH 一 94 一 a 十 5 十 (一 四) 十 (一 oa) — 20 一 和 


注 本题 的 关键 是 观察 数列 的 前 面 几 项 ,发 现 它 是 一 个 周期 为 6 的 周期 数列 . 这 | 


种 从 特殊 情形 人 手 进行 观察 ,归纳 出 一 般 结论 是 解 题 的 一 种 重要 思想 方法 . 
例 9 《1993 年 全 国 高 全 ] 中 联赛 题 ) 设 正 整数 列 CO Ul sd2»""*" 满足 aa 一 一] 且 


Aarne aa 一 Va lisana 一 20 (0 一 2,3,…), 求 该 六 数 列 的 通 项 公式 . 
解 ”因为 原 递 推 关 系 两 边 除 以 Va,_1a,s 可 得 


[2 /4 (7 > 2). 
tn_]l Hn—2 


今 b, 二 


是 以 六 1= 一 .2 为 首 项 , = 一 2 为 公 比 的 等 比 数列 ， 所 以 
bi 二 l=2.2™ 一 27)0 一 2 一 ]， 


即 -所 一 下 一 (2 一 1)2, 所 以 


Url 


,二 Un 各 Cn | | 二 * Qn 一 ( 27 — |] )* (2 — ])*...(2! — 1)“. 
0 


、 | oS 


例 6 〈《 中 等 数学 》2003 年 3 期 数学 奥林匹克 训练 题 ) 已 知 zo 一]1 阅 一 3,z 二 


6z 一 Xi (nn EN), 求 证 :数列 {x,}(n 人 1) 中 无 完全 平方 数 . 


证 明 特征 方程 ”= 6r 一 1 的 根 为 ri,: 二 3 十 2V2,- 故 x, 一 cl(3 十 2V2)” 十 


半 冰 离 凋 村 下 性 注 泪 同和 江 关 C 


ca(3 一 2V2" 由 zx 二 1,xi 一 3, 得 


OO 
奥 
林 
匹 
殉 
数 
学 时 
中 
的 
真 
题 
分 
术 


cl + co -一 ] ， 
| = 3， 
解 得 Cl] 一 C2 一 ,所 以 Ln 一 3[(3 二 2V2)" 十 (3 一 2V2)"]. 
令 y, 一 2 廊 LG3 十 2V2)" 一 (3 一 2V2)"], 则 y* EN,H zi—2y:=1. 
因此 ,要 证 Zi (7 > 1 ) 非 平 方 数 , 只 需 证 明 方 程 六 一 2y 一 上 (1) 
无 正 整 数 解 (z,y) ,其 中 过 之 3. 
由 方程 中 知 工 为 奇数 , 故 8 | CX’ 一 1]), 所 以 y 为 偶数 . 不 妨 设 y 一 2 (yi 和 NA )， 
则 
A :开元 - 一 21 ©) 
(= (于 1 '1)= 1, 故 由 加 得 
工 十 1 一 25- 工 十 1 一 3 
2 2 z : 
2 或 2 (sst EE Na 日 s,t 互 泰 )， 
i 2p 
2 2 
右 为 前 者 ,z? 一 49 一 1 三 3Cmod4)， 矛盾 ! 
耕 为 后 者 ,x? 一 1 = 412,(x 十 21D) (x 一 21) 二 1， 于 是 
区 十 2t 一 1]， 
[2 ] ， 
解 得 x 二 1 且 : = 0, 矛 盾 . 故 x,(nE€N,) 不 是 完全 平方 数 . 
【基本 问题 与 求解 方法 】 
1. 求 数列 的 通 项 与 各 项 的 和 
(1) 换 元 方法 


例 1 (1986 年 联邦 德国 数学 奥林匹克 题 ) 已 知 Ul 一 ] ,a -一 二 (1 + da 十 


Vii 十 24a, )(n 守 1), 求 a， 
解 了 使 递 推 关系 不 含 根 号 ,我 们 自然 令 b, 一 一 V1+244,, 即 6 一 让 ( 朋 一 1)， 


代 人 原 递 推 关系 得 元 1 (bn 一 = [1 十 4X 序 ( 一 1) 十 忆 ], 即 (2 =— ( 十 3)， 


HH HEHHHINEELIHEHIHUHENEGEOHRED 
和 


因 b, 法 0, 故 有 26 = 二 5 十 3; 即 4 二 二 Db 十 之. 令 工 -一 广 z 十 写 ( 即 x 一 3) ,两 式 


相 减 得 bn 一 了 一 二 ( 久 一 站 , 即 b 一 3 一 半 ( 包 一 3). 可 见 名 一 3 是 首 项 为 六 一 3 一 


Vi 十 34a1 一 3 = 5 一 3 = 2, 公 比 为 > 的 等 比 数列 ,所 以 
bp, —3 =2.(F)"1,b, = 2 二 3 
于 是 w = 去 ( 如 一 1) 
一 六 [025 十 3 一 本 一 23 2D/(3 .2 ) EN). 


例 2 已 类 ai = 1,a, = Sa 十 n 一 15(n 这 2), 求 a,， 


解 ”引信 待 定常 数 a,b,c 使 
二 ban? 十 可 十 0 二 二 (ar 十 [aln 一 1)* 十 bn 一 1) 十 中), 整 理 后 ,有 


_2 1 rd 112 1 和 
4a， 一 3 dr 十 人 3 0)n 十 《 3 0 0)n+ a b 3C dn 一 3 Qn 十 


z 3 
n? 一 15 比较 系数 得 


一 aa 一 1， 
Q 二 一 3， 
4 1 
一 15 
2 2，1 CY 
34 50 本 5 一 15,， 


故 a 一 3n? 十 12n 二 15 二 san _ 30 一 1 二 120 1) 4+151. 


可 见 久 一 ww 一 3 凤 十 120 十 15 是 以 生 一 wm 一 3 十 12 十 15 = 25 为 首 项 , 公 比 为 二 的 等 


比 数列 ,所 以 二 25。( 也) ,由 此 可 得 
a, = 25 (3) 十 371 一 122 一 15. 


例 3 (1990 年 全 国 高 中 联赛 题 )72(2 之 4) 个 正 数 排 成 n 行 n 列 
L11C12CI3CI "UI 


U21 29 23 人 24 "U2n 


洒 阔 离间 于 生性 洗 油 后 江 奖 O 


学 丫 离 音 东 笑星 亚 赴 个 洒 痢 o 


U31 W3233 93d" "Uan 


HA HA2 AI3 人 44 "Udn 


nl Un2 Un3 dnd ”Cm 
其 中 每 一 行 的 数 成 等 差 数 列 , 每 列 的 数 成 等 比 数列 ,并 且 所 有 公 比 相等 .已 知 az = 1， 
l 3 % [生生 
(42 8 043 二 36) 求 aa 十 azz 十 十 am. 
解 ” 设 第 一 行 等 差 数 列 的 公差 为 d, 每 列 等 比 数列 的 公 比 为 gq, 则 第 行 等 差 数列 
的 公差 为 do, 故 
4d24 一 140 一 (all 二 3d)g -一 |]， 
U42 一 ai2g" 一 《all 二 dg 一 言 ， 


C43 一 Ci3 9 — (ay 2d)09 一 1 


联 立 解 得 au = 二 4 = d 一 二 , 故 
Rl 
ou = aug™! = [an + (k— 1djg = [ 言 十 作 一 D 亦 ]( 寺 | _ 大 


所 9, = al 十 az 十 … 十 am 一 广 十 真 十 训 十 …… 十 受 , 刚 


27 
四 2 3 /1 3 nn 
S, = 2S， S 一 (1 十 了 十 芝 十 ta ) ( 豆 十 这 十 tz ) 
1 了 工 
1 ,1 | 2” 也 
一 十 方 十 好 十 十 oi On 1 2" 
2 
UpD 1 nn 
一 2 2m 1] 2 
(2) 特征 根 法 
2 
例 4 已 知 w = oa = la = n> 3) ,3 a,. 
全 一 2 


解法 一 我 们 只 要 能 找 出 常数 p,q 使 a; = 如 :十 vs ,那么 就 可 用 特征 根 法 求 
下 a, 的 表达 式 . 由 aj — 2 一 | ,a 一 到 十? 3,0, 一 至 士 2 ~ 11 得 


pigq=3, ,, {PP = 4, 


Ba, = 4a，: 一 aa (ma 之 3). 下 面 用 归纳 法 证 明 这 一 结论 . : 
因为 Ul 一 4» 一 1 ,as = 一 一 3， 所 以 3 一 4a, — 1. 设 a, 一 一 一 4a, } — a »(k 宇 3) ,那么 


因 特 征 方程 一 4r 一 1 的 根 为 r,s 一 2 士 V3, 故 ww = c1(2 十 V3)" 十 cs(2 一 V8)"， 
补充 定义 ae 满足 az = 4a 一 ao, 即 a = a 一 4s == 3, 由 ao = 3,a) 三 1 得 
C1 C2 一 3， 
fo ea 一 ]， 
_ 一 5 十 3V3 5 十 3V3 
解 出 C1 2 /3 C2 一 2 /3 ,从 而 
一 本 [( 一 5 二 3V8)(2+V3)" 十 (65 十 3V8)(2_V3)] 


解法 二 原 谴 推 关系 可 化 为 CrCd 2 一 Qn 十 2. 
上 式 中 nn 用 nn 十 1 代替 得 QntiGQn1 二 a4 十 2. 
两 式 相 减 得 CH LI 一 CrQr2 一 as 一 Co ? 


OO 
a2 arldari—arzs)+2 QAQGA 2 — 2 其 
CAE 一 人 人 一 全 人 人 一 一 44 一 一 一 王 
CA | CA-] CA 1 过 
， 
= 和) 人] 一 oo 数 
Ck—l U2 / 学 
这 研 证 明了 对 一 切 n 宇 3, 有 中 
C 一 4a,_ -人 >。 人 
题 
分 
析 


即 十 CQ 1 _ Cn Un 十 GQ 2 
(tr 一 ] | 
仿 b 一 te > 3), 则 妨 二 bi 二 … 一 要 一 于 二 生 一 4 
2 
所 以 ”各 二 2 一 4, 即 4, = 4o 1 一 a 2; 下 同 解 法 一 
?一 | 


注 ”顺便 指出 ,利用 @ 不 难 用 数学 归纳 法 证 明 对 一 切 ”ce IN ,a; 为 奇数 . 
例 5 已 知 x = 1 ,Xn = 二 (5z + V9T TF 16),s Xn. 
解 ” 原 递 推 关系 移 项 后 两 边 平方 整理 得 


27X441 一 5zot 十 2z2 一 2 一 0 qd) 
上 式 中 十 1 用 nn 一 1 代替 后 得 
2T4 1 — 5x, 1, 十 27X+ 一 2 一 0. (2 


由 由 及 办 知 To 是 下 列 一 二 次 方程 2x 一 (52 )z 十 《2 一 2) 一 0 的 两 个 根 ， 


故 由 万达 定理 得 zn 十 zi 一 a 2)， 


闲 冰 亢 凋 要 旭 性 水 直人 站 入 浅 O 


外 宅 经 曲 


Wy 专 题 研究 系 列 


且 训 一 1,xs 一 二 (5x1 十 VS 下 16) 一 学. 因 @ 的 特征 方程 六 一 7 十 1 一 0 的 两 


个 根 为 和 1 二 2,) 一 志 , 所 以 zn = Cl» 2 cl) 


2c 十 方 cs 一 」， 
由 x 二 1,xs 一 了 ,得 
< 4c 二 二 cs 一， 
4 2 


解 出 C1 一 ,cs = 一 亏 , 所 以 9 Tn (2 —27")., 


注 ”从 例 4. 例 5 可 以 看 出 ,有 时 用 待定 系数 法 (结合 数学 归纳 法 ) . 代 换 方法 或 利 
用 韦 达 定 理 等 方法 ,将 一 个 较 复杂 的 递 推 关系 化 为 一 个 二 次 常 系数 齐 次 递 推 关系 ,从 


而 可 利用 特征 根 法 求 出 其 通 项 公式 . 


(3) 不 动 反方 法 

右 f(xo) 二 zo， 则 称 xo 为 图 数 f(x) 的 不 动 点 . 对 于 递 推 数列 ao 二 aa = 
aa 之 2), 有 时 利用 .Frz) 的 不 动 点 ,可 将 递 推 关 系 w = f(a, 1) 化 简 , 从 而 达到 
求 出 通 项 a, 的 目的 . 

例 6 求 下 列 递 推 数列 的 通 项 . 


(Da 一 六 on = tn 1); 


(2)a] = 一 Dy QH -一 一 (n> 1)., 


解 (1)as 二 f(a,) = 2 rt 其 中 f(z) 一 ES. 解 方 程 f(x) = x, 即 


守 十 =z,2x? 一 57 一 3 二 0 知 f(x) 有 两 个 不 动 点 zx! 一 一 方 ,zs 一 3, 于 是 


| 


(li) + (1 _ tz 中 
全 2 2a, — 4 2 2a,—4 
3 一 Lt3 (3) @® 


A 2a,— 4 2a, — 4 


因为 w 关 3( 否 则 由 @ 可 推出 w = 3 关 广 ,矛盾 ), 故 由 四 二 @ 得 


1 
"2 _ 2,) a 十 方 
dnil 一 也 9 | 


Hntl 一 了 


十 也 + 2 2 
一 3 ; 则 yy 是 以 y1 一 dT3 ss 为 站 项 ， 一 为 公 比 的 等 比 数列 ,于 


1 GQ 十 
Ry 


得。 32 
解 得 an 一 3 十 C1) 2 


(2)a, = fla,) 一 一 工 一 人 5， 解 方程 f(x) = zr, 即 一 一 Xx， 
Xx 一 4z 十 4 一 0 驹 请 () 人 Xo 一 和 


ar 一 4 一 Qn 十 2 
0 “一 cn 一 地 
因 a; 关 2 否则 由 四 可 推出 as 二 2 了 关 5 矛 厦 ), 所 以 
l 一 二 
2 ad 一 2 0 一 2 
1 上 4 4 一 37 
4 ”3 6x—11 
由 此 解 得 ”4 二 二 5 十 2 二 一 


注 ”一 般 可 证 明 下 列 结 论 ( 证 明 留 给 读者 目 己 完成 )， 


定理 。 对 于 分 式 线性 递 推 数列 a = a,awn = f(a,) = 3 Cd 天 0 和 一 dz 


0) ,其 中 f(x) = 多 二 ,上 县 fa) £a. 


(i) 车 /(zx) 有 两 个 不 相等 的 不 动 点 4,B, 则 一 6 是 以 二 态 为 首 项 ,二 53 为 公 
比 的 等 比 数列 . 

(0) 车 (x) 4 只 有 惟一 不 动 点 a, 则 一 一 是 以 一 一 2 为 首 项 ， 为 公差 的 等 差 数 
列 ， 

例 7 已 知 z 一 1,zo 二 V2X 二 67 十 3 之 1), 求 运 ,. 


解 ”{x,) 的 递 推 关 系 可 化 为 zi 二 2x4 十 6xzi 十 3. 
今 y 二 二 , 则 yi 二 1,y, 二 2 十 6y, 十 3 = 二 f(z,), 其 中 f(x) = 2x 十 6x 十 3， 


六 池 亡 粕 耳 上 忧 涟 沁 潜 效 OO 


人 
奥 
林 
E 
克 
数 
学 
中 
的 
真 
是 
分 
析 


解 方程 f(x) = xz, 即 2zx? 十 5z 十 3 二 0, 得 f(x) 的 两 个 不 动态 人 一 一 六 'B 一 一 1. 


g 3 
一 由 = 2 二 6y 十 吝 一 2[y 一 (一 祥 J 


于 是 十 立 = 2(y 十) 一 2 。 [oo 一 21 (yn 十 和 学 ) 
D2 (> 二 02 一 1 (2) : 一 序 .52 ， 
且 由 数学 归纳 法 易 证 z 之 0, 所 以 
rx, = VY = 六 (5 — 3). 
注 ”一般 可 以 证 明 :如 果 e 一 一 也 恰 是 f(z) 一 ar’ 十 如 十 c(a 关 0) 的 一 个 不 动 


点 ,那么 递 推 关系 za 二 az 十 Bx; 十 Cc 可 化 为 Xi 一 4 = a(z, 一 a)“. 
(4) 数学 归纳 法 
例 8 (第 18 届 IMO 题 ) 数列 u 定 义 如 下 ， 


9 2 
”Wo 一 2 ,Ul -一 9 ?Untl 一 Wn (WU) — 2)— ui,n -一 ,23，… 


求证 :对 任意 正 整数 >, 有 [ww] = 232 一 ”> ,这 里 Lz] 表示 不 超过 xz 的 最 大 整数 


证 明 ”直接 计算 得 ww 一 2 = 2 十 27,u 一 -2 — 21 4 2-1,w = > 一 21 二 271， 


_ 了 忆 一 了 1 _ 05 一 
一 上 一 上 十 2 es 十 2 
tn 一 2 十 2 其 中 Kn 一 Te (一 ] )”)， (1) 


由 a 一世 二 (a 一 上 (a 站 二 a5 十 十 qb 十 0), 知 xX, 二 2 十 2 (一 1) 十 … 十 
2(— 1)™* 十 (一 1)™ 为 正 整 数 , 且 之 0 一 0 ,Xi 一 ] , 胡 1 一 和 ] 时 ,( 是 成 立 的 . 假设 
1 一 & 一 1] 和 上 时 ,G 是 成 立 的 ,那么 


zt 二 Wi (U2 — 2) — Wi 一 (2 -| 2 2 )| (21 十 2 一 -1 )* —2 | 一 六 


一 2 民 AH2 -1 -| PA 二 234-23%-1 十 2 一 (cxk-2zt1 ) -一 > 


| 


而 zx 十 2ze 1 二 (2 一 (一 D 和 十 二 (2 一 (一 1 和 ) 一 本 (2 一 (一 1 条 ) 一 Tt 


必 一 2r = 二 (2 一 (— 1)*) 一 所 (2 一 一] 外) = (一 DD), 所 以 


一 1 人 


2 二 2 十 2 十 2C09 十 2D 一 > 2 十 2 ， 
即 n 二 上 十 1 时 中 成 立 , 这 就 证 明了 对 一 切 n € NG 成立. 又 必 为 正 整数 ,0 < 2 


三 1, 所 以 [wj = 2* = 32"—(—1)"). 


例 9 已 知 正 整数 c， 设 数列 zzz，… 满足 zl =cHer, — Tn + 


+ 1(n 二 2,3,…) ,其 中 [zx] 表示 不 大 于 x 的 最 大 整数 . 求 {x,} 的 通 
项 公式 | 


解 tn 的 弟 推 关系 可 化 为 x 一 1 一 zx 一 1 十 [一 一 | 令 二 XZ, 一 1, 则 


n 
Yi = ly = yt Cn = 2,3.0°°), / Q) 


国人 
“wm 


由 此 表 我 们 猜想 下 列 算式 成 立 : 
0 (c= 二 3k 十 1 时 ) 
于 (c 二 3k 十 2 时 ) (na ) (0) 


2 — ],2,3,.. 
2 ]c=3T3 时 ) 


当 n = 二 1 时 ,由 上 述 知 @ 成 立 .假设 n= mm 时 ,@ 成 立 , 那 么 当 n = 二 mn 十 1 时 ， 
若 c 王 3& 十 1, 则 由 人 @ 有 


yn 一 志 (n 十 2)(n 十 1)k 十 


7 十 了 
_ 方 (由 十 2)(mm 十 ] 关 十 (十 2) — 二 Cm 十 3)(m 十 2)k， 


在 < 一 3& 十 2, 则 由 人 GD 有 


2 
Vi -一 ym 二 [Lm 


2 (1 


万 下 (mm 二 2) (m+ DE-m) | 


- m+ 2) (m+ Dk mir 


亲 冰 治 凋 下 开 性 秋 直 后 尝 尊 O 


芝 冰 古 凋 杰 下 臣 注 着 区 闪 王 C 


二 可 (十 ZCm 十 1 十 吉 十 Cm 十 2 十] 


(m 二 3)Cm 二 2)k 十 (mm 十 1)， 
车 c 二 3k 十 3， 9 (DD 有 
ymtl 一 Ym 十 [> oo] 
Toni oont Det Lt ] 二 [2 (二 Cn 十 2(m 二 DA 二 [加 二 全 J)| 


一 二 Gm 十 2)Cm 十 Dk 十 [加 志 2- ] 十 Gm 十 2 十 [一 2 和 [人 二 2 了 


一 和 Gm 十 3)m 二 2) 十 [加 二 22-] 二 [一生 ?root ]]. 
并 且 当 m 二 2i 为 偶数 时 ,有 


(Ht Fi (t 十 1)2 十 | 


2 :1 2 
一 (十 1) 十 | 十 1 十 放下 TI | 一 十 了 十 (十 1) 

2 2 
-GTTDGA2) 二 二 = 多 十 1 _ [人 ] 


当 m = 二 21 十 1 为 奇数 时 ,有 


4 和 [并 村 生 = +20+D+[FHiCT2C4+D]-~ 


2 
CH+2)0TD+CGCTT2) = 2 | 


故 总 有 yn 一 冯 Cn 十 3)(n 十 2 二 [人 | 这 就 证 明了 当 ?2 王 到 十 1 时 ,成立 ， 


于 是 名 得 证 ,由 此 可 得 数列 (x) 的 通 项 公式 为 
Xn 二 Yn 十 1 
0 (c= 二 3k 十 1 时 ) 
Cc 二 3k 十 2 时) 人 


er 
hom 


(nT+2)(n+ Dk++1+” 


1 
4 | tc 一 织 十 3 时 ) 


ni 二 1] ,2,.3,.. 


注 (1) 通 项 公式 中 | 当 记 | 也 可 写成 为 去] 去 
(2) 通过 计算 前 面 若干 项 ,进行 归纳 猜 出 通 项 ( 求 和 ) 公式 的 结构 ,再 用 归纳 法 进行 
证 明 ,这 是 一 种 常用 的 解 题 方 法 . 
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例 10 (加 拿 大 第 8 届 数 学 奥 林 匹 元 题 ) 设 cn 一 ] ,a 二 一 2， Hn Da 一 


专 题 研 究 系 列 


， ) 人 
nn Do a in = 1,2,…. 求 储 十 全 十 + 十 2 奥 
1 Uo 林 
解 依 题 目 和 条件 ,有 Un 一 ] ,ai 一 一 2 ， 区 
qi 7 一 和 加 ， 
oil 一 1w re 1,2,.…). (1) 
依次 算出 这 个 数列 前 面 若 和 干 项 ， 中 
lll.. a 
2 21 6 3 24 4! 是 
于 是 ,我 们 猜想 a, = (n>2). 事实 上 ,as* 二 六 设 2 雪 ARE 之 2) 时 ,一 本 ,那么 由 和 
GD 有 
, nl ll 《7 一 红 ) ] 《一 1 一 (人 2 一) 1 
a 7 二] nl n(n 1) nC 1)1 (no 1)1! (nT 1)1 


这 就 证 明了 对 一 切实 2,a, 一 二 ,于 是 


2 十 多 十 至 二 十 央 一 广 十 4 十 3 十 4 十 5 十 6 十 必 十 51 一 1327 广 ， 


(5 ) 利用 下 列 公 式 
公式 [ Un -一 Gm 十 >, (ax 一 QI 之 m). 


kntl 


公式 上 当 a 关 0 轩 ,a, 二 - 


Wy-1 Cr—2? Cm 


例 11 (2002 一 2003 年 芬兰 高 中 数学 竞赛 题 ) 设 数列 {zx,} 满足 zx 一 二 上 且 zan = 


Uy Ci Cl 
和 一 


十 一 二 十 … 十 二 一 二 1 的 值 在 哪 两 个 相 邻 整数 之 间 ? 
解 ”由 递 推 关 系 用 归纳 法 易 证 0< me < Tea 一 12,… 且 由 mn 一 交 十 艳 可 


» 1 
£， — iyc99""” 由 I | 
i y 灰 ] ,2 则 一 ] 


得 

1 1 1 

+] Xk x 二 1 

2002 2002 

NT 1 1 1 1 
从 而 之 ， 二 天 十 1 2 (a ny .1] 2003 

,|  _&2 10 1 1 
再 由 阅 一 去 ,7a 一 三 ,73 一 生 十 本 = 之 lzo00 之 Xs 之 1, 其 2<< 一 一 < 一 3， 

3 3 1 洲 2003 

所 以 ”一 的 值 在 2 与 3 之 间 . 


Xl 十 1 元 二 二 


法 阔 闹 并 否 皇 虫 注 只 同 洪 王 C 


1 
| 12 (1976 年 柄 基 煞 学 奥林匹克 题 ) 设 一 1 nr 
例 年 南斯拉夫 数学 奥 受 a 人 
1,2,3,… 求 》 au 
R-= 1] 
解 ”因为 a Dyn—nvntl 一 Vntl_ (ntDyn-nvntl 
”二 1)n—ni(n1) n(n 二 1) / 
1 1 z 


ie _1 1 _9 

eh > = 和 2 i) 一方 V1i00 10 
例 13 (2000 年 全 国 高 考题 ) 设 ia,) 是 首 项 为 1 的 正 项 数列 , 年 (n 十 1)asn 一 

na? 十 ca 二 07 二 1,2,3,…), 则 它 的 通 项 4, = 二。 


解 填 一 理由 :已 知 的 递 推 关 系 可 化 为 [oa 十 Dawn 一 ww](asa 十 a,) = 0, 但 


ai 十 o 这 0, 所 以 (nn 十 1)as 二 na , 即 一 2%__ ,于 是 


2 一 29 之 1. 求 {a 的 通 项 公式 / 
解 当主 2 时 ,由 @i 十 @z 十 十 二 Wa 十 @z 十 十 Ql 二 (nn 一 1)?a,， 
两 式 相 减 得 w 二 ?a 一 人 一 1) ao 


Cm-l 2 二 
已 一 Un dl 2 nl no2,n3 .44.1 1 
”dn Qo Ql) ! 二 1 7 n—l1 3 2 72 十 1) 
(6) 母 图 数 方法 


给 定 无 穷 数列 Uo dl rd2 9 ”9Ch yy 形式 上 构造 究 级 数 

f(7) 一 如 十 四 并 十 ce 和 十 和 十 Co 二 一 - > az ， 
则 称 f(x) 为 数列 {a} 的 母 函数 

母 函 数 为 求 数列 {a,} 的 通 项 提供 了 一 种 方法 , 即 从 数列 {a, } 的 递 推 关系 出 发 构造 出 
它 的 母 函数 f(x) ,然后 把 f(z) 展开 成 寡 级 数 ,其 中 vx' 的 系数 便 是 欲求 的 a,. 在 应 用 母 函 
数 方法 时 ,我 们 要 用 到 下 列 公 式 ， 


公式 【无穷 递 缩 等 比 数列 求 和 公式 ) 


| o 

= = Deltrter 十 下 十 让 十 "(| | 过 1). 

= Ee 

公式 下 (1 一 2 一 一 2 mk 

一 | 二 Cr 十 Cx 十 … “二 Ot (|x | 二 1). 学 

公式 下 可 由 公式 工 两 边 连续 求 有 一 1 阶 导数 后 除 以 (一 1) 而 各 长 

例 15 求 韭 波 那 奇数 列 oo = 二 la 一 la 一 an 十 on 宇 1) 的 通 项 公式 . - 

解 ” 设 7) 一 wo 十 aXx 十 azT 十 十 QawzT 十 … 分 

则 — Tf (xX) 一 一 Qo — x 一 一 CD 一 桥 
Rf) 一 oa 好 一 arr 一 


以 上 三 式 相 加 并 利用 Hn? Wti ~ Wn 一 V0 ,ao 一 1 一 1 得 
(1 一 并 一 习 )FGz) = 1, 

1 

l—zxz—x (ar)(l—R) 


其 中 一 省 避 ,8 一 上 3 中 ,于 是 


BE f(x) = 


1 a 1 二 
Faz) = 二 1 (ee 一 8> Br") 


和 一 总 


a>) (om BH) , 


Pe 


tl rmt] 
Wo a (2 ) -3 ) 


例 16 已 知 au 一 一 la 一]1a 二 2ari 十 34n 2 十 3 之 2), 求 a,. 

解 ” 设 (7X) 二 a 十 qa 二 az 十 十 4xx” 十 
则 一 2xf(7) 一 一 2007z 一 2 人 C24 

一 3z f(7) =— 3407 -一 一 30 2 

-= 二 一 1 3 

以 上 四 式 相 如 ,并 利用 已 知 条 件 得 
_ 台 时 
] — 3z 


_ fz-l _ A B | CcC. 
fT TD IHit It 3 


(1—27x— 3x)f(7)C— 一 一 2， 


0) 
与 Br (x ] 
外 0 一 hm zx/ (7) = lim [年 - A ab， 
殉 m1 -一 - 4 | 
子 

rr、 7 4l. 3 
f(7) 一 16(1 tz) 16(1— 3x) TSSE 
真 
题 2 Sb .人 中 23 十 一 2 3 DC, AT 
分 n=-() 天 = 日 
析 S) (4n— 3)。 。 31+! —(— 1)”。7 。7 

加 下- 人 16 所 
故 4 二 [C4n— 3 — (—1)”"。7|]. 


2. 证 明 数列 通 项 的 性 质 

(1) 建立 整除 递 推 关系 或 同 余 递 推 关系 

5a 一 34 (ay 为 可 数 ). 
Unt] ~ Un CarsQan 为 偶数 ). 
直接 计算 可 得 下 表 , 其 中 尺 , 为 a, 除 以 3 的 余数 . 


例 1 7 己 知 ai 一 | ,a» = Dy C42 一 


EDIEIEIEIEIEOETEE3 
22 
从 上 表 中 可 得 出 下 列 绪论 


(J) 十 4 三 00nod3) 2)c 三 amod3); 03)a 1 三 10nod3),a， = 2(mod3). 
我 们 首先 用 数学 归纳 法 证 明 (1) ,从 而 推出 (2) 和 (3). 

1 一 1 时 ,ww 十 az 二 1 十 2 二 3 二 0(mod3), 结 论 成 立 . 

设 Qk 十 AH 尘 0(mod3). 寿 在 FT Uk * Up] 为 个 数 ， 则 

Cl 十 da 一 CR 十 (5 一 3a) 一 302ao ~— di) = 0(mod3). 

右 w%。weH 为 奇数 , 则 由 归纳 假设 有 

CH 十 CH2 一 CALL 十 (ceil — Qk4) 一 Sap 一 《2770 十 Qi) 三 OCmod3) 9 

总 有 afH Urt2 = OCmod3) ;这 束 证 明 (1) 成 立 . 从 而 as42 研一 HL 三 Qa; (mod3) ,有 即 
(tan《mod3)) 是 周期 为 2 的 周期 数列 , 故 

do EA cad 2(mod3), 


而 0 圭 0Cmod3), 故 对 -一切 n EC N, 有 0a, 关 0. 


有 
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注 ”如 采 将 数列 {a,} 各 项 除 以 4, 我 们 发 现 其 余数 也 是 周期 变化 的 , 即 1,2,3,1,2， 
3,… 并 且 读 者 也 可 用 数学 归纳 法 证 明 这 一 结论 ;as 三 1,as 三 2,4s, 三 3(mod4), 从 而 
得 到 本 题 的 为 一 个 证 明 . 


例 18。” 试 证 对 任何 自然 数 , 和 数 》 2%C 儿 | 不 被 210 整除 ,并 求 使 和 数 > 2*C2h 
被 11 整除 的 一 切 正 整数 . 
” 注 ”本题 根据 第 16 届 IMO 题 第 3 题 改编 , 原 题 只 要 求证 明 3\2*C3t! 不 被 5 整除 


六 池 订 粒 三 二 屿 溢 沁 加 渤 疤 OO 


解 ” 设 x 二 》 2%Ct! 一 D2 WB CR ,y, = > VE) LC , 则 
RO 0 k0 


V8z, 二 y, = W811, 
V8 Yh 二 (V8 一 ] 7) 


解 出 一 了 [QWSTD2n + WB D+] 
2V2 十 1] 2v2 一 1 
一 <y< 士 19 二 4V2n 二 22 一 109 4 ” 
1 万 十 4V2)* 十 1 万 ( V2) 
其 特征 根 为 ms 二 9 土 4V2. 由 z 十 zx2 二 18,Xxixs 二 49 得 (x,)} 的 特征 方程 为 x? 一 


18z 十 49 二 0, 可见 {xz,} 的 递 推 关系 为 
TX, 一 187z， 1 一 49z s(n 之 2)， Q) 


于 是 6 | x,S6 | 7 | TO7 | ri. 又 中 中 用 wm 一 1 代替 后 得 
Xr! —= 18x, » — 497x,s. © 


中 十 3X 句 得 x 二 157 十 5z 2 一 147x,3， z 
可 克 5 | 吉他 5 | 3. 而 zo 二 1,xi 二 11,xz 二 149, 都 不 被 5,6,7 中 任何 一 个 数 整除 , 故 
由 数学 归纳 法 知 , 对 一 切 自然 数 wz 不 被 5,6,7 中 任何 一 个 数 整 除 ,从 而 zx, 不 被 5 x 
6 X7 = 二 = 210 整除 . 

又 四 十 7X 四 得 盖 王 11z 十 77r ;一 343x,,， 
可 见 11 | 全 11 | zs. 而 11 人 zw),11 mm 1 十 必 , 故 由 数学 归纳 法 知 当 且 仪 当 n = 二 
1(mod3) 时 zx, 被 11 整除 ,即使 zx, 被 11 整除 的 一 切 正 整数 为 n = 二 3k 填 1,k 二 0,1,2,. 

例 19 设 a 为 方程 一 3x? 十 1 二 0 的 最 大 正 根 ,证 明 ， a] 被 17 束 除 ,这 里 [o] 表 
示 不 超过 a 的 最 大 整数 . 

证 明 设 f(z)= 一 3T7 十 1 二 0; 则 f( 一 1) = 一 3 二 0,f(0) = 二 1 法 0,f(D) = 
一 1<0,AF2v2) = 16V2 一 23 < 二 0,f/(3) = 1 >0, 故 f(xX)=0 有 三 个 实 根 ac 满足 
一 1<c 一 0,0 一 0 一 1,2v2 一 < 一 3. 
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令 忆 二 @ 十 十 0; 则 w= 二 3yww 二 a 十 6 十 c= 二 3,0ww = 二 4 十 十 0 二 (a 十 6 二 0) 
一 2(wp 十 t 十 a) 一 3 一 2X0 一 9, 且 如 的 特征 根 为 ac, 故 轻 的 特征 方程 为 f(x) = 
万 一 3 嫌 十 1 一 0, 故 

i 一 3 1 一 10 > 3). Q) 
由 w ,ta ,wz 为 整数 ,用 数学 归纳 法 易 证 对 一 切 n € N,w 为 整数 . 

因为 a 十 5 十 c= 二 3,2 二 a 壹 3, 所 议 0 过 5 十 c 过 1, 从 而 nn 宇 2 时 ,0 二 六 十 cc 寺 Ee 
一 9 一 @? 之 9 一 (2V2)? 二 1, 故 妨 = [ae"j 十 1. 

设 忆 除 以 17 的 余数 为 ,由 ww = 3,w 一 3,z 二 9 及 递 推 关系 @ 可 得 下 表 
oT TTT TT TT ol [ell sol Tel 
国 辐 辐 右面 加 四 加 加 而 回回 四 四 而 加 四面 加 加 加 

从 上 表 可 看 出 ws 圭 wo ;2107 = Ui Us Su (mod17). 

设 Mm< nn 时 ,ze 三 un (mod17) ,那么 由 OQ 得 

Un 一 San — U3 三 31 — Ws = Ww (mod17). 
故 对 一 切 n EN,wne 汪 w(modl7), 寺 是 

La2 | 一 zeou 一 1 二 一 1 二 1 一 1] 一 0Cmodl17)， 
所 以 [azo] 被 17 整除 ， 

注 ” 阁 存在 下 整数 k& 和 pp 使 ui 三 a,《modp), 则 称 {a 《modp)} 为 模 周 期 数列 ,k 称 
为 这 个 模 周期 数列 的 周期 . 例 17 和 例 19 表明 ,为 了 研究 数列 的 整除 性 质 , 找 出 其 模 周 其 
数列 往往 是 解决 问题 的 关键 ,但 究竟 以 哪个 整数 为 模 , 则 应 根据 题目 中 的 条 件 , 作 一 些 试 
探 后 才能 确定 . 例 19 还 表明 当 模 确定 后 ,要 找 出 其 周期 ,有 时 还 要 通过 一 系列 具体 计算 才 
能 发 现 . 例 18 还 表明 ,有 时 建立 整除 性 的 递 推 关系 也 能 使 问题 容易 得 到 解决 . 

(2) 有 反 证 法 

例 20 (1989 年 加 拿 大 国家 集训 队 训 练 题 ) 设 {a,) 是 无 穷 正 数 列 ,其 中 aj 可 任意 取 
且 对 于 2 之 1 有 wwH = ar 十 1, 求 证 :存在 ”使 得 w 为 无 理 数 . 


证 朋 厂 U2 -一 Ul ,Bl a — Ul 十 1 一 一 a , 则 U1 一 Lt 为 无 理 数 ,结论 成 立 . 


本 1 , / 
有 41 > lt, a 一 1 0,; 则 5 -一 Ul 十 1] 过 af, 妈 0 < 二 a <<ali. 设 0 一 ceb 


< a ; 则 | ai 一 CH -一 (aehH 十 了 一 (@a4 十 1) 一 QH — Gk < 0, 故 0 ~ QH < ak ;A {a,} 
为 严格 单调 减少 有 下 界 的 数列 . 


如 果 {av} 的 每 一 项 为 有 理 数 , 设 am = 全 (a,b 为 正 整数 ), 那 么 
4 一 生 十 1 一 Ye 十， 


。 rl 


i 
. en, 
oe i A 
人 人 人 人 
站 : 2 
i 1 i 加 oe i i 
ee oi - i 0 , 机 1 "i ” 
i i i 


I bp | 
于 大 atOi 十 4 一 六 为 完全 平方 数 , 且 由 U2 一 2 二 一 一 Ql yp < DO ,一 般 地 , 符 作 一 一 


一 ae 一 各 1 (be1s 妈 为 正 整 数 ), 则 a 一 /全 十 1 二 半 全 各 二 如, 从 而 4B 十 1) 一 大 


为 完全 平方 数 , 且 0 二 bi 一 及. 于 是 由 数学 归纳 法 我 们 得 到 一 个 严格 单调 有 下 界 的 正 整 | 


数列 {6 ) ,这 是 不 可 能 的 , 记 盾 . 从 而 {fc,} 必 有 某 些 项 为 无 理 数 . 
车 a 十 吕 , 则 如 二 a 十 1 之 8, 即 4 之 a 且 @ 一 VW] IT- 一 /: 1 二 +1-~ 


Lt , 同 理 可 证 {a,} 是 严格 单调 递增 有 上 界 1 区 的 数 , 且 同 理 可 用 反 证 法 证 明 


ta } 中 必 有 茶 些 项 为 无 理 数 ， 

例 21 (1988 年 联邦 德国 数学 奥林匹克 题 ) 从 给 定 的 四 个 整数 aoaycaydi 出 发 ， 
对 一 切 7 €E N+ ,定义 ntl 一 | Qn — Or | ,Ort 一 | b; Cn | ,Cal 一 | Cn 一 CQ | Qi 一 
| dn — a | ， 求证 :存在 大 CC N ,使 a = po — c= d;:=0. 

证 明 令 M 二 maxt| as |， 1B cl ld | ),; 则 MM 是非 负 整 数 , 且 由 已 知 
递 推 关系 易 知 Mi 过 M,,n = 1,2,… 由 此 可 知 ,存在 正 整数 ,使 得 

MM: = Me 一 Ah = 由 
记 M 一 A4 .以 下 证 明 M=0. 用 反 证 法 .在 M>0, 则 由 于 当 ? 二 有 & 十 1 时 ,abcoyd 
均 为 非 仙 整数 ,于 是 由 递 推 关 系 中 可 推出 a ,5 ,cs,qd， 中 至 少 有 一 个 为 M, 且 与 此 数 相 
邻 的 两 个 数 中 (假设 a 与 d, 也 相 邻 ) 至 少 有 一 个 为 0. 由 于 每 次 都 出 现 0, 从 而 a ,6,， 
cn， 中 至 少 有 两 个 相 邻 的 数 相等 (其 差 才 可 能 等 于 0). 对 于 ?一 & 十 1, 由 循环 对 称 性 ， 
可 设 Aartl 一 人， 由 以 上 证 明 (ea OH CEH » et ) 只 可 能 有 下 列 六 种 形式 : 

(M,0,0,d),(M,0,c,c), CM,0O,c, MD ,CM,M,c,0)CM,b,6,0), CM,06,0,0), 
其 中 0 牵 b,cyd 之 MM 和 若 (Cawi yb ycHidin) = 二 (M,0,0,d)， 
风 。 Cappz bnz ci2 dei2) 二 《MM,0,d，,M 一 qd). 又 由 于 CM,0,d,M 一 d) 中 有 相 邻 两 数 
取 值 相 同 , 则 4 = 0 或 M = 24. 如 果 4d = 0, 那 么 

(Qpr3 oberss Cera das) = (M,0,M ,0). 
如 果 M = 2d ,那么 & > 0 且 (apy3 ,B03 ;cis da) 二 (Mad,0,a). 
无 论 何 种 情形 ， (Qpt3 Optra CeH » Ger3) 中 没有 相 邻 的 两 项 的 值 相同 , 闻 盾 . 

当 (arni ;basCen dsr) 取 其 他 五 种 形式 时 ,同样 也 导致 矛盾 ,所 以 M = Mi = 0， 
Bja, =b, = cec, = d, = 0. 

(3) 待定 系数 法 和 数学 归纳 法 : 

例 22 设 ai 二 1,4z 一 一 la 一 一 Ql 一 2arz(n 之 3). 证 明 ; 当 nn 宇 2 时 2 一 
7a2 是 一 个 完 全 平方 数 . : 


ee 
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分 析 ”我们 只 需 证 明 2” 2 时 存在 整数 p 宇 0 和 g 使 271 一 742) = (如 十， )2， 
证 明 设 2 一 7a41 二 (pas 十 qari1),pP 之 0,9 为 整数 .由 a = 1,as 一 一 1， 


U3 -一 一 ] ,aa 一 3 代 人 可 得 p Ly0 ]. 故我 们 只 需 证 明 2 7c 1 -一 (2a, 十 Cr ) 


(2 之 2)， 即 ay 十 ac 十 20 = 2™1(n > 2). 

当 7 一 2 时 , 星 十 ci 十 2 好 三 (一 1)2 十 1X( 一 1 十 2 广 12 一 2 -一 22 

设 n 二 上 时 , 妨 十 axar 十 2 一 25, 那么 ,二 十 1 时 ， 

atH 十 ah 十 202 一 (一 由 一 2 十 (一 中 一 20 as 十 2c3 

一 20ak 二 Tarde 十 2a) 一 2 。241 一 20HD 一 1 

故 对 一 切 正 整数 nn 宇 2, 有 十 aari 十 24a2 一 2 一 
A 1 之 2 时 2 一 7a 二 (24, 十 4a,_1)?. 而 由 a 一 1,az 一 一 1 是 整数 及 
0r 二 一 ao 一 2 及 数学 归纳 法 知 对 一 切 n 宇 1,a 为 整数 . 故 当 n 宇 2 时 ,2"1 一 742 
是 “个 完全 平方 数 
例 23 (2001 年 保加利亚 第 50 届 数 学 奥林匹克 题 ) 已 知 数列 {a,} 适合 mw 二 4， 
al =22, HL a, — 6ar 十 as = 0(n > 2). 证 明 : 存 在 两 个 正 整数 列 {x,) 和 {y,) 满足 
+ > 0). 


' 、 六 { 
让 朋 设 y, 一 pa, 二 Gan | (p> 之 0) sy Vn 二 al ,于 是 a， -一 > 7 化 为 nd ss! 


一 一 Cpa, 十 ga, 1) 十 7. 人 箱 元 定义 (一 1 满足 他 ] — 0ao 二 a 一 0, 帆 4 一 2. 用 ac- 一 2 ,Go 
=44 一 22 代入 上 式 可 得 p = 地 ,4 = 元 , 于 是 要 证 等 式 化 为 wa ， 一 


Un 一 一 


(3 一 a ) +7, 即 好 一 6aa 十 oa 1 十 28 一 0 
当 2 一 1 时 ,好 一 6aao 十 id 十 28 一 222 一 6X22X4 二 4 了 28 一 0 
ee 那么 ?一 & 十 1 时 
na 十 ci; 十 28 一 (6ax 一 CD) — 6(06a — Qe 1) Qk 二 at 十 28 
一 Qt_1 一 6a ax 十 ci 十 28 二 0， 
收 对 一 切 n 之 1, 有 a 一 6asawi 十 a2 | 十 28 二 0, 即 


1 1 
, _ (2% 2 a ) yy 十 7 


时 本 
| 1 Yn 


义 co 二 4,a1 二 22 均 为 偶数 ,由 a, 一 6ac 一 a,， 应 用 数学 归纳 法 知 对 一 一 切 n 之 0,a, 
为 偶数 ,从 而 wm 一 F(a Qn ) 友 A Oo Vn 十 Cr 一 一 F(a 十 ai) 均 为 整数 ,这 就 完 
成 了 题目 的 证 明 . 


四 
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注 本 题 也 可 以 这 样 来 证 明 : 由 已 知 条 件 得 an (dn dr2) 一 6aQ。 一 Go Ca 十 
ao) 如 ac 一 ar = Qari 一 Qa; 所 以 

Wdn 一 0 一 Ca 一 0 = "ad0 a = (64—~—ao)ao — ai = 28, 

因为 Hn-2 一 一 a 十 28,0; 十 Qn-2 一 64y-1 ; 故 由 韦 达 定理 逆 定 理 知 Hy 9 C2 是 方程 
2 — Oa,,- 1 之 十 Qs 二 28 二 0 的 丙 个 根 ， 所 以 a — ba 1Qn 十 Go 十 28 一 一 0， 直面 与 前 述 角 
法 相同 . 

一 般 我 们 可 以 证 明 下 列 结论 成 立 : 

定理 。 如 有 果 数 列 (X,) zu 天 0 一 0,1,2) 满足 下 列 三 个 递 推 关系 中 的 一 
那么 它 也 满足 其 余 两 个 递 推 关系 (其 中 p,q 天 0 为 常数 ). 

XH? pr + qrn 一 0， 

Xi 一 2 = Xoxs — Xi), 

Trt 十 pz 十 Cry = (x? 一 Zox2)9 

证 明 Ge@. 若 @ 成 立 , 则 

TriCZri2 十 drn) 二 一 priX 一 TriCz 十 ar) 由 此 可 得 

at 一 oh 一 GOZoHr 一 0) 一 人 一 下 (oz 一 如 ) ,故人 成 立 .反之 若 @ 成 
立 , 则 

2 tn -一 XE 一 人 (xox2 一 xi) -一 q(TniTei 一 X41) 9 由 此 可 得 


妾 冰 渭 凋 苇 玫 臣 滨 赴 划 江 交 O 


OOO 


Ta (Tnt? 十 GZa) = Tari (Ta + QT-1 ). 
故 工人 十 GZ， _ Xl 十 GZrl 一 十 GZzo 记 为 p， 


| tn 1] 
好 res 十 pzxnn 十 qx 一 0, 即 9 成 立 . 

二 @. 假设 名 成 立 , 即 ziz， qx; 二 qr 十 (Toxz 一 好 ). 由 上 述 证 明知 人 也 
成 立 ， 即 Za 十 GZ， 一 一 Prt] ; 故 由 韦 达 定理 首 定 理 知 nto oUtn 是 方程 z” 十 zzz 十 
qrani 二 q(xoxz 一 X71) 二 0 的 两 个 根 , 所 以 gx + px, qriit 二 q(xors 一 对 ) 一 
0, 即 (成立. 

@=>@. 若 @ 成 立 , 即 zi 十 praznni 十 qr? 十 g(xoxs 一 zx) 二 0, 将 n 用 n 十 1 代 
替 得 zx4z 十 ar 十 grin 十 q+ (xoxz 一 好 ) 二 0. 又 @Xg 可 写成 (gr, 十 pl(gr,)。 
Xn 十 qr 十 g(roz 一 Xf) 一 0, 故 zs 及 qr, 是 方程 z? 十 prsnz+griiicgqt!。 
(XoXz 一 :XT1) 一 0, 由 韦 达 定理 得 zs 十 az 二 一 prwii ,有 即 @ 成 立 . 

注 ”上 述 定理 中 条 件 x 关 0, 仅 在 @ 二 Q@ 时 用 到 . 

利用 上 述 定 理 ,立即 可 得 例 22 的 男 一 个 简洁 的 证 明 ; 由 a = 一 a 1 一 24, 4, 得 p 二 


1,9 一 2, 并 且 可 补充 定义 w 一 一 方 (4s 十 a1) 一 0, 于 是 由 @ 得 


dr] 十 QIC， 十 2a5 -一 22"(a1 一 CGO0Qy ) -一 2 
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所 以 ”2 一 7a2 i 二 4a2 十 4aa i 十 ai 二 (2a 十 a1)? 是 一 个 完全 平方 数 . 

(4) 建立 递 推 关系 5b, 二 a 一 aw1, 并 利用 求 和 公式 a, = 二 Cn 十 > (ax 一 CT) (n> 

=n 二 1 

120 ) / 
例 24 .( 勾 和 牙 利 数学 奥林匹克 题 ) 证 明 ; 对 任何 nE Ni,A, = 二 5" 十 2X3"™ 十 1 能 
和 锌 8 整 际 . 

证 有 明 因 4 =5 十 2X3 十 1 = 二 8 能 被 8 整除 ,又 

A 一 Ai 一 (5 十 2X3 十 1 一 (5 一 十 2X3 十 1) 

一 4(5 十 3 和 )(R 之 2)， 

而 5 和 十 3 和 是 两 个 奇数 之 和 ,应 为 偶数 ,故人 一 AR 二 2) 能 锌 8 整除 ， 所 以 A, 一 


Al 十 2 (4 一 4 人) 能 被 8 整除 . 
=-2 


有 
l } 
; - Cotx 一 Cot277， 
slin2zz sin2’x Slimn22 信 
证 明 设 a, 一 cotx 一 cot2"x ,pb, 一 1. , 由 
SiN2"X 
4, = cotr — cot2x 二 cosxsin2x— cos2xsinzt _ sin(2X7—7) 上 pp, 
sinrsin2x SINXSIN2T SiNn2x 
又 a — ae! = (cotr 一 cot2tr) 一 (cotz 一 cot2tlzx) = cot2*!x 一 cot24z 一 
sin(2*x 一 21 六 ) 1 ， 
sin2” 1! xsin2*x sin2*xc 所 以 
bi 十 2 0 一 1) 二 Qi 十 i 一 Cn， 
4 二 2 二 
lL 1 十 一 十 "十 一 一 二 cotz 一 cote”x， 
SIN2X i i 


足 ai 二 二 … 二 及 了》 1 之 1, 求 证 :对 任意 实数 x， 
i Ui 


nn 


l ] 
(2 ata) < mer 山 


证 明 ”由 柯 西 不 等 式 及 已 知 条 件 》) 上 < 1 得 


~ 
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1 a 
zjL2 Ca a3 


1=— 1 


一 上 


帮 要 证 (9 成 立 , 只 需 证 明 下 列 不 等 式 成 立 


a; 1 ] 
2 《ai 二 7x) 3 aa 一] 十 六 > 
为 此 ,我 们 证 明 下 列 更 强 的 不 等 式 


Ui ] 1] ] 
了 全 扫 林 [ 一 一 一 一 一 一 一 一 一 ]， 
2 (a? 十 并) 2 2 出 


其 中 Url > Cn 为 正 整 数 . 
人 z| 1 


() 
奥 
林 
匹 
克 
数 
学 
中 
的 
真 
是 
分 
析 


人 , 
L ai(al 一 1) 十 妆 : za 1 二 并 |* 则 由 Qn 之 a4, 得 


x 一 一 小 rer re 
k+l k 于 | Wa DT mr a DD TE | 


rr 
2 区 (a—l)x a,(a,— 1) pe 
1 1 1 

2 | Ta I Te re 
=1r 1 

~ 2 xe — |]) 二 < (a 十 as TF 

wk 
(a )2 .一 > cr TAR 之 1 ). 


人 


1 
Xz 一 7 | Ta DT | 
1 ] 1 
a 
>7 0a DTi Ca Da Ta (a Tr ) a Ca ry? 


nn n—l 
， de _ 
所 以 2 (a? 十 zx?) Sn re 5) = X, 


i1r 1 1 
2 - (Qi 一 一 1 ) 二 Cirtl (Ql 一 一 1) TF 
1 
2 ai(al 一 1) 十 zz” 
旭 @ 成 立 ,再 由 四 知 加 成立 . 
注 (1) 从 例 24 可 以 看 出 为 了 证 明 n 宇 mw 时 ,A, 被 pb 整除 ,只 需 证 明 A， 被 p 整 


<< 


法 冰 浅 凋 下 开怀 还 种 四 入 汪 O 


除 旦 & 之 im 十 1 时 4 人 一 Ai 被 bp 整除 ,从 而 A， 一 A, 十 2 (A 一 Ae1) 被 整除 . 


炎 一 ?十 ] 


(2) 从 例 25 和 例 26 可 以 看 出 为 了 证 明 :a 十 az 十 … 十 as 乏 ( 或 宇 )f(n) ,只 需 i 


明 a 过 (或 宇 ) f(D), 且 上 守 2 时 ,ai 过 (或 实 )f(8) 一 了 一 上 ;从 而 a 十 az 十 … 十 


0 < 妇 (或 写 )f(1) 填 (ff62) 一 1)) 十 王 十 (fx) 一 f(n 一 1))= fn). 
(5) 适当 放 缩 建立 递 推 不 等 关系 式 : 
例 27 〈1980 年 芬兰 .英国 、 绍 牙 利 和 瑞典 四 国 数学 奥林匹克 题 ) 数列 ao ,al,*… ,a 


满足 a 二 六 au = a Zai(k =0, 1 ,.. n 一]D) ,证 明 :1 一 一 < 一 一 1 
证 明 ”由 已 知 条 件 知 wu > a 全 … 一 本 > ao 之 0, 于 是 
Ci 一 os 十 —a? < ak 十 一 ai 。cLkHly 即 


1 (ll_l 1 了 
所 以 (= 地 一 > ) < 2 一 一 1 


四 4a，<< 1]. 
0 


Un 


万 一 方面 ,由 必 <1 有 ae 一 au 十 二 < ta 一 0 Qk Ba: > mr ? 


] ， l z 1 
故 Qk+H 一 G4 十 ak > 6 十 ne * ri 一 Qk 十 ?十 1 9 


1 1 1 1 
了 二 二 ,所 以 二 一 2 = Di > rt 
1 -1 nn _, nn 22 十 2 
因此 一 一 一 re "et 
7 十 |] _ 1 1 了 上 
故 > ;= 1 25>1- 这 就 证 明了 1 ~ < < |. 


注 ”本 题 是 这 次 况 赛 中 得 分 最 低 的 一 道 试题 ,竞赛 委员 会 公布 的 标准 解 管 很 烦 
开 ,翻译 成 中 文 后 有 4000 多 字 , 长 达 7 页 . 


例 28 设 4 >2, 给 定数 列 (zx) ,其 中 放 一 azoh = F007 一 1,2,3,…)， 
求证 : 
(Dr, > 2, < 1n = 1,2,°°)} 


(2) 如 果 aw 委 3, 那 么 局 和 受 2 十 一 (2 一 1 2 …); 


7 


专 题 研 究 系 列 


lg 过 
(3) 如 果 a > 3, 那 么 当 n 之 一 六 时 , 必 有 x < 一 3. 
lg 一 : 
3 
证 明 (1) 因为 zi 一 2, 设 过 全 2， 则 zn 一 2 一 汪 二 入 >0, 即 ze >2 


故 对 一 切 ”E Nt ,有 二 > 2, 从 而 9 一 了 人 一 12(1 一 立 )< 12(1 一 去 )= 


LT rn 2 
] (nn -一 ]32，…)， 


(2) 内 为 刀 >2, 所 以 0 到 一 一 之 1, 故 

,oi14,. . 2 1 

pl 2 一 - 2 ( 垃 ， 2) =i1)< 2 (XT, 2)， 
由 此 可 得 zz 一 2 二 一 人 2 2 (9) 

Tn —2 7,»—2 XI1—2 
} ] Q 一 2 
FF 2 “(Qa—2) Jl ， 
到 上 Xn < 2 十 < ,所 以 当 a 三 3 时 ,zx 之 2 十 二 (n E€ N., ). 
2 2 2 9 
(3) 因为 a 一 2 一 乞 一 一 亿 二 和 <0, 所 以 a 一 2 之 第 .又 n 之 一 闻名 ( 革 "之 
3 
过 303)” ,以 及 ( 生 )* 一 2, 所 以 当 a 汪 3 时 ,有 
z 2 了 一 2 
2 3: (5S)” 4 or 
Zn < < To 2 = 2 十 D7 ~ 5i 一 
注 本题 中 结论 (3) 也 可 以 这 样 来 证 明 , 首 先 证 明 : 若 zx > 3, 则 2 一 羡 , 这 是 因 
友 
Natl 1 一 上 1 、 3 让 汗 
为 一 B07 1 ~ (1+37)< 2 (1+371)= 4* 然后 用 有 反 证 法 ,车 
lg -人 3 
四 时 有 1 二 二 3， 则 由 (1) 中 各 才 论 有 1 < Xs < ”< < Xn 扫 、 一 ~ 3， 从 而 3 < 
lg << 
3 

1] 一 本] 。 2 23 机 
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【 解 题 思维 策略 分 析 】 

例 29 (2002 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 如 图 5-1, 有 一 列 曲线 Pu ,Pi ,P;，… 已 知 P, 所 
围 成 的 图 形 是 面积 为 1 的 等 边 三 角形 , Ps 是 对 Pi 进行 如 下 操作 得 到 :将 已 的 每 条 边 
三 等 份 ,以 每 边 中 间 部 分 的 线段 为 边 ,向 外 作 等 边 三 角形 ,再 将 中 间 部 分 的 线段 去 掉 
(Ck 二 0,1,2,…), 记 S, 为 曲线 P, 所 围 成 图 形 的 面积 . 


八 YOR 


(1) 求 数列 {S,} 的 通 项 公式 . 

(2) 求 lim S,. 

分 析 ”已 知 5。 二 1, 只 要 建立 S, 与 Si 的 递 推 关系 ,就 不 难 求 出 S, 及 lim S, 

解 (1) 因 P。 有 3 条 边 ,并 且 Po 的 每 条 边 变 成 Pi 的 4 条 边 .一般 Pi 的 一 条 边 
变 成 P, 的 4 条 边 , 故 P, 的 边 数 为 4a = 3， 41， 

又 P, 是 在 P。, 基础 上 增加 a 小 正三 角形 而 生成 的 ,增加 的 小 正三 角形 的 边 长 
应 是 原 正三 角形 边 长 的 坟 , 故 增加 的 每 一 个 小 正三 角形 的 面积 都 为 (二 2 ,所 以 


] jn 1 3 ,4、, 
已， -一 Ol 二 Ql | (C37) -一 D1 十 3 * 4 * (35) -一 Onl 十 本 《9 1 


于 是 9， -一 S, 十 > (S 一 So) = 一 1 十 >， TC) -一 
上 k=] 上 一 1 


4 4 、, 
91 9) 


4 
] 9 . 


1 十 地 


3r1_ va 3v4， 
1 =1+5L1 (地)"」 二 三 (0)". 


2) limS, = limls (9 |= 3- 
例 30 (2004 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 平面 直角 坐标 系 XOY 中 ,y 轴 正 半 轴 上 的 点 | 


EE、 
专 题 研 究 系 列 Vw 和 


列 {A,) 与 曲线 y= 二 V2x(zx 宇 0) 上 的 点 列 {B,) 满足 | 04,. | 一 |OB， = 一， 直线 A,B， 


OO 
在 工 轴 上 的 截 距 为 a, ,点 B, 的 横 坐 标 为 5,,n E Nj. 
( 工 ) 证 明 a > ar 祖 4,n€ Ni. 中 
(ITD) 证 明 有 mm € Ni， 使 得 对 任意 之 mw ,都 有 实 十 实 十 … + + —n— 2004. 
rn A 的 表达 式 ， 再 根据 的 公式 去 证 明 是 中 
目 中 的 结 
证 明 。 依 题目 条 件 有 A,(0, 工 ),B,(b,V255D)(p > 0), 由 | 0B, |= 二 ,得 分 
桥 
b2 4 2b, = (二 7, 所 以 六 一 (二 1-1neEN). 
) /a6 -4 
其 次 ,直线 A,B, 的 方程 为 y 一 太一 一 六 一 
35- i 
又 AB, 在 zx 轴 上 的 截 距 为 a, 故 0 一 == 一 一 一 -于 au 
b, bnvV2b) bll+nv2b) _ 1 V2 
所 以 1 — 2n2b, 1— (Ib) 6 i +t 


2 + V2Cb, 2) = 人 

显然 a, 随 着 ” 增 大 而 严格 减 小 ( 因 - > = 二 了 之 0), 故 对 一 切 nE N+ ,有 
avVGETIT+ITV2VOETT2 一 4 
(了 D 令 G =1 一 名 (rn€ Ni) 于 是 > on -myVC， 


k=1 


故 只 要 证 明 存 在 z E Nj ,使 当 n 守 no 时 ， 3 C: > 2004. 
上 =] 


事实 上 ,因为 
lit1 /ly 
bn tl +! 


pb, 1 


人 
册 
林 
匹 
克 
数 
学 
中 
的 
真 
和 
分 
析 


TY 一 


pn 


[于 一 (一 二 TD 六](A/ 二 )? 十 1 十 
,lyr /1 1 
| i 1 


(二) 
_ _n 


， 
2 十 ] .1 2 十 ! 
了 、2 2 2(n 1) 
(—) 
7 
2 十] ~ 27 十 1 1 
(2 十 1 十 2) 一 7 (27 十 1)(2 十 2) 7 十 2 
2 
.PS 1 1 1 
Ci> (可 十 + (i 二 十 十 而) 十 十 (于 和 二 了 十 十 芝 ) 


“ 2 £1,. 1 kl 
> 2 。 方 十 2 * 识 十 “十 2 支 一 人 


取 m 一 20% 一 2, 则 对 任意 二 加 都 有 21C > 人 5 一 2004， 


即 得 字 十 代 十 *… “十 全- 0 


例 31 (第 29 届 IMO 预 选 题 ) 整数 列 (4,) 满足 :a 一 2,o 一 7, 一 方 过 am 一 卫 - 之 


Un-l 
天 -之 2. 求证 ,对 所 有 天 p> 1 ,a, 为 可 数 . 


分 析 只 要 证 明 存 在 整数 p,q(p,g 一 奇 ,一 侦 ), 使 4awiz = pani 十 qan(n 宇 1) 即 
可 ,而 pyg 可 由 {a,} 的 前 几 项 来 确定 . 


2 
证 明 ”由 一 方 二 as 一 与 达 广 ,得 24 过 as 之 25, 又 a 为 整数 ,所 以 as = 25, 再 


] 25° ] 11 o 二 \ 
由 一 < 人 得 8871 一 m8 VE 为 整数 ,所 以 ay = 二 89. 


设 aw2 二 pan 十 gan(n Ni), 则 由 al 二 2,az 一 7,as 二 25,as 一 89, 得 
1p+2g9= 25,， ,. 一 3， 
2 _ 89 , 解 得 ， 2. 
下 面 我 们 用 数学 归纳 法 证 明 ; 对 一 切 n € N41, 有 
Unt? = 3Qnrl 二 Za sya! > 3a, > 0. (1) 
n 二 1,2 时 ,由 前 述 知 也 成立. 
设 n = 二 上 时 也 成 立 ; 即 aws 二 3a 十 2a1,y 量 a 计 3a: 守 0(kEN). 


令 zt 一 (人 3 ga 一 CC ,要 证 尘 = ;HL a > QH 人 > 0. ) 事实 关上 ， 因为 由 归纳 假设 有 


2 
CR 2 (二 2 (3CA 1 十 - Za ) ap Hk 一 Zaky 


LE Ut3 CAH2 和 2CAHI 本 
Cl Uk+1 | 
ww Daprsde 一 a : . @) 
Wk] 

Oe 、 1 / 

又 由 已 知 及 归纳 假设 有 5 < Upt2 ~ en < 一 2 9 (大 十 ] > 3ar > 0， 
k 

故 由 上 述 不 等 式 可 得 


各 一 一 
1 。 人 < (大 他 大寺] < 一 | 。 th 


2 dap Uk] 2 QH 
2 
所 以 “| 和 2 一 41 | 二村- 符 二 二 ,于 是 由 已 知 条 件 及 @@ 有 
CE1 2 k+l 6 
1 DC 一 ch 1 
2 ~ ut 2( Ct kt] < 2 
_ 1 rt? Uk 一 cc -1 了 9 
故 有 | 4 | 志 a < 地 十 2X 二 二 襄 之 1 


而 Uk 为 整数 ,所 以 Ur. 一 : 0, 并 且 由 CH 全 ak 过 得 Hk+2 .二 一 Spt 二 Zan > DGAHl > 1U， 
这 束 证 明了 对 一 切 A CE NN 9 mt2 一 JQnHi 二 Za, ,日 . ntl > 3C 全 -一 U. 又 已 知 U2 一 fsa3 一 
25 和 为 奇数 , 设 Cn snl 为 奇数 , 则 Unt2 一 Cn 十 2G， 为 奇数 , 故 对 一 切 Ef > 1 sn 为 奇数 . 


例 32 和 26 届 IMO 预选 题 ) 设 x = WV2 十 V3TV4 十 十 玩 , 证 明 ， 


rr 一 - -Ga 六 2). 


K RTI ’ 
分 析 与 证 明 过 cs 一 Mk 十 kilt Vn(k —— 2,3,°" ,Nn) ,a — 0,b. 一 
人 ET 一 一 -一 一 一 一 


A& 十 
bl 一 Qi+l 一 yn 十 1. 我们 通过 建立 bi 一 ari 与 妈 — a 之 ] 间 的 不 等 递 推 关 系 来 达 大 到 | 
证 明 的 目的 . 显然 b 之 a4 > kr ;是 太一 Qa 二 birt 一 Qprni, 所 以 


ba et 
:TE- 2 i, 
De To ae 十 人 二 pc 十 0 koki 
br —a» bi— a b, — 
故 有 zi 一 Xx 二 Bi 一 a2 二 * (Dl eh) 


03 3 bs ud Dnt ~ ntl 


OO - 
2 23 。3 。33 dd nn 


I 2 -1* 
! 性 人 2 性 33 达 旦 旦 也 遇 7] 


尝 冰 冲 凋 要 上 操 避 二 国 学 尖 


十 1 十 … 十 Vn 二 "anil Vn lk 一 2， 3 …， 7 十)， 则 xi — x 一 b, 一 ,用 


Wl 


洒 冰 广 凋 全 二 性 注油 人 六 让 间 CO 


而 1,23 ,33 (2 十 1) 市 中 以 33 为 最 大 , 故 n 宇 3 时 
nl 一 一 二 


又 ?一 2 时 ,直接 计算 有 
zi z= V2 VI VFL6l -1.4= 1.9—1.4 二 地， 


l 


故 对 一 切 n 宇 2, 有 zw 一文, 一 -1 


例 33 〈1993 年 中 国 国家 集训 队 测 验 题 ) 设 二 as = 方 , 且 当 n = 3,4,5,… 


(1 LC ?2 ) a 
2 2 “ 
ZA ] 4a, » Cr 一] 十 Cr—2 


(1) a ; 的 通 项 公式 ; 
(11) 证 明 :二 一 2 是 整数 的 平方 . 


{ 一 


分 析 与 解 ”由 数学 归纳 法 易 证 0 过 a 过 二 ,于 是 


2 2 
1 9 一 Ldn 1 本 da 2 Qn 1 十 Cs? 7 一 Cn—2 
Ct (1 一 一 20，， )a2 (1 ~ 一 2a, 2 )Q2 1 


2 2 
令 一 一 2 二 及 (b, 之 0), 则 及 = “人 ,由 此 可 得 
并 一 < 


bib» 一 一 一 BD ] 十 2. 


时 


由 


于 是 ,问题 归结 为 求 出 b 的 通 项 公式 并 证 明 , 为 正 整 数 . 而 这 只 要 证 明 存在 整数 p,q 


使 5b， 一 PO 十 2 a]. 

事实 上 GD 中 用 nn 一 1 代替 得 

br iDrs = biz 2. 
由 中 及 四 得 pn0-2 一 一 成 一 = pb, i103 — bn 2 = 2, 
即 b,,_2 (Db, 十 D 2) = Ob, 1 (Db,.3 十 b 7 一 ] ) ， 


所 以 全 二 62 2 _ bi 站 ee bth em 
bp, 


b,» 
而 和 一 /二 2 一 1,b 一 Ti ts 所 以 空 元 2 


BE bb, 一 40 —b,,. 
特征 方 程 为 r= 二 47 一 1, 特 征 根 为 i,; 一 2 士 V3, 所 以 
六 = cl1(2 十 V3) 十 cz(2 一 V3)7. 


2 


补充 定义 及 满足 尺 == 40 一 铀 ; 即 6b = 46; 一 46; = 3, 于 是 
Cl 十 ca? 一 3， 
[ot te =1, 


解 得 < 一 六 一 二 VS,o 一 六 十 羡 V3, 所 以 


bp, 一 (这 一 车 )C2+Y5) 二 (六 二 首 V3)(2 V8)", 
从 而 有 a 二 《可 十 2)” z 
— (2-3) HV +t (E+) | + 
因为 b 二 名 一 1 为 正 整数 , 设 妨 1 宇 bz 为 正 整数 , 则 b = 46,1 一 bz 之 bi 也 
为 正 整数 . 故 对 一 切 n E Ni,b 为 正 整数 ,所 以 二 一 2 = 大 为 完全 平方 数 ， 


注 ”本题 也 可 先 用 待定 系数 法 确定 0. 二 加。 十 吧 ,，: 中 一 4,9 二 一 11, 再 利用 
QD 并 用 数学 归纳 法 证 明 @ 成 立 . 
例 34 (全 俄 第 16 届 数学 奥林匹克 题 ) 三 元 数组 (x ,yi,zi) ,7 二 1,2,3,… 按 如 下 


、 、 6 ZT LV/ 2, 
法 则 构造 :Zi 一 2 yl 一 4,z1 一 ”1 2 一 ~ | ?nt 一 ,之 1. 


> 一 
(1) 求证 :上 述 构造 过 程 可 以 无 限 进 行 下 去 . 
(2) 是 否 存 在 正 整 数 &， 使 得 Xk Ye 二 Ze 一介. 


分 析 ”由 递 推 关系 的 结构 联想 到 三 角 全 等 式 :tan2c 一 29- 及 非 直角 人 AABC 


ta a 


中 有 tanA 十 tanB 十 tanC = tanAtanBtanC 来 证 明 z 十 yj 十 zs 二 XxX。，Y。。z， 从 而 得 


| 到 问题 的 解答 . 
解 (1) 直接 计算 得 zz 一 二 ,六 一世 ,加 一 一 这, 如 果 (zasyeyz)(R 一 1 25 


都 已 构造 好 ,其 中 了 人 2, 显然 所 构造 的 数 全 为 有 理 数 ,所 以 它们 都 不 满足 一 一 元 二 次 方 
程 x 一 27x 一 1 二 0, 由 此 可 知 


1 
二 j| 关 1， | yn 


由 遂 推 公式 可 构 迁 ( y Vtl 9 Tetl ) 才 则 和 过 各 以 无 限 进行 下 去 
(2) 设 Xx, 一 tanayy 二 tanB,;z, 一 tany. 我们 用 归纳 法 证 明 对 一 切 GE Ni, 有 
Tn Ya en = Tn Vy Zn, 和 (D 
事实 上 当 n 三 工时 ,显然 成 立 . 设 2 一 & 时 加 成 立 , 即 


tanas 十 tan 应 十 tany = tana 。 tanf »。 tany,. 


2 


1 1 ,于 是 ， 


六 了 冰 亢 凋 眉 开心 水 址 同和 演 0 


(5 
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并 且 由 CD) 中 证 明知 XEVE 一 tanas tant A 1 ,Ph LA 
tany 一 一 tn 一 -一 tan(Can 十 友 ) = 一 tan| 一 (CQ 十 谍 ) |. 
所 以 7 = mz 一 《qx 十 及 ) Gm 为 整数 ) ,从 而 27 == 2 一 20o 十 友 ) ,于 是 


tan2aw + tan26, 有 


tan27 = tan| 2mx 一 2(Q4 十 RB ) | TT 1 一 tan2a， tan26, 


tan2a 十 tan2 十 tan27 = tan2a, » tan2f. » tan27y,. OO) 
前 tan2a = tn 一 -2 ; 一 一 al 同 理 tan2B = 一 yytan27 一 一 zk 代入 人 | 
] — tan’ a 1] x 


3 整理 得 TH 十 JUH + Cal 一 Tat Wetl * RH， 
即 对 ?一天 十 1.G 也 成 立 , 于 是 也 式 得 证 . 

如 果 存 在 正 整数 使 zi 十 yi 十 二 0,; 则 从 中 可 推出 zi ,ys ,zs 中 至 少 有 一 个 等 
于 零 . 硅 xt 二 0, 则 由 递 推 公式 逆 推 回去 可 得 xi 二 0, 矛 盾 !1 同 理 从 yi = 二 0 或 二 0 也 
导致 二 0 或 z! = 二 0, 同 样 得 到 耶 盾 . 故 不 存在 正 整 数 , 使 zi 十 yi 十 zs 二 0. 


例 35 (捷克 斯 洛 伐 克 数学 奥林匹克 题 ) 求证 :数列 w 一 7 TV3m (2 


V3)"] 的 每 一 项 都 是 整数 ,并 求 所 有 使 w 被 3 整除 的 x. 
分 析 ”由 a, 的 两 个 特征 根 r1.; 二 2 士 V3 可 建立 a, 的 递 推 关系 ,并 用 它 来 证 明 a， 
为 整数 ,再 建立 关于 模 3 的 递 推 关 系 , 并 用 它 来 求 出 满足 条 件 的 一 切 
解 ” 因 a 的 特征 根 71,; = 2 士 V3 是 方程 了 一 4r 十 1 = 0 的 两 个 根 ,从 而 a, 满足 


Gn? — dan! CO— Aln 一 0 2，……)， () 
又 ou 二 0,a1 = 1 为 整数 ,由 @ 用 归纳 法 易 知 {a,} 的 每 一 项 为 整数 ,并 且 由 中 得 

Qn3 Ed 一 Ca SE (dn CO— 44) — Qn Ea, (mod3). 

可 风 3 |awaf331a,, 出 a0 二 0,a1 二 1,4a2= 二 4 中 只 有 ao 第 3 整除 , 故 3 |a.S31|n. 
【模拟 实战 五 ) 


和 A 组 


1. 《1995 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 等 差 数 列 {a,) 满足 3as 二 541; 上 且 a > 盖 0,S, 为 其 前 n 项 
的 和 , 则 S, (x EE NN,) 中 最 大 的 是 ( ). 
B. Si C. S20 D. S21 


oe. ls 
ee 


2. (1996 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 等 比 数列 { Un} 中 ， Ui 一 1536, 公 比 g 一 一 六 ,用 mm 表示 化 


的 前 项 之 积 , 则 Tw,(m E Ni) 最 大 的 是 ( ). 
A. no B. ri : CC. Ti; D. zi 
3. (1994 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 已 知 数列 {a,) 满足 3ar 十 as = 二 4(n 宇 1) 且 a1 = 9, 前 


n 项 的 和 为 S,, 则 满足 不 等 式 | S, 一 n 一 6 | 一 j5s 的 最 小 整数 是 ( 。). 


A.5 B.6 C.7 D. 8 

4. (1992 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 数列 al ,az ya3,…,a,… 满足 al 一 ao = 二 1,as 二 2 是 对 

/ 任意 正 整数 7 都 有 a Qntl * Gnt2 天 ] Xa dn QnrH。，arl —= Gn 二 Qn 十 Qniz 十 

ar 则 ai 十 as 十 … 十 aio 的 值 是 

5. 《1998 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 各 项 为 实数 的 等 站 数列 的 公差 为 4， 其 自 项 的 平方 与 其 余 
各 项 的 和 不 超过 100, 这 样 的 数列 至 多 有 _ 一 人 

6, (2001 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 {a,) 为 等 差 数列 , {5b,} 为 等 比 数列 , 自 6b = a? ,bs 二 a3， 
bs = ila < 4) ,又 lim (十 庆 十 十 0) 一 机 1, 试 求 ta,) 的 首 项 和 公差. 


1. (1999 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 给 定 正 整数 nn 和 和正 数 M ,对 满足 条 位 Q1 十 Unni < M 的 所 
有 等 差 数 列 C1 Ud2 903 ，,"…*,] 式 求 S = Qntl 二 Gnt2 十 和 十 Gonrl 的 最 大 值 . 
8. (2004 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 已 知 数列 Uo Ul 9 ”人 ,满足 (3 一 Qii) (6 十 a,) -一 18 且 


uo = 3， 则 > - 二 的 值 等 于 


9. C00 和 上 省 中 竞赛 题 ) 数列 {a, } 满足 (2 一 1)as 一 (2 十 1)a 一 2(02 一 1 一 
… 且 ao 一 10098. 求 数列 {a,) 的 通 项 公式 . 
10. 0 年 全 国 高 中 联赛 福建 省 预赛 题 ) 无 穷 数 列 {x,}(n 宇 1) 中 ,对 每 个 奇数 ,x,、 
Zantl、Tnt2 成 等 比 数 列 , 而 对 每 个 偶数 az ze zel 成 等 差 数 列 , 已 知 zx， = 
2452 = 6b. 


(1) 求 数列 的 通 项 公式 ,实数 a.6 满足 怎样 的 充 要 条 件 时 ,存在 这 样 的 无 穷 数列 ? 
(2) 求 X29 X49 Ton HH 上 


ee 


£=1 2k 
11. (2003 和 数列 (a;} 定义 如 下 :a 一 2,a 一 a2 一 a; 十 1,n 一 
、 ] 
,oo HEHH.1 __ ++. 一 了。 1 
1 ,2,3, 证 明 :1 i 一 交 十 二 十 To ~ / 
12. (2002 年 西部 数学 奥林匹克 题 ) 设 a.B 是 方程 xX? 一 x 一 1 = 0 的 两 个 根 , 今 a, = 
Q” 一 
7 ,7 一 ,23 


尝 冰 离间 还 生 杠 加 洞 同 涉 姜 O 


T Ls, ，' ， 各 | 
人 + "| 
. 


jh 


Ww 


人 人 


.~ 


C1 


pp 


人 


OO 


rrEEEEI 


(1) 证 明 :对 任意 正 整数 ?1 有 at 一 Qn 十 Qn. 
(2) 求 所 有 正 整 数 apD)4 ~ 5 满足 对 任意 正 整数 7 有 b 整除 dn 一 27C 


B 组 


2 = 7a 十 0020, 一 3 


. (2000 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 数列 ,nn 一 0,1,2,"… 证 明 : 


bi -一 Ban 二 70; — 4 
Qn (7 —0,],2,.*) 是 完全 平方 数 . 


. (1994 年 保加利亚 数学 奥林匹克 题 ) 实数 列 Ql do 9 "dns""" 由 下 述 等 式 定 义 : 


Untl 一 - 2 — 3a, nn — 0O,1,2,.…: 
(1) 求 依赖 于 a。 和 的 a 的 表达 式 . 
(4) 求 Wo, 使 对 任何 正 整 数 NR 9 Cll > a 


.( 第 29 届 IMO 候 选 题 ) 设 整数 列 {a,) 满足 :ao 二 0,ai _ 1， CQ 二 24 十 ar 和 一 人， 


3,4,… 求 证 :24 | cc?24 | nk 二 0,1,2,: 


. (第 29 届 IMO 候选 题 ) 是 否 存在 实数 了 C， (0 ,1 ) 和 无 穷 正 数列 {a ,} 使 得 1 十 cs 二 


Cn 十 记 a sn 一 |， 2,3,*° 


. (1996 这 要)CD 证 4 


2 一 


3 -一 一 一 一 一 > 2). 
(1 一 1)! 
(2) 二 二 下 载 数 二 有 ea nc Ne > 2 有 
C 23 一 a a 
po ~ or 42 十 … 


» (第 11 局 CMO 题 ) 设 7 人 N. ,Xo -一 OQ ,XA; > O,1 -一 1,2, ,7 上 日》 x 一 一 1 ,求证 
。 i 一 1 


I 开 
2 TT 


. (俄罗斯 第 21 届 数学 奥林匹克 题 ) 证 明 ; 对 任何 自然 数 a 盖 工 都 仔 在 严格 递增 的 目 


然 数 序列 w ,as ,a3，… 使 对 任何 & 宇 1， 3 部 可 以 被 Da 整除 . 


. (2004 年 国家 集训 队 第 3 次 考试 题 ) 己 知 数列 (< 满足 cs = lc 二 0,cs 二 2005， 


cr 一 一 3c 一 4c-i + 2008,n = 12 3 所 和 = 564 一 )。，(502 一 cl 一 cz) 十 
4 X2004 X 501(2 一 2,3,…), 问 对 证 2,a 是 否 是 平方 数 ? 说 明理 由 . 


【基础 知识 】 
1. 直线 和 加 
(1) 两 点 间 的 距离 公式 
设 Pi(xri,y1) ,P(x ,yy ), 则 | PiP, |== V(x — xr) yO— y2). 
(2) 线段 的 定 比 分 上 后 坐标 公式 | / 
PP 


区 Pi(xi,y1), P(xy ;VY2 ) ， 氮 P(x,y) 分 PiP, 的 比 为 所 二- XT 十 Ax， 


二 4, 则 xz 十 
yl 十 Ay， / 


(3) 直线 方程 的 各 种 形式 
(a) 点 斜 式 :一 % = 二 k(xX 一 Xo0). 
(b) 斜 稚 式 :yy 二 kx 十 5b. 


(c) 两 点 式 ， Sy 2 -一 二 1 


一 之 2 Xl] 
(d) 截 距 式 :一 一 1(a 天 0,0 尖 0). 


(e) 参数 方程 : |” ”G4 为 参数 ,a 为 倾斜 角 , | :| 表示 点 (zyy) 与 Czn ,yn) 
二 Yo 十 tsina / 

之 间 的 距离 ). 

(f) 一 般 式 ;Ax 十 By 十 CC 一 0(A,B 不 同时 为 过 ). 

(4) 两 了 二线 的 位 置 天 系 

设 直线 i:Aix 十 Biy 十 GO 二 0,4s:Azx 十 Bzy 十 C2 二 0( 或 ;y= 二 kix 十 b;ls:y 一 
kz 十 局 ), 则 

(DU / lOAB,—AB: 一 0 且 AiCs 一 4 和 关 0 BC — BC OR = bk;H 
b! A 62). 

(Db) | LOAB, 十 AD = 0(kik, =-- 1). 

(5) 两 直线 的 夹 角 


半 冰 两 并 全 所 疏 涪 六 问 半 沽 0 


注 冰 清油 下 后 鱼 芝 着 划 江汉 O 


Wr ps 、 k,— Rk 
设 两 直线 的 斜 认为 R] ,大 2 , 夹 角 为 4 则 tang -一 ] Ek 


(6) 点 PCm va) 到 直线 LiAz 十 即 十 C 一 0 的 陆 离 公式 4 一 全 
(7) 过 两 直线 交点 的 直线 系 方程 
设 百 线 由 :Ar 十 By 十 人 一 0 与 直线 /2 :Ar 十 By 十 C2 一 0 相交 ,那么 过 与 
lz 的 交 点 的 直线 系 方程 为 AZ 十 By 十 Ci 十 MAsz 十 Bo 十 C2) 一 0( 其 中 不 包括 直线 
/2 )， 
(8) 圆 的 方程 | 
(a) 标准 方程 :C7 一 a)? 十 (y 一 0)? 二 R? ,其 中 (4,6) 为 圆心 坐标 , 民 为 圆 半径 . 
(b) | 十 十 Dr 十 Ey 十 FF 一 0, 其 中 D 十 开 一 4F > 0, 圆 心 为 


(一旦 , 一 号 ) ,半径 为 VD 十 世 一 4F 


(9) 图 的 切线 方程 
过 圆 zx? 十 y= R(x? 十 yy Dr 二 Ey 二 二 0) 上 一 点 Po (xo ,yo) 的 切线 方程 是 


Xo 十 yoy 二 RiCrrt yytD( Ts)+E(Ts)+F=0). 


(10) 贺 系 方程 

(a) 两 圆 的 根 轴 | 

议 圆 CO :1 十 入 十 也 六 十 玫 Iy 十 卫 -一 OCD' 十 五 ; 一 4F 全 0) , 贺 CC2 ;x 十 入 十 
Dsx 十 Ezy 十 FF 一 04Di 十 语 一 4F; 之 0), 则 直线 (Di 一 D2)z 十 (El 一 Es)y 十 (Fl 一 

= 一 0 称 为 圆 C 与 Cz 的 根 轴 . 根 轴 与 两 圆 的 连 心 线 垂 直 , 且 根 轴 上 任意 一 点 向 两 圆 
所 引 切 线 长 相等 . 当 两 圆 相 交 ( 切 ) 时 , 根 轴 必 过 两 圆 的 交点 ( 切 点 )， 

(b) 与 加 Ct 和 Cz 同根 轴 的 圆 系 方 程 :z 十 y 十 Piz 十 By 十 已 十 ACz 十 史 十 
Dx Ey F,) 一 一 0, 记 为 和 十 AC， 一 0,A 为 待定 系数 (不 包括 圆 (2 ). 

(11) 圆 的 参数 方程 

=— a Reosg 


圆心 为 (a,6) ,半径 为 R 的 贺 的 参数 方程 为 | ， (0 为 参数 )、 


— b+ Rsing 
(12) 切 扣 强 方 程 
从 圆 C:(x 一 a 十 (一 0)? = 二 RR 外 一 点 Pm, n) 回 加 C 引 两 条 切线 PM , PM， 
CM ,Mz 为 切 操 ), 则 过 切 点 的 弦 MA 的 直线 方程 为 
(m—a)(r—a) + nm)(y—b) = R’. 
事实 上 设 M(xi ;yi0) (1 二 1,2), 则 过 M(x;,yi) 的 切线 方程 为 
(Xi 一 Q) (XT 一 十 (yi 一 上 (yy 一 0) = 二 R*Gi 二 1,2). 而 Pm,n) 在 切线 上 , 故 


(Ci 一 aa) 一 a) ty 6) nm0) = R= 1 ,pm 点 Mi(xi,y) ,MM (re ,ye) 的 
坐标 满足 方程 

(m—a)(r—a)+ nb)(y—060) = R'. (D 
故 QD 就 是 过 Mi ,Mi 的 切 点 弦 方 程 . 

例 1 (1994 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 已 知 有 癌 线 段 PQ 的 起 点 P 和 终点 Q@ 的 坐标 分 别 
为 (一 1 ,1) 相 (2,2) , 厂 百 线 tl: my 十 7 一 与 PQ 的 延长 线 相交 , 则 nm 的 取 值 范围 


解 ” 填 一 3 之 mm 一 一 与， 理由 :显然 青 线 过 点 M(0, 一 1). 过 MM 与 PQ 平行 的 直线 


1 的 斜率 Ki 一 Kia 一 二 一 二 ,过 M 和 Q 的 直线 的 斜率 Ks 一 2 二 < ~ 
, 于 是 /与 PQ 的 延长 线 相交 的 充 要 条 件 是 
1 ] 2 


Ki = Kk, kK, 到 全 5 一 3<m<—4. 


3 3 
例 2 (2000 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 平面 有 上 态 ( 纵 、 材 从 标 都 是 整数 的 点 ) 到 直线 y 一 
这 x 十 三 的 距离 中 的 最 小 值 是 ( ). 


A X34 p M34 1 中 1 


” 170 ”85 / ”20 ”30 


解 ” 选 B. 理由: 设 整 点 为 (zo,y。), 则 它 到 直线 y = 忆 x 十 全 的 距离 为 


7 二 | 25x0o 15yo 十 12| | 2570 一 1 十 121 
V252 十 152 5 V34 
因 xo ,yo EZ, 故 25xo 十 15yo 是 5 的 倍数 , 故 | 25z6o 一 15yo 十 12 | 守 2. 且 当 xo = 一 1， 
一 1 时 ,| 25m 一 15y 十 12 | 2, 故 所 求 4 的 最 小 什 为 一 和 一 六 
2. 圆锥 曲线 
(1) 椭圆 的 标准 方程 及 基本 性 质 


焦点 为 Fi(—c,0),F,(c,0)( 或 Fj (0,， 一 C),F,(0,c)) ,长 轴 为 2a, 短 轴 为 22 的 椭圆 
2 2 2 2 
的 标准 方程 为 二 十 ?7 一 1( 或 区 十 汪 二 1)(4a 之 0,6 之 0,c 之 0,a? = 如 十 必 ), 其 参数 


bsin 


cow ) (9 为 参数 )， 准 线 方程 为 x 一 十 全 (或 y == 土生) 离 


xX 一 acose 


方程 为 |， 


一 CcoSslO 


心率 < 一 < 一 1, 且 对 椭圆 所 十 点 = 1( 或 所 ;十 卸 = 1) 上 任意 一 点 PCzo ,yo), 有 
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CEE 


ee 


妆 冰 亢 病 下 玫 枉 这 四 同和 江 汪 O 


md am 
专 题 研 究 系 列 


| PF | =adero, | PF; | 一 a 一 ero( 或 | PE | 二 a 二 eyo, | PF; | 二 a 一 eyo),| PF | 十 


FF， | 一 Zad. 
(2) 双 曲 线 的 标准 方程 及 基本 性 质 
焦点 为 五 | (- 一 CO0) ， 0 C) 1) ， 实 轴 长 为 2a, 虚 轴 长 为 20 的 


双 曲 线 的 标准 方程 为 到 小 一 1( 或 -天 十 委 =D(a>>0,b>0， c>0,c =a 二 + ), 
yy btang 
多数 广 各 为 |， (或 ge ) (0 为 参数 ) , 准 线 方程 为 == 土生 (或 y 一 


+ 全 )， 离心 率 。 一 > 1, 渐 近 线 方程 为 y 一 十 2z( 或 z 二 十 Ly). 对 于 双 曲 线 到 一 


2 
1 并 二 到 赤 (直下 支 ) 上 的 上 Plzxi,y) 有 | PF |=— eri—a, 


| PF, | 一 一 exl 十 a( 或 | PF | — Cyl 4,， | PF, | 二 一 eyi 十 a), 右 支 (或 上 支 ) 上 的 
局 Q(X,,Yy2) 有 ] QPF = ers—a, | COF : 一 er 十 4a( 或 | QF |= eys 一 0， | QP, 一 
eyz 十 a) ,| | PP | 一 | PF; ||=24,|| QF |—| QF; ||= 2a. 


(3) 抛物 线 的 标准 方程 及 基本 性 质 
焦点 为 F(0, 区 (或 (各 ,0)), 准 线 为 x = 一 各 ( 或 y 一 一 恕 ) 的 抛物 线 的 标准 广 


程 为 光一 2pxr( 或 之 一 22y)， 其 参数 方程 为 加 成 2 为 参数 ) ,离心 


率 为 e 二 1. 对 于 抛物 线 yx? = 2pr( 或 zx? 一 2py) 上 一 点 Plxo,y%) 有 | PF |=xo 十 
区 ( 或 | PF 一 加 十 多) 


(4) 椭圆 、 双 曲线 .抛物线 的 统一 定义 及 极 坐 标 方程 : 
平面 内 到 定点 的 距离 与 到 定 直 线 距离 之 比 为 常数 e 的 动 点 轨迹 叫做 圆锥 曲线 . 当 
e > 时 栅 迹 表示 双 曲 线 , 当 = 1 时 轨迹 表示 抛物 线 , 当 e 二 1 时 ,轨迹 表示 椭圆 . 定点 


是 焦点 , 定 直线 是 一 条 准 线 ,圆锥 曲线 的 统一 极 坐标 方程 为 p = 了 一 一 F,e 为 离心 率 ， 
为 焦点 到 相应 准 线 的 距离 ,极点 是 焦点 ,以 焦点 向 准 线 作 垂 线 的 反 向 延长 线 为 极 轴 奸 
立 极 坐标 系 . 

(5) 共 交 点 的 二 次 曲线 系 


过 两 条 已 知 二 次 曲线 Ci:Air’ 十 Biy’ 十 Dz 十 Eiy 十 Fi = 0(i == 1,2) 甩 艾 感 的 一 
次 曲线 系 方程 是 C 十 4MC; 二 0( 不 包括 曲线 C;). 


例 3 (1999 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 给 定 A( 一 2,2) ,已 知 昌 是 椭圆 鞠 十 尖 一 ] 上 的 


i 


i 站 i 
人 
i 

i, 
人 


动 点 ,下 是 左 焦点 , 当 | AB | 十 二 | BF | 取 最 小 值 时 , 求 刀 点 的 坐标 ， 
解 a 二 5,6 二 4,c 二 Va 一 一 3，e 一 二 , 左 


准 线 方程 为 x = 一 写 . 如 图 6-1, 过 A.B 分 别 作 左 准 


线 的 垂 线 , 垂 足 分 别 为 M 和 N, 由 椭圆 定义 有 
NI= 才 = 号 | 环 |, 于 是 1AB|+ 半 1BF = 


| 4B |+| BN | 二 | AN | 二 | AM | ( 定 值 ) ,等 号 成 立 
当 旦 仅 当 BB 是 AM 和 此 时 图 6- 1 


B(— V3, 2) , 所 以 , 当 | AB 十 己 | BF | 取 最 小 值 
时 , 且 点 的 坐标 为 (一 立 V3,2) 


例 4 (1999 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 已 知 点 己 在 双 曲线 5 一 忆 = T 上 ,并 且 尸 到 这 条 


的 丰台 下 人 是 忆 这 条 加 的 丙 个人 的 等 中 那么 书 点 的 
横 坐 标 是 . 


解 填 一 站. 理由 :一 4 二 3,c 二 VOT = 和 下, 焦点 


Fi( 一 5,0) ,Fa(5,0), 离 心率 e 一 上 二 这, 设 PCzxo,yo) 到 右 准 线 的 距离 为 4, 如 果 卫 在 


双 曲 线 右 支 上 , 则 | PPE |==| PF; | 十 24a == ed 十 2a, | PF | 二 | PF;: | 二 (ed 十 24) 十 

ed 一 2ed 十 24 之 2d, 这 本 d 鲜 | PF | ,| Pr; | 的 等 差 中 项 矛盾 , 故 忆 在 双 曲 线 的 左 支 

上 , 则 | PPF: | 一 | PF | 二 2a. 义 由 已 知 条 件 , | PF; | 十 | PF | 二 24, 两 式 相 加 除 以 2 得 
4 


| PF, = 二 a+d,X | PF, 二 归 , 从 而 df = 二 a 十 dd 二 一 二 二 志 一 二 16. 故 P 的 
: 加 二 一 1 
4 


模 坐 标 Ao 一 — 16 一 一 和 


例 5 (2002 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 已 知 点 4(0,2) 和 抛物 线 yx =x 十 4 上 两 点 B、C 


使 得 AB | BC , 求 点 C 的 纵 坐 标的 取 值 范围 . 
解 A C 反 的 坐标 为 (y 一 4,y) ,显然 i 一 


4 天 0, 故 Ku 一 妆 一 4 一 二 二 * 由 AB | BC 得 Kw 一 一 Cy 十 2), 直 线 BC 的 方程 


洒 冰 次 凋 东 下- 恬 滞 庆 局 江 闻 C 


渤 他 订 凋 于 世 很 洋 沁 加 泛 姜 0 


为 y 一 y= 二-- 《yi 十 2Y 半 LX 一 《yi 一 4)j,C 点 坐标 满足 


十 济世 人 呆 “也 


2 _ 

和 一 一 (yi 十 2)[ 并 一 (yi Dj] 消 夫 x, 注音 
y 二 工 十 4 

到 y 兴 yo 得 ; (yi 十 2)(y 十 vi) 十 1 一 06yf 十 (2 十 

yy 十 (2y 十 1) 二 0, 于 是 A 二 (2 十 y)? 一 4(2y 十 540 
1) 二 y(y 一 4) 之 0, 解 得 y> 委 0 或 yy 二 4 并且 y 王 

0 时 ,B 点 的 坐标 为 (一 3, 一 1),y 二 4 时 ,B 点 的 坐标 

为 (5, 一 3) 均 满 足 题 意 , 故 C 点 的 纵 坐 标的 取 值 范 

转 为 y 夺 0 或 y 达 4. 图 6-2 


【基本 问题 与 求解 方法 ) 


1. 求 曲 线 的 方程 

(1) 十 详 法 | / 

和 卫 详 法 就 是 将 动 点 满足 的 几何 条 件 和 几何 量 的 等 量 关 系 ,直接 用 坐标 (zx,y) (或 p， 
0) 的 等 式 表 示 出 来 ,经 过 化 简 整 理 便 得 所 求 的 曲线 方程 . 知 果 几 何 条 件 符合 标准 曲线 
的 定义 , 则 可 直接 写 出 其 曲线 的 标准 方程 . 

例 1 忆 和 和 卫 角 坐标 平面 上 点 Q(2,0) 和 圆 C;x? 十 y? 二 1, 动 点 M 到 圆 C 的 切线 
长 与 | MQ | 的 比 等 于 常数 A(4 > 0) , 求 动 点 M 的 轨迹 方程 . 

解 ” 设 Mz,y),M 向 圆 所 引 切 线 为 MN, 则 | MN |= VI MDT-ION| = 


VT 二 本 一 又 | MQ = Vtz 一 5)? 二 六, 依 题目 条 件 有 | 和 人 N 二 一 , 妈 


NT 一 入 
(XC— 2)° 十 入 
化 简 得 0 一 Dz 十 (一 Dy 一 MA2x 十 4X2 十 1 一 0 


当 4 一 1 时 ,方程 为 x 二 之, 表示 一 索 晶 线 ; 当 人 隆 1 时 ,方程 表示 圆 了 为 (天 R10) " 


< 
径 为 当 :- 二 ”的 加 


(2) 动 点 坐标 转移 法 
如 采 动 点 PCz,y) 或 (o,0) 随 动 点 Q(zi ,yi) 或 (ob ) 的 动 点 移动 而 移动 , 且 动 点 
Q 在 已 知 曲线 C 上 或 Q 忆 所 满足 的 条 件 是 明显 的 , 那 和 只 要 建立 Toy 与 Zi *.yY1 的 关系 


式 或 0,0 与 0| ,0 的 关系 ,用 代 人 X11» YI 或 0 ;中 所 满足 的 方程 就 可 得 到 动 点 P 的 轨迹 方 


程 . 这 种 求 动 点 轨迹 方程 的 方法 称 为 动 点 坐标 转移 法 . 


例 2 已 知 本 图 C: 六 十 鼎 = 1, 直 线 1: 东 十 之 一 1,P 是 1 上 一 点 ,射线 OP 交 机 


圆 于 天. 又 点 Q 在 OP 上 满足 | O08 |:|OP |= 二 | QR |*, 当 PP 在 1 上 移动 时 , 求 点 Q@ 的 
轨迹 ,并 说 明 轨 迹 是 什么 曲线 ? 
解 说 Q(x,y),Plzp ;yp);RCzr ,YR), 因 为 (OW | | OP 一 | OR 1 , 故 -6811 一 
1 ; 则 二 tr?, 昌 二 ty? ,xp 二 t 红 ,yp 二 妙 ; 代 人 C 及 1 的 方程 得 
tty_ tiy 
1 116 一 二 1 二， 
约 去 1 整理 得 入 三 十 全 二 上 二 1. 
2 3 


故 所 求 轨迹 是 一 个 椭圆 ,其 中 心 在 (1,1) ,对 称 轴 分 别 与 zx 轴 ,y 轴 平 行 ,长 半 轴 a = 


(3) 参数 法 

当 动 点 坐标 x 与 y 之 间 缺 少 直接 联系 时 ,可 适当 选择 参数 1, 建 立 x,y 与 1 的 关系 可 
狭 得 动 点 的 参数 方程 ,消去 参数 即 得 动 点 的 轨迹 方程 . 

如 采 动 点 是 两 条 动 曲线 (其 方程 中 含有 参数 ) 的 交点 , 则 可 联 立 两 动 曲线 的 方程 ， 
消去 其 有 关 的 参数 ,就 可 得 到 所 求 的 轨迹 方程 . 


例 3 设 椭 圆 方程 为 药 十 他 = 1 ,长 轴 为 AA“, 忆 为 酉 加 上 任意 一点 , 引 AQ | AP， 


4Q | AP,AQ 与 AQ 的 交点 为 Q, 求 Q 的 轨迹 . 
解 ” 设 Pl(4cos0,3sin9) ,Q(z,y), 则 PA,PA 的 方程 分 别 为 


3sing 3sing 
> fcos0 4 4 和 > 一 1cos5 十 下 十 全 


由 QA | PA,Q4' | PA 得 QA ,QA’ 的 方程 分 别 为 


4— 4cosg 


4cos0 + 4 
> 3sing 


3sing 
两 式 相 习 , 并 利用 sin20 二 1 一 cos:9 得 vy? = 二 一 x 一 16)， 


(rz 一 4)》 和 Yy (z 十 4). 


整理 得 。 下 十 -这 一 1, 即 为 动 点 Q 的 轨迹 方程 
9 


2, 有关 几 何 量 的 计算 与 证 明 问 题 


学 冰 部 凋 严 性 灌 区 和 洲 洒 C 


ee 


思路 遂 遂 具有 程序 性 .但 是 ,操作 不 当时 ,往往 会 使 讨论 烦琐 .计算 复 杂 以 致 无 法 进行 
到 底 下 面 我 们 介绍 解 这 类 问题 的 一 些 常 用 方法 和 技巧 . 

(1) 灵活 运用 方程 知识 , 设 而 不 求 | 

解析 几何 的 复 末 计算 集中 在 解 方 程 组 、 求 交点 坐标 上 ,如 果 能 充分 运用 方程 的 知 
识 ( 方 程 的 对 称 性 、 韦 达 定 理 、 判 别 式 、 实 根 分 布 等 等 ), 那 么 常常 可 以 回避 一 些 复 林 的 、 
不 必要 的 计算 ,而 使 问题 得 到 简便 解决 . 

例 4 (1998 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 已 知 抛物 线 yx = 二 2px 及 定点 A(a,b),B( 一 a， 
0)(ab 天 0,2 了 关 2pa),M 是 抛物 线 上 的 点 , 设 直 线 AM 、BM 与 抛物 线 的 另 一 交点 分 别 
为 Mi Mz. 求 证; 当 M 在 抛物 线 上 变动 时 (只 要 MM 存在 县 Mi 关 Mz) ,直线 Mi Me 
恒 过 一 个 定点 ,并 求 这 个 定 尽 的 华 标 . \ 

解 设 M( 部 3),M, = (38 2p° y )(i = 一 1,2), 则 钨 得 MM; 的 耳 绕 方 程 为 

yo Vi = 一 y( yo 十 vy;) — 2px(i 一 -一 ] ， 2 ). 

MM 的 直线 方程 为 yy 一 yy y2) — 2pY. 四 (1 
将 Ala,5),B( 一 a,0) 分 别 代 入 MM ,MM; 的 方程 得 

(yi — by = by — 2 ,yy = 21,， 

消去 YO0 得 (yi — b)2pa -一 (py， 一 2 pa )yz 9 


整理 成 MM， 的 方程 形式 ,得 yY12 一 hey 十 yz) 一 Zpa. ”© 
将 @ 与 比较 知 直线 MM, 过 定点 (< 名 
注 ” (1) 本 题 利 用 了 轮换 对 称 简化 了 方程 MM; 与 MiMi; 的 计算 ,并 且  ，y 只 设 


不 求 ,使 运算 大 大 简化 


(2) 按照 上 述 证 明 方 法 可 将 本 题 推广 为 :已 知 抛物 线 y? = 2pz 及 两 定点 Alai， 
01)，Blaz ,bz)(A,B 不 在 抛物 线 上 ,日 5 关 妈 ,但 5b，bs = plai 十 as)),M 是 抛物 线 上 
的 号 , 设 AM ,BM 与 抛物 线 的 男 一 交点 分 别 为 Mi ,AM , 则 点 M 在 抛物 线 上 变动 时 ， 
MM 和 便 过 定点 ， 并 且 按 上 述 证 法 可 证 明 MM 经 过 的 定点 为 


uib» — QD pla — 2) 
Ql bi -一 已 bi — Dp» ). 


例 5 (福建 省 竞赛 题 ) 求 被 曲线 族 4z2 + 5y — 8mz — 20my + 24m? — 20 = 0Cm 
为 实 参数 ) 的 每 一 条 曲线 截 得 的 线段 都 等 于 之 V5 的 直线 


解 上 线 方程 可 配方 为 科 二 世 ) + 一 1 
由 此 看 出 曲线 族 是 一 族 椭圆 ,其 中 心 (m,2m) 在 直线 y = 2z 上 ， 且 椭 加 的 长 加 2a = 


ee 
Gk i 


2V5, 短 轴 20 一 4 是 国定 不 变 的 , 故 要 使 椭圆 在 直线 上 所 截 得 的 线段 都 等 于 写 V5, 直 线 
必须 与 直线 y 一 2z 平行 , 故 可 设 所 求 直 线 方程 为 y 一 2z 十 六 代入 于 十 邯 = 1 得 


247z2 + 202&z 十 582 一 20 一 0. 个 


2 2 
设 /与 椭圆 局 十 二 ] 的 交点 为 MiGzy)y MGz yy2);, 则 Zi ,zi 为 的 两 个 根 .由 


2 一 一 -一 
韦 达 定理 得 Z1 十 并 二 一 b,x 一 2 5 20 


于 是 ,由 yi 一 yz = 一 20zl 一 心 ) 及 已 知 条 件 得 
C3 YB)’ 一 | AAA | 一 (Zi 一 2 二 (Yi — ys)’ 一 (zi 一 并 2) 


50 一 20] 
24 


= 5[Czm | 22) — hziz] = 5[(— Sh)? 一 4X 
解 得 5 = 十 2. 所 以 ,所 求 直 线 方 程 为 y 二 2x 填 2. 
注 ”在 求 直 线 被 曲线 所 截 得 的 线段 长 时 ,和 常 弟 要 利用 韦 达 定理 来 简化 计算 而 不 必 
将 交 拟 坐标 计算 出 来 
(2) 灵活 运用 平面 几何 和 曲线 本 身 的 知识 (定义 性质、 曲线 系 等 ) ,简化 计算 过 程 
例 6 (1997 年 上 海 市 竞赛 题 ) 在 双 曲 线 zy = 1 上 ， 俩 坐标 为 的 点 为 A， , 横 


坐标 为 2 的 点 为 Bn E NG), 记 坐标 为 (Q1,1) 的 点 为 M. 又 P,(zi,y,) 是 八 A,BM 
的 外 心 , 当 nn 一 十 co 时 , 求 P; 的 极限 点 的 坐标 (4,5) ,这 里 a 二 limnz = lim y,. 
no 7- 十 ce 


= 7 十 上 | n 二 | nn i | 
解 ” 吻 得 A,,B, 的 坐标 7 n 0 ;7 文 MG ， 故 
| MA, |= | MB, |= /rr 十 (二 六, 所 以 人 MA,B, 为 等 腰 三 角形 且 底 边 的 斜率 
Kap 一 一 人 ] 
因为 M 在 直线 y = 王 芝 上 ,所 以 底 边 的 中 竺 线 方程 为 y> 一 了, 由 此 知 z 一 y, ,A,M 的 
2 十 上 | 1 
zri | 
的 下 列 直 线 上 : 
1 十 2 十 1] 


nn 1 nl1) 


). 


渤 汪 应 亲民 十 帐 洋 江 加 渤 闭 OO 


池 闻 规 糙 村 百 尾 涟 证 同 泪 C 


yh 
蕊 经 曲 


加 li “位 性 (2n + 1)” \ 。 i: > 
与 了 A 联 立 可 求 得 村 四 277(77 十 1) ;所 以 lim yy 一 一 lim x, 2， 


改 极限 点 的 坐标 为 (a,6b) 二 (2,2). 

例 7 (1988 年 加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 )AB 为 椭圆 的 长 轴 ,O 〇 为 中 心 ,F 为 焦 
尽 , 卫 为 椭圆 上 一 点 ,CD 为 通过 O 的 弦 且 平行 于 过 忆 的 切线 ,直线 PF 与 CD (或 其 延长 
线 ) 区 于 Q 点 .证 明 或 否定 PQ = 0A4 = 0B. 

解 如 图 6-3, 设 椭圆 的 另 一 个 焦点 为 严 , 连 
PF 交 CD 于 Q', 且 设 PF 交 CD 于 Q,; 过 FF 作 CD 的 
平行 线 交 PF 于 R ,TT 为 过 PP 点 的 切线 . 

由 椭圆 的 光学 性 质 及 CD // TT 知 人 PF’'R = 
LPQQ= /ATPQ = /TPQ= /PQQ’ = /PRF.. 
所 以 PQ = PQ,PF = PR. 义 O 是 FF 的 中 点 ,OQ NA 
FR, 故 FQ 一 QR = QF ,从 而 有 


2PQ = PQ PQ’ = PF + FQ+ PQ 6 
— PF -QF + PQ 
= PF+PF = 2a. 


于 是 PQ 二 a 二 O04 = 0B. 

注 ”在 例 6 中 我 们 利用 了 等 腰 三 角形 的 性 质 , 在 例 7 中 则 利用 了 平行 线 的 性 质 及 
椭圆 的 光学 性 质 和 椭圆 的 定义 ,从 而 减少 了 计算 . z 

(3) 选择 曲线 方程 的 形式 和 恰当 地 设置 坐标 系 

坐标 系 的 建立 和 选择 (直角 坐标 系 、 极 坐标 系 、 复 平面 ) 都 将 直接 影响 到 计算 的 繁 
杂 程 度 . 此 外 ,曲线 方程 的 形式 (直角 坐标 方程 . 极 坐 标 方程 .参数 方程 等 ) 的 确定 也 应 
根据 题目 条 件 和 结论 的 特点 来 确定 ,这 也 是 减少 解析 几何 运算 量 的 一 个 有 效 途径 . 

例 8 〈1991 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 O 为 抛物 线 顶 点 ,下 为 焦点 旦 PQ 为 过 下 的 弦 . 
已 知 | OF | 二 a, | PQ |== 5, 求人 OPQ 的 面积 . 

解法 一 以 下 为 极点 ,射线 FO 的 反 向 延长 线 为 极 轴 建立 极 坐标 系 , 则 抛物 线 方 

一 1 ey 

设 忆 点 极 角 为 6(0 €E (0,7)), 则 点 Q 的 极 角 为 十 9, 所 以 


加 2a Za da _ 4a 
? =| TQ |= pr + pe = l—cost 1l—cos(x+0) 1 一 cos20 sin:0’ 


Sopo -一 9AoOFP 十 SSAvEo -一 到 .| OF ] .| PF | . sin9 十 元 ] CF ] .| FO | sin(x — 0) 


C2 

1 1 。 奥 

= 1OF |. (PF LH PQ Dsing = 5°| OF 1:| PQ |. sing 林 

多 

l a 克 

= EN ab. 数 

解法 二 以 O 为 原点 ,OF 为 x 轴 建 立 直 角 坐 标 系 . 因为 | OF | = a, 下 为 焦点 , 故 | 中 
抛物 线 的 方程 为 yx = 4ax , 设 直线 PQ 的 参数 方程 为 由 
Xx 二 4 十 tcosy，, 是 

一 tsing, 人 


/ 为 PQ 的 倾斜 角 ,O E (0,r) , 代 人 抛物 线 方程 ,整理 后 得 
tsin 0— datcos0 — 4a: = 0. 
说 其 两 根 为 4,z;, 则 
b 一 | FQ | 一 | PF | 十 | FQ | 一 大 | 王 V (二 ts) — dtit; 


dacost\s /1 4a 
C0) 4 和 Sin20 


下 同 解法 一 

注 1) ) 当 已 知 条 件 或 结论 涉及 从 菜 点 出 发 的 几 条 线段 的 长 度 时 ， 可 考虑 以 该 点 
为 极点 建立 极 坐 标 方 程 来 解 ,常常 可 使 问题 易于 求解 . 

(2) 当 已 知 条 件 或 结论 涉及 过 一 定点 的 弦 的 长 度 时 ,日 二 导 该 鳌 的 方程 用 直线 的 
参数 方程 表示 ,利用 参数 的 几何 意义 和 韦 达 定理 便 很 易 求 出 纺 的 长 度 . 

例 9 (1996 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 如 图 6 - 4， 
圆 (六 . 圆 与 人 AABC 的 三 边 所 在 的 三 条 直线 都 
相 切 , 达 .F CC、 五 为 切 点 ,并 且 BG ,FH 的 延长 线 
交 于 P 点 .求证 PA | BC 

解 ” 设 |BC|=a,|CA|=6,|AB|=4， 
户 一 六 (十 0 十 o) ,图 O, 圆 0 的 半径 分 别 为 Ri， 
FRR, 则 | CE |= p, | BF |=| EB |=p—ua, 
EF |= |EBI+T|IBF|=p—atp=0+c. UUE 
为 坐标 原点 ,EF 为 x 轴 正 向 建立 平面 直角 坐标 图 6-4 
系 , 则 各 点 的 坐标 为 EC(0,0)， Blp—a,0), Cp,0), FO + ce,0) ,Oe,R,) ,0, 00, 


Ro) 又 OA,O, 共 线 上 且 二 是， 故 由 分 点 坐标 公式 得 A 点 的 横 坐标 


() 
奥 
林 
匹 
到 
数 
学 
中 
的 
真 
是 
分 
析 


又 圆 Oi , 贺 O; 的 方程 分 别 为 
圆 C 〇 :[Lz 一 (8 十 c) 十 (yy 一 民有， 
圆 :x 二 (yO— RR;,)” = 
切 点 弦 BC ,FH 的 方程 分 别 为 
EG:pr+(0—Ri)(y—R) = 及, 即 y 二 二 
本 
> 一 一 并 (人 一 0 一 o) 


述 两 个 方程 联 立 求解 可 得 交点 的 横 坐 标 为 zp 一 其 Re 


可 见 za 一 XP， 及 以 PA | BB. 

注 本 是 右 取 癌 为 原点 ， 则 由 于 | BD | ,| CD | ,| ED | ,| DF | 的 表达 式 较 复杂 ， 
将 使 计算 变 得 复 末 ; 硅 取 B 或 C 为 原点 , 则 计算 也 要 稍微 复杂 些 

3. 解析 几何 中 的 最 值 问题 和 不 等 式 证 明 

(1) 转化 为 求 代 数 或 三 角 函 数 的 最 值 和 值 域 

例 10 (1998 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 和 奇 椭圆 x? 十 4(y 一 a)? = 二 4 与 抛物 线 xz: 二 2y 有 
公共 点 , 则 实数 a 的 取 值 范围 是 

解 ” 填 [ 一 1 二] 理由 :由 x 十 4(y 一 a)” 二 4, 可 设 x 二 2cos0,y 一 4 十 sing, 代 
人 Xx 二 2y 得 4cos:0 = 二 2(a 十 sin)9， 
故 < 一 2cos0 一 sing 一 2 一 2sin20 一 sinb0 一 一 2(sin0 十 二 7 十 电 


因为 一 1 过 sin0 过 1,; 所 以 0 过 (sin9 十 地 )? 世 全 , 故 一 1 入 < 去 总 


例 11 (1994 年 四 川 省 高 中 竞赛 题 ) 已 知 点 卫 在 圆 z: 十 (y 一 4)2 一 1 上 移动 ,点 
Q 在 椭圆 三 + y 一 1 上 移动 , 求 | PQ | 的 最 大 值 . 


解 因为 圆心 为 (CO0 4) ,CC(3cosO， sing) 9 十 是 
| OQR | = (3cosO)’ 十 (sing 一 4)2 = 9cos20 十 sin20 一 8sin0- 二 16 


一 9 一 9sin0O 二 sin20 一 8sin0 十 16 一 27 一 8(Csin20- 十 sing 十 二 ) 


27 8(sin9 十 方 ) < 27 


ENs 


专 题 研 究 系 列 


当 0= 一 二 时 取 等 号 , 故 [10Q | v27. | PQI<IPOI+|IOQ|I=1+vV?27=1+3Y3, 


当 0 = 一 友 时 等 号 成 立 , 故 | PQ | 的 最 大 值 为 3v3 十 1. 


(2) 转化 为 讨论 一 元 二 次 方程 的 根 的 性 质 

例 12 (1995 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 给 定 曲 线 族 2(2sing 一 cosl 十 3)z 一 (8sinl 十 
cos0 十 1)y 一 0(0 为 参数 ). 求 该 曲线 族 在 直线 y = 2z 上 所 截 得 的 弦 长 的 最 大 值 . 

解 ”该 曲线 过 原点 ,而 卫 线 y = 2z 也 过 原点 , 故 曲 线 族 在 y 二 2z 上 所 鹤 得 的 骇 
长 取决 于 曲线 与 y 二 2z 的 另 一 个 交点 的 坐标 . 

把 y = 二 2x 代入 曲线 方程 ,得 (2sin0 一 cos0 十 3)x* 一 (8sin0 十 cos0 二 1)x = 二 0. 


因 2sing 一 cosg 二 V5sin(0 一 arctan 二) 十 3 关 0, 故 当 z 关 0 时 ， 


8sing 十 cos0 二 1 
一 2sin0 一 cos 十 3 山 
. 2u ]— ww 8 1] 
今 sin0 二 一 ,cos0 = ,x ， 
~ SInN T 二 cOSO 1 二 则 六 D1 on tl 


2z4 二 2(X—4)u++ (rt—1)=0. 
因 w € R, 知 当 z 关 0 时 ,有 : 
A=|2(zr—4)|—8rCr—1)=4(—x 67x16) 
一 一 4(zxX 十 8)(X 一 2) 宇 0， 
解 得 一 8 委 Z 委 2 且 z 关 0, 所 以 |zlm 二 8. 由 y= 二 2+ 得 | yy |wmwx 二 16. 故 所 求 弦 长 


的 最 大 值 为 v8 十 16? 一 8V5. 

注 《5 利用 二 次 方程 的 判别 式 求 但 的 范围 时 ,应 注意 其 二 次 项 系数 不 等 于 零 , 否 
则 束 不 是 一 元 二 次 方程 ,不 能 用 判别 式 求解 . 

GD 得 出 由 后 也 可 用 下 列 方法 求 z 的 范围 

由 中 得 (x 十 1)cos0 十 (8 一 27x)sin9 十 1 一 3Xx 二 0, 于 是 点 (cos0,sin9) 既 在 直线 7， 
(T+ 十 1D)X 十 (8 一 27)Y 十 1 一 37 一 0 上 ,又 在 单位 圆 和 十 扩 二 1 上 , 故 圆心 (0,0) 到 
直线 ! 的 距离 4 = i << 1 全 (1 一 3z) 二 (十 1)2 十 (8 一 
27z) 人 大 十 6z 一 16 和 过 0 全 一 8 过 工 近 2. 

(3) 利用 常用 基本 不 等 式 ( 如 平均 值 不 等 式 、 柯 西 不 等 式 等 ) 


例 13 给 定 椭圆 态 十 点 =1(a>0b> 0) , 求 与 这 个 椭圆 有 公共 交点 的 双 曲 线 , 使 
以 它们 的 交点 为 项 点 的 四 边 形 的 面积 最 大 ,并 求 出 相应 的 四 边 形 的 顶点 坐标 . 


半 冰 请 间 雪 王 性 演 油 加 恒 o 


于 六 离 凋 要 乓 性 注 虹 加 涡 王 O 


解 设 双 曲 线 方程 为 五 一 点 = 1(m > 0,n > 0). 由 已 知 条 件 必 一 一世 = 


2 2 
二 之 一 1 
a” 六 
m* 十 n*， 解 方程 组 , ， 
2 2 2 二 1， 
1 5 一 77 


得 椭圆 与 双 曲 线 的 交点 坐标 满足 | + |= 经 ,| y|= 思 


因 椭 圆 与 双 曲 线 关 于 + 轴 和 y 轴 对 称 ， 所 以 以 它们 的 交点 为 项 点 的 平行 四 边 形 是 矩形 ， 
从 而 其 面积 


2 2 
S=4| 7 |= EY < Et ~ 20, 


等 号 成 立 当 且 仅 当 w 一 二 太一 全 豆 ，, 故 所 求 的 双 明 线 方程 为 


XT yy》 1 
a 一 及 a 一 信 
2 2 
人 四 个 顶点 (LL 2 0) 了) 
从 而 相应 的 四 边 形 的 四 个 也 举 标 为 (全 ,万 )， 万 ,万 万 ， (一 万 
例 14 (1998 年 上 海 市 竞赛 题 ) 已 知 抛物 线 y = x* 上 有 一 个 正方 形 的 三 个 顶点 
4, 有 B,C, 求 这 种 正方 形 面积 的 最 小 值 . 
解 ”不妨 设 4AB 在 > 轴 右 侧 ( 包 括 y> 轴 ), 且 设 4,B,C 的 坐标 为 (zl 好 )， 
(zzz < 0 有 zz < ABC = 90°. 设 AB 的 斜率 为 上 盖 0, 则 


2 


|。 一 7X 一 到 (区 一 )， 


Ta — XS = 一 二 (zs 一 zx)， 
解 出 xz! 二 上 一 zs,xs 一 一 二 一 zz. 由 | AB |* 二 | BC |? 得 


(Xi XT) (TO) 于 — XT) (7 ， 


有] (1 十 &D)CZI 一 ze) = (+h [Cs — ra) 9 


本 2 代 人 


得 2z2 十 过 一 AA 一 2z2), 故 尼 一 二 一 (2 十 2)2 之 0， 


故 2 一 3 一 k(x 一 XX ), 将 1 一 一 R 一 .2 93 一 一 一 


解 得 k 宇 1 , 日 x; = , TEA 


kl 
2R(R 十 1) 


1 4B 1 三 V1I 十 参 (zi 一 za) = Vl+k (km—2r)= v1 十 妨 [ 开 一 es] 


因此 ,正方 形 的 面积 的 最 小 值 为 2. 

(4) 利用 曲线 的 定义 .性质 及 平面 几何 的 知识 

例 15 (1997 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 在 平面 直角 坐标 系 中 , 厂 方 程 m(x 十 y 十 2y 十 
1) 二 (x 一 2y 十 3)” 表示 的 曲线 是 椭圆 , 则 mx 的 取 值 范围 是 ( ” ). 


¢ 

| 5 k*“+l] 奥 

一 Y 十 外 大 让 下 本 林 

厅 克 
k+l, ETI Lk.N2 YT) _ 数 

kk k+l1] 于 & 十 1 让 

等 导 成 立 当 日 仅 当 & 一 1, 这 时 xs 二 0,B 与 原点 重合 . 的 
题 

分 

析 


A. (0,1) B. (1, 十 ce) CC.(0,5) D. (5, °°) 
二 vi 一 
解 ” 选 D 理由 :由 已 知 得 省 所 二 二 一 /总 , 这 说 明 动 点 (x,y) 到 定点 (0， 
V1 十 (一 2 
一 1) 与 到 直线 x 一 2y 十 3 一 0 的 距离 之 比 等 于 常数 \/ 互 ,由 椭圆 定义 得 /号 < 1, 和 


例 16 (1992 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 困 数 f(x) = Vr! 一 3zx: 一 6x 十 13 一 
VX 一 Zz 十 1 的 最 大 值 是 . / 

解 ” 填 V10. 理 由 :由 f(x) = V(r 一 3 十 (x 一 2)? 一 
VX 十 (ZX? 一 1)7, 可 知 了 f(x) 表示 抛物 线 y 二 x? 上 的 点 到 两 
点 A(3,2) 和 B(0,1) 的 距离 的 差 . 

如 图 6-5, 因 A 在 抛物 线 的 下 方 ,B 在 抛物 线 上 方 , 故 直 
线 AB 与 抛物 线 相交 ,交点 由 方程 组 


y 一 工 
和 一 上 加 6 - 
| 一 3 二 0 加 
确定 . 消去 y 得 3 六 一 z 一 3 一 0, 因 稼 系数 小 于 零 , 故 方程 必 有 负 实 根 ， 设 负 实 很 对 应 的 
点 为 C,; 则 


f(x) =| PA -| PB |<| ABI= VFT(-1 = VI, 
当 且 仅 当 已 与 C 重合 时 等 号 成 立 , 故 f(x) 的 最 大 值 为 VI0. 


妆 冰 多 冯 下- 征 工 汪汪 售 入 郊 O 


【 解 题 思维 策略 分 析 
例 17 已 知 人 ABC 中 各 顶点 的 坐标 分 别 为 A(zi ,1 (za sy2) ,Cr y3), 
E.F 分别 在 直线 AC 、AB 上 , 且 全 = 加 ,和 二 全 (0m 了 一 ln 关 一 4 十 m 十 n 关 0)， 


/FEC 
求 直 线 BE 与 CF 的 交点 坐标 . 
解 ” 由 定 比 分 点 坐标 公式 得 EE 点 的 横 坐 标 为 


n 
TT 十 


zp — _ 
1 + 也 /十 7 

另 一 方面 ,由 梅 涅 劳 斯 定理 有 人， 用 一 一 1， 

于 是 一 二 .2 二 上 一 2 二 

从 而 再 次 利用 定 比 分 点 坐标 公式 ,得 已 点 的 横 坐 标 为 

ee mrs es 

1 + [二 m+n 

同 理 可 得 ,PP 的 纵 坐标 为 yp 一 人 2 

所 以 ,所 求 交点 坐标 为 (和 于 2 二， 


注 ”由 例 17 中 公式 可 得 人 ABC 中 重心 G ,内 心 玫 重心 五 ,外 心 0 的 坐标 分 别 为 
GH 十 Ts 十 .sy yi 十 yz 十 23 ) 
3 人 Ee 


3 
1 十 xz 十 cz ayi1 二 Oy; 十 cys ) 
a 十 p 十 <c ” a+d+b+c 


a b C ,. _4a b C 
HSOsA®! osB cosC cosAY! cosBY? + cost™’, 


a b Cc a b C 
cosA 十 cosB 下 cosC cosA 十 cosB 下 cosC 
OH sin2A + xzsin2B x3sin2C yisin2A + y2sIin2B+ y; SID2(- ) 
sin2A 二 sin2A 二 sin2C sin2A 二 sin2B + sin2C 


例 18 已 知 AOB = 0(9 为 党 数 日 0 一 0 一 可) , 动 点 P.Q 分 别 在 射线 OA4 ,OB 
上 使 和 OPQ 的 面积 恒 为 36. 设 人 OPQ 的 重心 为 G, 点 M 在 射线 OG 上 且 满 足 | OM |= 


3 
> | OF |. 


C) 
(1) 求 | 06 | 的 最 小 值 . 其 
(2) 求 动 点 M 的 轨迹 . 匹 
分 析 因为 QA ,OB 关于 一 AOB 的 平分 线 对 称 , 为 了 计算 简单 和 保持 轨迹 方程 的 入 
对 称 性 ,我 们 以 O 为 原点 ,了 AOB 的 平分 线 为 x 轴 建 立 坐 标 系 . 中 
解 ”以 O 为 原点 ,二 4OB 的 平分 线 为 zx 轴 建 立 直角 坐标 系 . 则 可 设 PCacos 号 ， 网 
题 
asin 了),Q(beos ,一 bsin 5 ), 其 中 |OP |=a, | OQ |= 必 于 是 Ah4OB 的 重心 G 的 | 分 
析 
坐标 为 
0 一 (acos 5 十 2cos 5 十 0) 一 (a 十 bcos 本 
ye 一 二 (asin 5 — bsin 5 十 0) 一 (a -Dsin 5, 
OG| :=r 二 ye = 1 (0 -+b ) | Lab (cos 0 sin 4) 
9 9 2 2 
一 了 (di 十 ) 十 Sabcos0 > 3 。2ap 十 人 abcosb 
_4 2 0 
一 9 WCOs 5 


] ，. 72 
义 已 其 3Aora 一 万 csinl 一 36, 即 ob 一 xD 于 征 
/4 72 20 4 ord 
10O5 | 之 "5 "coS 5 一 4 cot 万， 


当 且 仅 当 a 一 0 一 \/ 二 2 时 等 号 成 立 , 故 | OG | 的 最 小 值 为 4A/ cot 吃 . 


(2) 设 M 的 坐标 为 M(z,y), 则 由 | OM |= 立 | OG | 得 


工 一 Sz 一 六 (十 Dcos >0， 
3 1 PN 0 
y= F566= F(a b)sin 5. 


9 | o a 和 o ” 
COS Sl 一 COS 7 SiN 2 


2 2 


半 冰 敲 疯 下 开心 渤 进 莫 江 沽 C 


.BOD,0) CCc 0) ， 则 


] C Sin’ 0 2Sin 一 coOS 也 
~ 2 2 ”2 2 
2 之 
有 一 Fj = 1(r>0) 
30cot 3 30tan 万 
,| 
故 M 点 的 轨迹 为 双 曲 线 一 一 一 二 1 的 右 侧 一 支 . 
306cot 5 30tan 7 


注 本题 如 不 考虑 对 称 性 ,不 以 了 AOB 的 平分 线 为 x 轴 , 计 算 量 要 增 大 ,而 且 得 
出 点 M 的 畦 迹 方程 较 复 洒 , 难 于 判定 曲线 的 形状 . 

例 19 (2001 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 八 ABC 中 ,QO 为 外 
心 , 三 条 高 AD ,BE ,CF 交 于 点 日 ,直线 ED 和 AB 交 于 MM， 
FD 和 AC 交 于 N. 求证 : (1D)OB | DF,OC | DE; 
(2) OH | MN. 

证 明 (1) 如 图 6 -6 建立 直角 坐标 系 , 设 A(0,a)， 


AB 的 方程 为 wz 十 by 一 ab = 0， CD 

CF 的 方程 为 bx 一 uy 一 tr 一 0. CO) 
将 上 述 方程 中 5 与 c 交换 得 

AC 的 方程 为 az 十 cy 一 ac 二 0， (3) 

“BE 的 方程 为 cr 一 cy 一 克 二 0. (4) 
于 是 可 求 得 HCO, 一生). 又 BC 的 中 垂 线 方程 为 了 一 “于 ， 图 6-6 
AC 的 中 重 线 方程 为 ?一 了 一 (z 一 气 ), 故 可 求 和 a 二) 
a 2 2a 


又 因 FD 过 下 , 故 可 设 其 方程 为 
(ar 十 四 一 尼 ) 十 Ar 一 ay 一 多 ) = 0. 
而 FD 过 原点 (0,0) ,所 以 4 一 一 人 竺 ,代入 上 式 整 理 得 FD 的 方程 为 
一 0. (9) 
所 以 Km = .又 Kw 二 全 十 多 ,于 是 
ac—ab 


和 


) 2 
Ki * Kos = 2 “和 二 入 


所 以 OB |] FD. 同 理 可 证 OC | ED. 


一 一 1， 


> 


天 


、w -日 (a + tee (bp— cac 
(2) 联 羡 5 可 得 和 N( ua” 二 2 一 Bo O 
2 EE 一 /日 (a’ 十 Ac)pP (CC 一 20)cb 奥 
交换 0 -可 上 人 XX 可 得 MM 9h 一 bp? a 2 | 2b 一 声 )， 故 让 
(c—Oap (一 c)ac 页 
pp 2 a tk albte) 数 
WV Fb bp (Cath ec a + 3 3 
a 二 2b a 2c—e 
a 十 _ (KK) 真 
又 上 人 2a a _ a + 3 题 
A pte 0 cp 十 c)” 分 
2 析 

故 RMN ” Re 一 一 | ,从 而 OH | MAN. 


注 ”本题 中 利用 了 字母 的 对 称 性 ,只 要 将 AB ,CF 中 的 字母 B 与 C 交换 , 便 可 得 
AC 、BE 的 方程 . 只 要 将 N 的 坐标 中 2 与 c 交换 , 便 可 得 点 M 的 坐标 ,从 而 简化 了 计算 . 


例 20 设 P,Q 是 椭圆 三 + 六 一 1(a 放 5 放 0) 上 任意 两 点 ,满足 人 POQ = 了 (这 


里 O 为 椭 回 中心), 试 求 pp 十 Tog 的 最 大 值 和 最 小 人 


分 析 “为 了 使 于 计算 | OP | ,| O08 |, 将 点 PQ 的 坐标 化 为 极 坐 标 . 
解 放 P(x ;V1) ,Wr »Y2) ,化 为 极 坐 标 ， 可 令 Xl 二 coOsb yi 一 SinO zs 一 


pcos(CC 十 六 ) 一 一 0; Sin y， 一 msin( 了 十 外 = 二 pzcos0, 代 入 椭圆 方 程 ,可 求 出 


a 人 
1 p2cos20- 二 asin20- f bp’ sin’0+-a’cos0 
1 ] 1 .1 Vb cos:0 a’sin’ “+ Vb sin:0- a’cos:0 


于 和 TOBT 二 TORT pe- 
取 直 和 角 坐 标 为 Macos9,psin0) ,NIasin0,pcosO) 的 两 点 ON. 则 有 有 


1 | 1 LONI+IOM | -LNMN 
oP| 10 ab ww 


a” (cos0 — Sing + Bsinf — cosO)’ 
CD 


2 2 2 
NY 十 已 cos Ca Da Eb) 
ap 人 ab 


当 9 二 hr 一 子 (kE€ Z) 时 等 号 成 立 , 故 [| 十 Tc 所 -的 最 大 值 为 2 士 包 ) 
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sm EPE 


专 题 研 究 系 列 


为 了 求 最 小 值 ,我 们 要 用 到 下 列 不 等 式 : 
若 4a 宇 d 宇 0,c 宇 5 这 0,; 则 Va 十 5 十 Vc 十 d 宇 Va 十 c 十 Vb 十 d, 等 号 成 立 当 且 
仅 当 a 二 4d 或 6 = c. 事实 上 ， 
(Vat+b+ vei+ad)— (Vat+ct+ votd) 
一 (va 二 po 一 va 十 c) 十 (Vc 十 d 一 VB 十 Cd) 


一 (bo > 0， 
VC 二 二 wa 二 c vcd vot+dad 
人 


下 面 观 睹 T 屯 T -二 十 | | 的 表达 式 , 注意 到 azsin20 守 > Bb?sin?0 之 0,a?cos:0 之 


六 cos20 全 0, 由 上 述 不 等 式 得 
1 ， 1 ~ Va 2 sin :0 a’ cos 十 VOD:cos:0+ 0 sin:0 _a+tb 
10P| OP | tToal OR 二 ap | 


有 人 、 ob 
当 0 一 kr 或 hr 十 下 (为 整数 ) 时 等 号 成 立 ， TY T0511 的 最 小 值 是 


; QQ 十 六 
注 (1) 本 是 求 最 大 值 时 ,可 先 求 出 pT 十 十 二 二 ;由 利用 柯 西 不 


2 日 1 2 十 D V2(a” et 
等 怀 得 TOPT 十 reg < 8 十 1°),] TO r+- ,等 号 成 立 


当日 仅 当 | OP |= | 08 | 全 | cos0 | 一 | sin0 | pr 十 二 (人 为 整数 )， 所以 [十 


T0617 的 最 大 值 为 二 全? 


(2) 当 已 知 条 件 或 结论 涉及 以 原点 为 端点 的 线段 长 度 时 ,可 考虑 化 为 极 坐 标 计算 ， 
帝 稼 可 使 问题 易于 求解 . 

例 21 已 和 抛物 线 yx = 2px(p 二 0) 的 一 条 长 :的 弦 AB , 求 4B 中 点 M 到 y 轴 
的 最 短 距离 ,并 求 此 时 点 M 的 坐标 . 


解 因 A.B 在 抛物 线 y? 一 2pr 上 , 故 可 设 A(s- 510) BC 5s) 则 AB 的 中 点 M 


2 
的 坐标 为 zu 一 福全 ,yu 一 二， 


于 是 《〈c 十 b = 4yh,(a—0)’ = 2(a 0) (ato)’ = 8prm — 4yY. 
义 由 已 知 条 件 | AB |= ,得 
[2 一 (下 元 亿 )2 二 (oa 一 0 一 (ae 一 六 2 . (a+0) 十 4 
2p 4p” 


尖 琵 经典 4 全 


dyu + 4p ， 
4p” 

即 4C2prm O— yu) yh tp )— pL = 0. ( 
(1) 当 ! 关 2 时 ,由 GO 有 


XM 一 35L Ch + p) 十 


— (8prm — 4yM) 


pl/ 1.2 
4(ymu+p) 2 


1 Pi 7/ Lp 
人 35 “< 4 2 2 ° 人 


wa um Lp pl ,, /2C 一 22) 
等 号 成 立 当 日 仅 当 yM 十 办 Rp 了 。 (3) 
故 M 点 到 y 轴 距 离 的 最 小 值 为 minzw = 和 上, 这 时 M 点 的 坐标 为 


沪 冰 清音 臣 玫 本 轩 涝 本 江 沽 O 


(一 声 p(t — 2p)) 
2 2 . 
(2) 当 0 二 /二 2p 时 ,@@ 中 每 号 不 可 能 成 立 , 由 (中 有 xm 二 部 +) ,对 
C2 4 Fp) N+ PE 4 ~ 2 2 
8p (yf + pe) CB + p) >0( 因 4p 之 p14). 


可 见 zw 是 y% 的 单调 递增 函数 . 当 yw = 0 时 ,zw 取 最 小 值 minzw 二 未 ,这 时 M 点 的 


过 2 一 你 1 一 


2 
坐标 为 ($0) 
L 
: 330 /2p 时 ， 
TI 这 AT = ] 


2 
当 0 二 7 二 2p 时 ,M 点 的 坐标 为 (0) 当 /1 之 2 时 ,M 点 的 坐标 为 
2 2 . 


注 ”利用 不 等 式 求 最 值 时 ,一 定 要 注意 等 号 能 否 成 立 ,本 题 之 所 以 要 分 两 种 情形 
讨论 , 正 是 因为 不 等 式 2 中 等 写成 立 的 充 要 条 件 @ 中 只 有 当 / 写 2p 才 有 意义 . 


例 22 已 知 椭圆 =; 了 十 点 = = 1(a >0 之 0) 的 内 接 平行 四 边 形 的 一 组 对 边 经 过 它 的 


半 冰 证 世 亚 性 进 由 入 洱 O 


GE 


两 个 焦点 , 求 这 个 平行 四 边 形 的 面积 的 最 大 值 . 
分 析 如 图 6-7 作 Fi 日 1 AB, 则 Sigew 二 | AB |*| Fz 理 |, 而 求 | AB |， 
FH | 的 长 ,可 通过 以 所 为 极点 建立 极 坐 标 系 而 求 出 ， 
解 。” 如 图 ,以 左 焦 点 户 为 极点 ,Z 轴 正方 站 为 极 轴 
建立 极 坐 标 系 . 过 作 FH |」 AB, 垂 足 为 日 ， 中 杭 国 访 


程 为 6 一 1 一 ecos0' 其 中 ‘Ta 一 为 离心 率 ， z 一 一 一 一 
和 为 左 焦点 到 左 准 线 的 距离 . 设 过 F 的 弦 AB 的 倾斜 角 


为 4(0 < 0 一 x),MW ACo ,0 ,Blp; ,二 7) ,于 是 
| AB | =| AP |+| AF, [一 0 十 Cs 


ep ep 图 6 7 
本 [二 ecgo 台 十 ] 一 ecos(T +0) 
加 Zep 
1 一 ezcos20 
| PH |=| FF, | sind = 2csind. 
， 4epc sing dab’csing 4ab’e 4ap“c 
Sianep =| AB |:| FH|=— Sn CS 一- 0 一 
in 
sing 


2 
其 中 Fo = + = sing(0 < i < 1). 


(车 0 一 之 之 之 1 时 ,由 则 f(D) 宇 2V “Ct 一 2be( 当 且 仅 当 t 一 了 2 时 取 等 号 )， 


此 时 -ABCD < fe 一 200， BE) SABCD 的 最 大 值 为 Zc. 
(2) 若 和 1 时 ， 议 0 二 过 tz 声 1, 则 


_6 2 六 六 
f(t1) 一 f(t,) 人 pe 十 C £1 Tt to 一 一 一 一 ( 自 — £2) (Ht 一 二) 0, 即 天) > 
] 1» tilt C 
f(tz)， 所 以 f(z) 在 (0,1] 上 严格 单调 递 碱 , 故 了 (2) 宇 f(1) = 如 十 一 ,有 Swngcp 去 
2 2 、 
2 和 一 人 《( 当 目 仅 当 + 一 1 时 取 等 号 ), 即 Smwew 的 最 大 值 为 和 2 
综 上 可 得 , 当 0 二 了 之 1 时 ,Si 的 最 大 值 为 24b; 当 上 > 1 时 ,Soascp 的 最 大 值 
be 
为 一 


例 23 过 抛物 线 y = 2pz(z2 为 不 等 于 2 的 素数 ) 的 焦点 下 , 作 与 x 轴 不 垂直 的 直 
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加 磊 红 曲 ES 


线 1 交 抛 物 线 于 M 、N 两 点 ,线段 MN 的 垂直 平分 线 交 MN 于 已 , 交 x 轴 于 Q. 


(GD) 求 PQ 中 点 R 的 轨迹 (L) 方程 ; 8 

(2) 证 明 :L 上 有 无 穷 多 个 整 点 ,但 二 上 任意 整 点 到 原点 的 距离 不 是 整数 裕 
证 明 (1) 抛物 线 的 交点 为 (各 ,0) , 设 1 的 直线 方程 为 y 一 k(x 一 如) ,代入 抛物 线 目 充 

是 数 

方程 得 她 (z 一 多 ) = 2px， 
的 

即 kr? — (pk’ 十 2 用 ) 工 十 二 大庆 —0. 真 
题 

由 韦 达 定理 得 zi 十 zo = 大 地 22， 分 


这 里 ,zs 分别 是 M.N 的 横 坐 标 , 故 己 的 横 坐 标 为 zz 二 型 方 于 一 大- 十 弘 ,P 的 纵 


坐标 为 yp 一 人 ( 然 让 22 一 刀 ) 一 户 :而 PQ 上 4 故 PQ 的 方程 为 
y 一 卫 二 过 (+ 一 他 十 22)， 


2k° 
2 
代入 ya 一 0, 解 得 za = 十 好 十 22 - 二 2 


设 动 点 Kk 的 坐标 为 (x ,yy) , 则 


TYZP 十 Ze pp. _yriyo pp 
2 PTs’y 2 二 28 


因此 ,p(x 一 轧 ) = 右 一 48, 即 PQ 中 点 R 的 轨迹 方程 是 4y 一 p(x 一 pp)(y 关 0) 
(2) 显然 对 任意 非 空 整数 1, 点 (p(4z 十 1) ,在 ) 都 是 二 上 的 整 点 , 故 志 上 有 无 穷 多 


个 整 点 . 
反 设 L 上 有 一 个 整 点 (x,y) 到 原点 的 距离 为 整数 ,不 妨 设 x 守 0,y 让 0,m 让 0， 
则 
六 + y — 1172 ， QD 
ay = p(x —p). © 


因为 p 是 奇 素 数 , 故 p | y. 由 @ 可 推出 p|xz, 再 由 推出 p|m, 设 x = priyy = 
Py197 一 pmi; 则 中,@ 化 为 

Tl 十 yi 二 mi， (3) 

{og 4) 


由 避 , 世 得 zi 一 (8m)? 一 17, 即 (8 十 1 二 8m)(8z 十 


法 冰 亢 间 于 理性 涟 沽 同 江 关 O 


Sq ESE 


] — 87n1 ) 一 17 ,于 是 GT] 十 1 十 8741 一 17 ,87 十 】 S77 -一 1 ,得 思 — 认 一 一 1 ,从 而 yi 一 


U， By =— py1 = 4， 但 L 上 的 点 满足 y 关 0, 歼 盾 . 


因此 ,世上 任意 整 点 到 原点 的 距离 不 为 整数 , 


【模拟 实战 六 


pd 


Fu 


< 


-> 


ll 


与 ) 


所 


oo 


9 


A 组 


2 2 
. (2002 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 直线 亏 十 二 一 1 与 椭圆 于 + 二 1 相交 于 A,B 两 点 ,该 


加 上 点 卫 使 得 人 PAB 的 面积 等 于 3, 这样 的 P 扩 共有 (  ). 
A.1 个 B.2 个 C.3 个 D.4 个 


. (1996 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 把 圆 x? 十 (y 一 1)* == 1 与 椭圆 9x’ 十 (y 十 1)? 二 9 的 公 


共 点 用 线段 连接 起 来 所 得 到 的 图 形 为 ( ” ). 
A. 线段 B. 不 等 边 三 角形 C. 等 边 三 角形 ” D. 四 边 形 


. (2000 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 已 知 A 为 双 曲 线 x? 一 vy = 二 1 的 左 顶 点 ， 所 也 和 把 C 在 双 


曲线 右 分 文 上 ,人 ABC 是 等 边 三 角形 , 则 人 ABC 的 面积 是 


. 给 定 抛物 线 C:y = 47, 了 是 C 的 焦点 ,过 顾 的 百 线 ! 与 抛 物 线 C 交 于 A、 B 两 点 ,全 


率 为 1, 则 向 量 GA 与 OB 的 夹 角 等 于 


. (1994 年 四 川 省 高 中 竞赛 题 ) 已 知 已 在 圆 z 十 (y 一 4)? 一 1 上 移动 ,Q 在 椭圆 于 十 


y 二 1 上 移动 , 试 求 | PQ | 的 最 大 值 . 


. (2001 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 椭圆 p = 7 一 的 短 轴 长 等 于 
,《〈1984 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 对 所 有 满足 1 过 nn 过 mr 这 5 的 m,n, 极 坐 标 方程 p = 


1 __ 表示 不 同 的 双 曲 线 的 条 数 是 (  )， 


] 一 Cr cosb 
A.5 B. 10 C.7 DD.6 
. (美国 和 第 3 届 数 学 平面 上 的 一 个 椭 立 ,焦点 在 (9,20) 和 (49,55) ,并且 


.《 俄 罗斯 第 16 属 雪 学 奥 林 匹 二 是 ) 给 定 一 个 圆 和 它 内 部 一 点 AM ,考虑 所 有 可 能 的 抵 


形 MKTP , 它 的 顶点 天, 了 王位 于 圆 上 , 求 点 工 的 轨迹 . 


. 证 明王 一 (x 一 轨 2 十 (V2 一 和 一 避 在 0 二 <v2,>0 上 的 最 小 值 为 8. 


| 


B 组 


2 2 
. (2000 年 会 国 高 中 联赛 题 ) 已 知 CGo:x? 十 半 二 1 和 GO :二 十 — 1(a 汪 5 > 0), 试 


问 : 当 且 仅 当 a,65 满 足 什 么 条 件 时 ,对 Cl 上 任意 一 点 卫 , 均 存在 以 P 为 项 点 ,与 Co 外 
切 、 与 C 内 接 的 平行 四 边 形 ?证 明 你 的 绪论. 


.〈2001 年 全 国 高 中 联赛 试题 ) 设 曲线 C1; 三 十 y 二 1(a 为 正常 数 ) 与 Ci:y = 


2(z 十 m) 在 工 轴 上 方 仅 有 一 个 公共 点 卫 ， 
(1) 求实 数 mm 的 取 值 范围 (用 a 表示 ). 


(2)O 为 原点 ,车 Ci 与 x 轴 负 半 轴 交 于 A, 当 0 二 4 二 让 时 , 斌 求人 OAP 的 最 大 值 


. (1997 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 双 曲 线 xy 一 1 的 两 支 为 c ,C2 ,正人 PQR 的 三 个 顶点 


位 于 此 双 曲 线 上 . 
(1) 求证 :P.Q、R 不 能 都 在 双 曲 线 的 同一 支 上 ; 
(2) 设 P( 一 1, 一 1 在 C 上 ,Q,RR 在 Ci 上:, 求 QR 的 坐标 . 


. (1984 年 山西 省 高 中 竞赛 题 ) 已 知 点 A(4,1),B(0,4) 和 直线 1:37z 一 > 一 1 一 0, 试 在 


/上 找 一 点 卫 使 | PA | 一 | PB | 最 大 , 试 求 己 点 的 坐标 . 


. (美国 第 18 届 数 学 邀请 赛 题 ) 设 整数 xz 满足 0 二 vv<z 上 且 A 为 (tw 令 忆 与 A 


关于 直线 y 一 工 对 称 ,C 与 妃 关 于 y 轴 对 称 ,D 与 C 关于 z 轴 对 称 ,与 D 关于 y 轴 
对 称 , 五 边 形 ABCDE 的 面积 为 451, 求 十 v. 


. 求证 :以 抛物 线 y = 2px 过 焦点 的 弦 为 直径 的 圆 必 与 此 抛物 线 的 准 线 相 切 . 
. 已 知 实数 < 满足 :有 且 只 有 一 个 正方 形 ,其 4 个 顶点 均 在 曲线 y = x 十 ar 上 . 试 求 该 


正方 形 的 边 长 . 


.蝴蝶 定理 的 推广 ) 已 知 MN 是 圆 O 的 一 条 弦 , 民 是 弦 MN 的 中 点 ,过 R 任 作 两 条 相 


交 的 强 AB 和 CD, 过 A、B.C.D 四 点 的 二 次 曲线 厂 交 MN 于 PQ 两 点 , 求 
证 | PR |=| KQ | 


. 过 不 在 椭 加 上 的 任意 一 点 卫 作 两 条 直线 民 和 4 ,分别 交 椭圆 于 A、B 和 C.D 四 点 .车 


li ,lz 的 倾斜 角 为 a,B 且 a 十 8B 二, 则 A、BC、D 四 点 共 圆 . 


2 2 
10. 已 知 双 曲 线 一 于 十 5 二 1 上 存在 三 点 ACxi ,yi1),BCV26,6) ,CCxs ,ys) 到 一 个 焦 


扩 下 的 距离 成 等 差 数 列 . 证 明 :线段 AC 的 中 垂 线 必 经 过 一 定点 ,并 求 该 定点 的 坐标 . 


渤 渤 放 并 民 卫 很 溢 江 则 入 姜 O 


( 
奥 
林 
匹 
克 
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的 
真 
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【基础 知识 


数学 竞赛 中 的 立体 儿 何 问题 ,主要 涉及 求 角 ( 线 线 角 包括 异 面 直线 所 成 的 角 、 线 面 
角 、 面 面 角 即 三 面 角 ) 、 求 距离 (点 点 路、 点 线 距 、 点 面 趾 、 异 面 直线 之 间 的 距离 .平行 的 
线 线 距 .平行 的 线 面 距 . 平 行 的 面 面 距 )、 求 面积 (侧面 .截面 .全 面积 ) 与 体积 ,以 及 位 置 
关系 的 判定 等 . 高 中 联赛 中 主要 以 选择 题 .填空 题 以 及 求解 角 、 距 、 积 的 形式 出 现 . 求解 
这 些 问题 常常 需要 熟悉 一 些 特殊 几何 体 ( 如 正方 体 . 四 面体 .平行 六 面体 .球体 、 锥 体 、 
柱 体 , 以 及 从 正方 体 或 四 面体 规制 下 的 某 特 殊 儿 何 体 或 补 形 成 特殊 几何 体 ) 的 性 质 以 

结论 ] (1) 两 条 寞 面 卫 线 分 别 与 它们 的 公 垂 线 所 确定 的 两 个 平面 所 成 的 二 面 角 
等 于 这 两 条 异 面 耳 线 所 成 的 角 . 

(2) 线段 AB 的 两 端 在 直 二 面 角 M -CD - N 内 ,并 且 与 两 个 面 所 成 的 角 为 a 和 8B， 
异 面 直线 AB 与 CD 所 成 角 为 9, 则 | sin20 = sin2a 十 sin2 有 

结论 2 (1) 大 A、B 是 异 面 且 线 a、b 上 的 两 点 ,EF 是 公 重 线段 ,点 瑟 在 C 上 ,点 下 
在 5 上 上 上， 是 AEF = m,BF = n， 则 异 面 十 线 a 和 6 所 成 的 角 09 满 
足 cosg 二 EF +m +n—AB: z 


2nmm 


(2) 若 A.B 是 异 面 直线 a.b 上 的 两 点 ,EF 是 公 重 线段 , 则 异 面 直线 AB 和 EF 所 成 
的 角 9 满足 cosp = A 


结论 3 ” (1) 长 度 为 7 的 线段 与 其 射影 线段 的 长 1。 有 如 下 关系 ;lo 二 1。cos0, 其 中 
0 为 线段 与 其 射影 所 成 的 夹攻; (2) 长度 为 /的 线段 在 其 共 面 的 两 相互 垂直 的 直线 上 的 
射影 长 分 别 为 由,, 则 兰 一 时 十 有 ;03) 长 度 为 ! 的 线段 ,与 它 在 三 条 两 两 互相 乖 直 的 下 
线 上 的 射影 长 分 别 为 如 ,6B; 则 2 = 二 2 十 十 2 

结论 4 (1) 面积 为 S 的 多 边 形 与 其 射影 面 的 面积 $S。 有 如 下 关系 ;So 二 S。cosb， 
其 中 9 为 多 边 形 所 在 平面 与 其 射影 面 所 成 二 面 角 的 大 小 . (2) 面积 为 S 的 多 边 形 在 三 个 
两 两 互相 垂直 的 平面 上 的 射影 面积 分 别 为 SS, .S, , 则 S: 二 S? 十 S3 十 S3.(3) 若 台 
各 侧面 与 底面 所 成 的 二 面 角 均 为 0, 则 SFf 一 St = Sw ，cosb. 特别 地 , 当 SI = 0 时 为 锥 
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体 情 形 . 

结论 5 如 图 7 - 1, 在 三 校 锥 -ABC 中 ,VC | 展 面 
4BC, 设 二 面 角 V-A4B -C 的 大 小 为 9g, 记 人 VAC = 和 (此 三 棱 
锥 可 视 为 长 方 体 中 截 得 的 几何 体 ). 

(1) 邦人 ACB = 90° ,i LVBC 一 怒 , 则 tan:9 二 tan*0 十 
tan’ 0 ; 

(2) 者 AVB = 90°,ie VBC = 0, 则 sim? = sin*0 十 


sin’ 0 ; 


sind 


(3) 记 LVAB = 0, 则 sing = 站 图 7-1 


(4) 记 LVAB = 小 BAC = &, 则 cosw =- tan ， 日 有 cosb 一 cost 。 CcOsy， 


tano 还 有 COSO; 一 cost »。 cosb, 
; “有 coso 二 一 一 一 一 一 一 一 一 ， 
sing, 了 sin0 。sind, 


结论 6 ”在 三 楼 锥 站- ABC 中 ,二 面 角 V-AB -C 的 大 小 为 p, 人 VAC = 9， 
/BAC = ,AVAB = 0, 则 cosp = < 一 cosC。 costy 


sind 。sinty 
【基本 问题 与 求解 方法 ] 


例 1 (2003 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 在 四 面体 ABCD 中 , 设 AB = 1,CD = V3, 直 线 
AB 与 CD 的 距离 为 2, 夹 角 为 三 , 则 四 面体 ABCD 的 体积 等 于 (  ). 


V3 1 、 工 

A. ; B. = z C. = 

解 ” 选 B. 理由 :如 图 7-2, 过 C 作 CE 和 AB, 以 

人 CDF 为 底面 ,BC 为 侧 校 作 棱柱 ABFE 一 ECD , 则 所 求 


四 面体 的 体积 V 等 于 上 述 楼 柱 体积 多 的 去 , 而 
Sr = CE .CD .sinECD,4B 与 CD 的 从重 线 
MN 就 是 棱柱 ABF -ECD 的 高 , 故 

Vi 二 六 MN CE .CD .sinLECD = 六 ,因此 一 图 7-2 


ly 1 
3 V2 = 7 
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尝 阔 商 间 全 玫 性 汪 油 同和 尝 肖 0 


洒 冰 离 凋 亚 王 尾 上 二 同和 注 汪 Oo | 


-_ 圆 内 的 点 ,O 为 底面 圆 的 圆心 ,AB | OB , 重 足 为 B,OHF | PB， 


| 的 大 小 关系 是 ( 。 )， 


”EE 
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例 2 (2004 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 如 图 7- 3, 顶点 为 了 的 圆 
锥 的 轴 截 面 是 等 腰 直 角 三 角形 ,A 是 底面 圆周 上 的 点 ,B 是 底面 


Pp 


"ey 


1------S 


垂 足 为 五 , 旦 P4 = 4,C 为 PA 的 中 点 . 当 三 棱锥 -HPC 的 体 


和 最 大 时 ,OB 的 长 为 ) Be 
A. 5 B, 2Y5 | 
3 3 图 7-3 


C. v6 D. 2v6 


解 ” 选 D. 理 由 ;因为 AB | 0B,AB | OP, 则 AB | PB. 又 OH | PB, 则 面 
PAB | 面 POB, 所 以 ,OH | 丙 C,OH | PA. 因 为 C 是 PA 中 点 , 则 OC | PA ,所 以 ， 
PC 是 三 棱锥 忆 - 五 OC 的 高 , H PC = 2. 

在 RtAOHC 中 ,OC = 二 2, 所 以 , 当 HO 二 DC 时 ,SAaoc 最 大 ,也 即 Vo ppc 一 VPpon 
最 大 .此 时 ,HO 一 5, 则 HO = 二 OP. 故 LHPO = 30", 所 以 ,OB = OP tan30" 一 248 

例 3 (第 11 届 “希望 杯 ” 邀请 赛 题 ) 从 一 个 半径 为 1 分 米 的 圆 形 铁 片 中 前 去 圆心 
角 为 了 沪 度 的 一 个 央 形 ， 将 余下 部 分 卷 成 “个 圆锥 (不 考虑 连接 处 用 料 )， 当 圆 锥 的 容 

T Tt 、 
A. 及 B. C. (3—V2)7n 
解 选 D. 理 由 : 设 圆锥 的 容积 是 ,底面 半径 是 ,高 为 疡 , 依 题 意 ,得 


V 一 5 — 3 纺 守 ) 7 


; (2 ry /4 5 7 V (27 — x) (4nr— x ) 


D. 6—2Y6. 


= F172 


《47 — 4nr| rx) (8nr—27rx)。 5 


其 中 (4 一 4rr 十 区 ) 十 (4x 一 4rz 二 xz) 十 (8rz 一 2z2) 二 8x (常量 ). 
所 以 , 当 4 一 4 十 人 一 8rr 一 2 三 , 即 3z2 一 12rr 十 472 一 0， 

5 5” 2V3 

时 ， “从 5 2( 3 3 ) = 

例 4 间 7 届 “ 硕 望 杯 ” 邀 请 赛 题 ) 由 平面 M 外 一 点 向 M 引出 的 两 条 射线 所 夹 的 

和 朋 是 a(0 二 a 二 7)， 网 条 别 线 在 MM 内 的 央 影 所 夹 的 角 是 BC0 < B<)， 那么 wa 与 有 之 间 


Bx 一 


A.a Bp B.a=8 C.a>p D. 不 能 确定 
解 ” 选 也 .理由 :如 图 7-4, 点 PP 在 平面 M 外 ， 
PB .PD 是 两 条 射线 ,PA | 平面 M 于 A,AB 和 AD 是 
PB 和 PD 在 平面 M 内 的 射影 ,BPD = 二 a, 人 人 BAD = 
8, /APD 一 ,使 7 == 26( 这 是 可 以 做 到 的 ). 然后 固 
定 P.A、B 三 点 的 位 置 及 AD 的 方向 , 当 万 点 靠近 从 
| 点 时 ,a 的 大 小 可 以 无 限 通 近 B, 这 个 过 程 中 ,a 可 以 等 
于 B, 也 可 以 大 于 B. 同样 ,如 开始 的 图 形 中 ,让 Y= 


六 8, 则 当 万 点 趋 近 A 点 时 ,会 有 a 二 图 7-4 


| 例 5 (1998 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 .FG 分 别 是 正四 面体 ABCD 的 棱 AB 、BC、 
CD 的 中 点 , 则 二 面 角 C-FG -EF 的 大 小 是 ( ). 


半 沪 启 焰 疏 扩 忧 涟 油 合 凌 浇 0 


V2 


A. arcsin V6 B. 可 十 arccos 8 C. 了 -atrctanV2 了 D.r 一 arccot 六 


解 ” 选 D. 理 由 :如 图 7-5, 作 EPE | 平面 BCD, 则 
EE， | BG. 因 ABCD 是 正四 面体 , 则 AC | BD. 叉 EF/ 
AC,FG /BD, 则 EF |] FG, 故 EF | FG, 所 以 人 EFE, 
是 二 面 角 -FG -B 的 平面 角 , 记 为 a. | 

设 正 四 面体 ABCD 1 1; 则 它 的 高 AH 


VAB’—BH’=, /1 V6, EE, 一 5AH 


6 


| 


图 7-5 


又 = 5AC 一 , 则 a 一 arcsin( 6/ 3 )= arcsiny， 从 而 二 面 角 C-FG -FE 的 大 小 


V6 V2 


为 工 一 arcsin 二 一 工 一 arccot 这 ， 
3 2 


例 6 (1997 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 如 条 空间 三 条 直线 ab.c 两 两 成 异 面 直线 ,那么 
与 a.b.c 都 相交 的 直线 有 (  ). 

A.0 条 B. 1 条 

C. 多 于 1 条 的 有 限 条 D. 无 穷 多 条 

解 ” 选 D. 理由 : 首先 ,无论 a.b.c 的 位 置 是 怎样 的 , 总 可 作 一 个 平行 六 面体 
ABCD -AlBiCiDi, 使 AB 在 直线 a 上 ,BC 在 直线 b 上 ,DID 在 直线 c 上 ,如 图 7-6. 
再 在 DD 的 延长 线 上 任 取 一 点 MM, 由 MM 与 a 确定 平一 个 平面 <, 平面 a 与 直线 BiCi 交 


于 已 ,与 直线 AD, 交 于 Q, 则 PQ // w 于 是 ,在 平 


_N, 这 样 ,直线 MN 就 同时 与 直线 a .bc 相交 . 由 于 
点 M 的 取 法 有 无 穷 多 种 , 故 同 时 与 .be 都 相交 


村 冰 认 凋 亚 所 性 汪 灌 同 洪 王 C 
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面 “ 内 ,直线 PM 不 与 a 平行 ,PM 必 与 a 交 于 一 后 


例 7 (第 5 届 “ 希 望 杯 ”邀请 赛 题 )D\E 分 别 
是 正四 面体 (所 有 棱 长 都 相等 的 三 棱锥 )V -ABC 
中 楼 AB 、4C 的 三 等 份 点 (AD : DB 二 2:1,AE: 
EC = 二 2 ; 1), 则 通过 DE 是 平行 于 VA 的 截面 
是 (  ). 

A. 正方 形 

B. 矩形 但 不 是 萎 形 

C. 萎 形 但 不 是 矩形 

D. 平行 四 边 形 但 不 是 矩形 也 不 是 菱形 

解 ” 选 B. 理由 :如 图 7-?7, 在 人 ABC 中 ,AD : 
DB =AE : EC =2:1, 可 得 DE // BC, 且 DE = $BC. 
由 VA WV 截面 DEFG ,可 得 DG // EF,DG = EF, 有 H 
DG = 于 VA,DEFG 是 平行 四 边 形 且 两 邻 边 不 等 ,由 “ 4 c 

D 


VA 二 VB 二 VC 一 AB = BC = 0A ,可 得 VA | DE, 故 
DG | DE ,DEFG 是 矩形 但 不 是 萎 形 . 


例 8 (第 4 届 “ 希 望 杯 ” 邀请赛 题 ) 已 知 正方 体 .等 图 1-7 
边 圆柱 球 的 表面 积 都 是 S, 体 积 依次 是 Vi 、V Vs , 则 (  ). 

A. 二 有 所 全 B.V <V < VW 

CV VV D.V < Vi < V: 


: 3 
解 选 A. 理由 :正方 体 :S = 6w ,a = ove [人 -一 方 <; 等 边 圆 柱 :S 一 2xR 十 


5 
2 个 2 [> 
2nk 2K = 6nk’ ,KR = "V2 = — xk’ .2R = 2n 2 54n > 一 Vi; 球 


Sy 4p /1S SS 
1 3 一 a kh 一 36X 一 An VV, 故 V 一 V < V,. 


例 9 (1996 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 高 为 8 的 圆 台 内 有 一 个 半径 为 2 的 球 O , 球 心 O， 
在 图 合 的 轴 上 , 球 O 与 圆 台 上 底面 .侧面 都 相 切 ,图 台 内 可 再 放 和 人 一 个 半径 为 3 的 球 


Wp AnxR’ ,Re 一 一 


HH Se 四 TiS. ts rh se Ra 
人 1 0 
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0O; ,使 得 球 O, 与 球 O . 圆 的 下 底面 及 侧面 都 只 有 一 个 公共 点 . 除 球 Q , 圆 台 内 最 多 还 
能 放 人 半径 为 3 的 球 的 个 数 是 (  )， 
人 ,上 B.2 C.3 D.4 


解 ” 选 B 理由 : 作 过 0 的 圆 台 的 轴 截 面 ,如 图 7-8(1) ,再 作 过 0; 与 圆 台 的 轴 生 


直 的 截面 ,过 截面 与 圆 台 的 轴 交 于 圆 0, 由 图 7 - 8(1), 易 求 得 00D, 一 4 


7-8 
这 个 问题 等 价 于 :在 以 0 为 圆心 ,4 为 半径 的 圆 上 , 除 O; 外 最 多 还 可 以 放 几 个 点 ， 
使 以 这 些 点 及 O; 为 圆心 ,3 为 半径 的 圆 彼此 至 多 有 一 个 公共 点 . 


由 图 7-8(2),sin45 < sinb 一 了 < sin60 , 则 45 二 9 二 60 ,所 以 最 多 还 可 以 放 人 


[2 | 一 1= 3 一 1=2 个 点 ,满足 上 述 要 求 , 即 贺 台 内 最 多 还 可 以 放 人 半径 为 3 的 球 2 


A 
三 . 
例 10 (1995 年 全国 高 中 联赛 题 ) 设 0O 〇 是 正三 棱锥 P-ABC 底面 人 ABC 的 中 心 ， 
过 〇 的 动 平面 与 PP -ABC 的 三 条 侧枝 或 其 延长 线 的 交点 分 别 记 为 Q.、R.S, 则 和 式 


l ] 1l 
PO PRT PS' ) ， 


A. 有 最 大 值 而 无 最 小 值 

B. 有 最 小 值 而 无 最 大 值 

C. 既 有 最 大 值 又 有 最 小 值 , 且 最 大 值 与 最 小 值 不 等 

D. 是 一 个 与 平面 QRS 位 置 无 关 的 常量 

解 ” 选 D. 理 由 ;如 图 7-9, 四 面体 PQRS 可 以 划分 成 以 O 点 为 公共 顶点 ,分 别 以 
和信 PQR 、 人 PRS .入 PQS 为 底面 的 三 个 三 棱锥 . 由 已 知 人 QPR = 人 RPS = 人 QPS 一 a. 

义 O 是 P-~ABC 底面 人 ABC 的 中 心 ,O 〇 点 到 三 个 侧面 的 距离 相等 ,可 设 为 d, 则 三 
楼 锥 O- PQR、O- PQS 的 高 都 是 4 ,于 是 有 Vros 一 Vorar 十 Voras 十 Voras = 让 PQ 
PR .sina 。 d 十 二 PR 、PS 。sina 。 d+ aPQ. PS 。sina d, 


半 冰 训 凋 下 丘 柑 秋 油 个 涉 沽 OO 
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另 一 方面 ,四 面体 PQRS 又 可 以 看 作 是 以 Q 为 顶点 ,以 
和 人 PRS 为 底面 的 三 棱锥 Q - PRS , 设 PA 与 面 PBC 的 交角 
为 0，， 则 该 三 棱锥 的 高 是 PQ 。，sin9 于 是 ， 又 有 
Vpors 一 Voprs = PR 。 PS 。Ssina。PQ 。sin0, 从 而 PQ ， 
PR 。d 二 PR。PS vd 二 PS。PQO .d=PR. PS. PQ .sind, 


| 了 = 
即 忆 s 十 有 十 闵 ,为 前 量 . 


例 11 (2004 十 全 加 高 中 联 守 题 如 图 ?7- 10, 正 方 体 
ABCD -Ai1BiCiD 中 ,二 面 和 朋 A-BD-A4 的 度数 
是 

解 项 6o" 理由 :如 图 7- 10, 连 结 DiC, 作 CE | 
BD 于 EE, 延 长 CE 交 A1B 于 FF, 则 FE | BD. 连结 AE， 4 
由 对 称 性 知 AEF | BD , 则 人 FEA 是 二 面 角 A -BD - 

Ai 的 平面 角 . 连结 AC, 设 AB 二 1, 则 AC = AD =Y5， 
BD, 一 V3. 


芝 冰 光 凋 下 开本 入 趟 同学 泪 O 


AB ». AD, 


v2 
BD = 在 八 AEC 


2 "2 2 2 2 
中 ,cos AAFC = 人 EAC 24P -AC _ 


2AE »。 CE 2AF? 
3 _，» / 
4 1 
一 7 一 一 一 字 ， 所 以 人 AEC = 120% 而 人 FEA 是 
3 


了 AEC 的 补 角 , 故 人 FEA = 60". 
例 12 第 11 届 "“" 和 希望 杯 ” 邀 请 赛 题 ) 如 图 7- 11, 三 楼 

台 ABC - DEF 的 上 、 下 底面 边 长 的 比 是 1: 2,G 是 CF 的 

中 点 , 则 楼 台 被 截面 AGE 分 成 的 上 、 下 两 部 分 体积 的 比 是 


(楼台 体积 V = 和 (ti 十 V 于 十 F), 其 中 履 是 
台 高 ,f, 玉 是 上 、 下 底 的 面积 ). 
解 。 填 和 . 理由 : 设 妃 了 分 别 是 AD .BE 的 中 点 , 设 


HI 交 AE 于 上 因为 棱 侣 上、 下 底面 边 长 是 1 : 2, 故 可 设 
上 、 下 底面 的 面积 为 4S 和 16S, 于 是 其 中 截面 HIG 的 面积 
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为 9S. 
又 HJ : JI 一 2; 1 , 则 SAHIG = 6S ,Sc 一 359. 
设 校 台 的 高 为 2h, 则 V fABC-DEF —— 二 2PA 4>” 十 16S 十 V4。 16S°) 一 一 AS. 


有 下 部 分 一 Y 锥 AHUJG 十 -DEF 一 V 锥 EJ1G ) 


一 了 6S 十 [二 sh(9S 十 16S 十 V9， 16S) — 二 有 3S] 


40 


一 2hS 十 当 hs 一 3 


hs, 


Ve 3 56 VV 名 下 部 分 

例 13 第 10 届 < 厦 望 村 ”这 请 守 题 ”4 由 校 锥 癌 - ABCD 中 ,AOB = 30", 面 
OAB 和 面 OBC 所 成 的 二 面 角 的 大 小 是 0, 且 cosb = aw 一 c, 其 中 a.b、c E N, 且 6 不 被 
任何 质数 平方 整除 , 则 a 十 5 十 c = 

解 ” 填 14. 理由 :如 图 7-12, 设 OB = 上 上， 则 BC? 二 
R 十 k" 一 2 。cos30 二 (2 一 V3)k .在 面 AOB 内 , 作 
AH 1 OB 于 吾 , 连 HC, 则 由 正四 校 锥 的 对 称 性 知道 
HC | OB, 因 而 LAHC 是 二 面 角 A -OB -C 的 平面 


角 , 于 是 人 AHC = 由 人 A0B =30", 知 AH = 了 40 = 


六 池 朵 灿 民 于 民 潍 沿 同和 凌 效 OO 


屎 台 下 部 分 _ 40 3 Vr 部 分 2 


$， 在 人 ARC 中 ， 由 余 强 定理 得 cosb = 


AH2 + HC 一 Ac _ 2AH?—AC’ _ 7 
HV3 一 7. 因 为 0 


题 设 cos06 = 二 a 一 c,a.b.c EE N 日 5 不 被 任何 质数 的 平方 整除 ,所 以 a = 4,b 二 3,c = 
7. 


【 解 题 思维 策略 分 析 】 

1. 充分 利用 正方 体 、 长 方 体 等 特殊 多 面体 的 性 质 

例 14 (2003 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 一 个 四 面体 的 
所 有 楼 长 都 为 (3 ,四 个 顶点 在 同一 球面 上 , 则 此 球 的 表 
面积 为 ( ). 

A,. 3X B. 4 


C. 3 V3x D. ox 


和 
i 2 站 
加 本 147 
i 本 | 
站 


淋 闻 交 音 否 玫 性 环 浊 回头 尊 C 


/号 一 3,P = 4,AC = BC =5,AB = 3 V2,SAagc = 


EEE 
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解 ” 选 A. 理 由 :作出 一 个 棱 长 为 1 的 正方 体 , 如 图 7-13. 连 AB, AD 、AC .CDi、 
CBi1、BiDi , 则 四 面体 ACB1D, 为 符合 题 意 的 四 面体 ,而 它 的 外 接 球 的 直径 为 正方 体 的 
对 角 线 长 . 

设 该 外 接 球 的 半径 为 尺 , 则 2RR=A4C =V3, 所 以 此 正四 面体 外 接 球 的 表面 积 S = 
4TR 一 37. 

例 15 (第 7 届 " 和 希望 杯 ” 邀 请 赛 题 ) 在 三 棱锥 己 -ABC 中 ,一 APC = /CPB = 
/BPA = 了 ,并 且 PA = PB = 3,PC = 4, 又 M 是 底面 ABC 内 一 点 , 则 MM 到 该 三 楼 
锥 三 个 侧面 的 距离 的 平方 和 的 最 小 值 是 . z 

解 。 填 .全 .理由 :由 于 题 设 的 三 楼 锥 在 顶点 处 的 三 个 面 角 都 是 90", 所 以 这 个 楼 
锥 可 以 看 作 是 长 方 体 的 一 个 角 体 ,从 而 可 以 应 用 长 方 体 的 性 质 质 , 对 角 线 的 平方 等 于 二 
边 的 平方 的 和 . 

如 图 7- 14, 设 点 M 到 棱锥 各 侧面 的 距离 是 MD、 
ME NMF , 则 MD 十 ME 十 MF2 = MP:. 当 MP | 面 
ABC 时 ,MP 最 短 , 这 时 三 棱锥 已-ABC 和 A-PBC 是 
等 体积 的 , 所 以 MP = :PB: PC 其 中 PA -= 


SIAABC 


3 /aT 2 » _ 144 
> VAl. 于 是 MP = 于 , 即 MP 一 


2. 善于 运用 转化 的 处 理 策略 图 7-14 

例 16 (2003 年 全 国 高 考题 ) 如 图 7-15, 在 直 三 村 
柱 ABC -ABC 中 ,底面 是 等 腰 直 角 三 角形 , ACB 二 90", 侧 楼 AA1 = 2,D.E 分 别 
是 CC 与 A1B 的 中 点 ,点 在 平面 ABD 上 的 射影 是 人 ABD 的 重心 G 

(1) 求 A1B 与 平面 ABD 所 成 角 的 大 小 (结果 用 反 三 角 本 数值 表示 )， 

(2) 求 点 Al 到 平面 AED 的 距离 . 

解 (1) 连 BG, 则 BG 是 BE 在 面 ABD 的 出 影 , 即 人 EBG 是 A BE 平面 ABD 所 
成 的 角 . 设 FF 为 AB 的 中 点 , 连 EF FC. 由 万、 上 分 别 是 CC1、A1B 的 中 点 ,又 DC | 平面 
ABC, 则 CDEF 为 矩形 . 

连 DF,G 是 八 ADB 的 重心 , 则 G 在 DF 上 .在 RtAEFD 中 ,EF? = FG.FD 二 
] 


FED? 因 EF 二 1, 则 FD = V3. 


“| 


于 是 ED =V3,EG 一 1°Y2 - 
V3 
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又 FC=EFED=v2, 则 4B -2v2,AI 了 一 2vV3,FEB 一 vV3， 


mv 1 5 
从 而 sin 人 EBG = FB 一 3 -万 二 3 ; 即 A1B 与 平面 hg 
ABD 所 成 的 角 是 arcsin 2 


(2) 由 ED | AB,ED | EF,xXEFNAB=F, 则 ED | 
面 Al1AB. 

又 ED 己 面 AED, 则 平面 AED | 平面 A1AB, 且 面 AED 
门面 A1AB = 一 AE. 作 A1K | AF 于 K, 则 AiK | 面 AED, 即 图 7- 15 
AiK 是 A! 到 平面 AED 的 距离 . 在 AAA4AB 中 ,4IK = 


44.4B _ 2.2Y2 -2Y6, 故 A, 到 平面 AED 的 距离 


AB, 2V3 3 
另 解 ” 连 A1D, 有 Va-ape 二 Vpanz. 

设 A! 到 平面 AED 的 距离 为 h, 则 Sanrp ，h 一 Sanag * ED. 

又 Sone 一 于 Saam 一 十 A1A*AB =V5,Swun 一 方 AE .ED 一 吓 , 从 而 h 一 


V3 .V3/ 妈 = 2 V6, 即 Ai 到 面 AED 的 距离 为 2Y6， 


3. 恰当 进行 估算 或 估计 处 理 问题 
例 17 ” 直 三 棱柱 ABC-A BC 的 体积 为 V ,PQ 分别 为 侧 楼 AA'、CC 上 的 点 ,是 
AP 二 CQ, 则 四 楼 锥 B-APQC 的 体积 为 ( 。” ). | 
] 1 、 | l 
A. pM B. a (. 下 D. Ev 
解 ” 选 B. 理 由 :利用 特例 估算 ,奉令 4 与 己 重 合 ,Q 与 C 重合 ,此 时 仍 满足 条 件 


AP = CQ(= 0) , 则 有 Y BAPoc = Veagc 一 ES 一 3V. : 
例 18 《1999 年 全 国 高 考题 ) 如 图 7-16, 在 多 面体 ABCDEF 中 ,已 知 面 ABCD 是 


边 长 为 3 的 正方 形 ,EF // AB ,EF = > ;EF 与 面 AC 的 距离 为 2, 则 该 多 面体 的 体积 为 


A. 5 Bp. 5 C. 6 _D. 也 


外 


切 冰 商 将 竺 葵 恬 逃 过 同和 渡 oO 


OO 
奥 
林 
ue - 
克 
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分 
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解 ” 选 D. 理 由 :利用 估算 , 取 直 三 校 柱 BCF - 
AGD , 则 Y 一 Varnacn 一 Veacp 一 SAar *| AB | 一 


] 1 入 各 _1.i1. 必 .3 
3_1] 
一 了 一 7 
或 直接 求 得 VEaacp 一 1 “3 。2= 6 , 则 可 判断 所 留 7-16 


3 
求 多 面体 的 体积 必 大 于 6, 只 有 D 符合 . 

4. 灵活 运用 有 关 结 论 求解 问题 

例 19 (1988 年 北京 市 竞赛 题 ) 在 正方 体 ACi 中 , 求 二 面 角 CDiB-C 的 大 小 ， 

解 ” 如 图 7-17, 连 C1、.D 交 CD1 于 0O, 和 多 其 OC1 上 
平面 BCD', , 连 BO. 

在 三 棱锥 C1 - BOD 中 ,OC! | 面 BODBC | “ 
CDi, 设 二 面 朋 C -BDIi-O 的 大 小 为 C, 则 由 本 草 绪论 
5(2) ,有 

sinp 一 Sin /CBO+ sin 一 CDIO 


D, 


: oOc 1 工 4 

而 sin _ CIPBO 一 BC, 二 2， 
图 7-17 

sin/ CDiO = sin45 = 2. 


故 求 得 sing 二 网 , 即 一 面 角 Ci -D1B-C 的 大 小 是 60， 


例 20 (1991 年 江苏 省 竞赛 题 ) 设 AA1B1B 为 圆柱 的 轴 
截面 ,C 是 底面 圆周 上 的 一 点 . 又 设 二 面 角 A-A1B-C==&a，, 
CAB = B,CA1B = 二 7, 求证 : 


w 一 arcsin( cos7 

证 明 ”如 图 7-18, 由 CC 是 圆柱 底面 圆周 上 的 点 , 易 知 
AiC |] BC, 过 C 作 CH 上 4B 于 五. 由 圆柱 轴 截 面 性 质 ， 
CH | 轴 和 截面 AA,BB. 

连 Ai 互 , 在 三 棱锥 C- 互 BA 中 ,CH | 底面 HBA'1, 由 本 


Zt .sin CBH 
章 结 论 5(3), 有 sina Sin FCBA 


在 Rt 八 ABC 中 ,CAB = B, 则 sin 人 CBH = sin(90" 一 由 = cos8 


图 7-18 
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在 Rt 人 A1BC 中 ,CA1B==7Y, 则 sin 了 CBA1 = sin(90 一 7 = cosy. 
从 而 sina 一 cosp , 故 a 一 arcsin (SY ) 
COSY 


cosy 

5. 注意 运用 祖 须 原理 求解 问题 
例 21 (2002 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 由 曲线 x 一 4y,Z 二 一 4y,X 二 4,z 二 一 4 围 成 | 
的 图 形 纸 y 轴 旋 转 一 周 所 得 旋转 体 的 体积 为 Vi ,满足 x 十 y 志 16,z 十 (y 一 2)? 宇 4， | 
TX 十 (y 十 2) 之 4 的 点 组 成 的 图 形 绕 y 轴 旋转 一 周 所 得 旋转 体 的 体积 为 Vs, 则 ( ). 


A.V, = 3V B.V, 一 Vy CT 一 多 D. V, = 2V， 
解 ” 选 C. 理由 :如 图 7- 19, 两 旋转 体 均 夹 在 两 相距 为 8 的 平行 平面 之 间 , 用 任 一 


个 与 y 轴 垂直 的 平面 去 截 这 两 个 旋转 体 , 设 截面 与 原点 之 间 的 距离 为 | y | , 则 所 得 截面 
面积 Si 一 (一 4|y1),Ss =z 一 y)—x[4—(2—|y|)?]=rx(4—4|y|)= 


蒜 池 启 灿 己 五 心 潍 时 涝 奖 O 


1 . 
图 7-19 
由 祖上 蛤 原理 , 知 V, -一 V,. 
【模拟 实战 七 ) 
和 A 组 
1. (1994 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 在 正 棱锥 中 , 相 邻 两 侧面 所 成 的 二 面 角 的 取 值 范围 
是 ( ). 
A. (2 En,n) B. (=— Li x) C. (0,) D. (2 Ln, 于 一 区 
71 n 2 n n 


2. 《1992 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 四 面体 四 个 面 的 面积 分 别 为 S1、S;、S;、S, ,它们 的 最 大 


尝 冰 部 凋 薄 王 眉 泣 证 同 洪 交 O 


> ，S， 
值 为 S, 记 4 == 三 一 , 则 4 一 定 满 足 ( ). 


S 
A.2 二 A 三 4 : B.3=A<~4 
C,2.5 过 A 三 4.5 D. 3.5 < 人 < 5.9 


.( 第 11 届 “希望 标 ”邀请 赛 题 ) 正方 体 ABCD -ABCD 中 ,EF 分 别 是 AB、BB, 的 


中 点 , 则 A1E 和 CiF 所 成 的 角 是 (  ). 
V21 


. T 
A. arcsin E 


3 、 工 
B, arccos 5 (.. 1 L). 


co | 


. (第 11 局 “希望 杯 ”邀请赛 题 ) 圆锥 的 侧面 展开 图 是 半径 为 1 ,圆心 角 为 > 的 扇形 ， 


则 过 圆锥 顶点 的 截面 面积 的 最 大 值 是 (  )， 
A. 3 B. 4 cB D. 3 


~ 4 “2 


. (第 10 届 “希望 杯 ”邀请 赛 题 ) 棱 长 为 1 的 正方 体 和 它 的 外 接 球 与 一 个 平面 相交 得 到 


的 截面 是 一 个 圆 及 它 的 内 接 正三 角形 ,那么 球 心 到 该 截面 的 距离 等 于 (  ). 


V3 V3 np 
A. v3 B. 号 C. 所 D. 入 


. (第 8 届 “ 项 望 杯 ” 邀请赛 题 ) 在 二 面 角 w-! -8 的 两 个 面 c、.8 内 ,分 别 有 直 线 ao, 它 


们 与 棱 ! 都 不 垂直 , 则 ( 。 )， 
A. 当 该 二 面 角 是 直 二 面 角 时 ,可 能 a // 5b, 也 可 能 a 上 4 

B， 当 该 二 面 角 是 直 二 面 角 时 ,可 能 a // 6, 但 不 可 能 a | 6 

C. 当 该 二 面 角 不 是 直 二 面 角 时 ,可 能 a /5, 但 不 可 能 a L6 

D. 当 该 二 面 角 不 是 直 二 面 角 时 ,不 可 能 有 a // 5, 也 不 可 能 有 a | 。 


.〈 第 8 届 “ 希 望 杯 ” 邀请赛 题 ) 在 正方 体 AC 中 ,MN 分 别 是 梭 C1D;、AB 的 中 氮 , 4、 


MCN 四 点 在 同一 个 平面 内 , 则 CD 和 平面 AMCN 所 成 的 角 的 正弦 值 是 ( ). 
A. 了 B. 3 C. V6 D. 这 


mh 


“2 “2 3 


. 《第 6 届 " 希 望 杯 ” 邀 请 赛 题 ) 将 校长 为 wx 的 正四 和 面体 和 校长 为 a 的 正八 面体 的 一 个 


面 重合 ,得 到 的 新 多 面体 的 面 数 是 (。 ). 
A.7 B. 8 C. 9 D. 10 


(第 5 届 “ 希 望 杯 ”邀请 赛 题 ) 半球 形 的 碗 内 盛 满 了 水 ,车 将 硫 口 平面 倾斜 30", 则 碗 内 


洪 出 的 水 的 容积 是 原来 容积 的 ( 。 ). 


11 
Bb. 1 ”16 ”16 


10. (第 5 届 “ 希 望 杯 ” 邀请 赛 题 ) 圆 台 的 上 底 半 径 为 5 厘米 ,下 底 半径 为 10 厘米 ,母线 


AB 长 20 厘米 (其 中 了 在 下 底 圆周 上 ) ,从 母线 AB 的 中 点 M 拉 一 条 绳子 ,围绕 圆 台 是 < 

的 侧面 转 到 且 点 , 当 所 用 绳子 最 短 的 时 候 ,绳子 上 的 点 和 圆 台 上 底 圆周 上 的 点 之 间 是 藉 

的 最 短 距 离 是 (。” ). 区 
A. 6 厘米 B. 5 厘米 C. 4 厘米 D. 3 厘米 上 

11. (2003 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 将 八 个 半径 都 为 1 的 球 分 两 层 放置 在 一 个 圆柱 内 ,并 使 由 学 
得 每 个 球 和 其 相 邻 的 四 个 球 相 切 ,是 与 圆柱 的 一 个 底面 及 侧面 都 相 切 , 则 此 圆柱 的 | 钠 
高 等 于 . 真 

12. (2001 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 正方 体 ABCD - AiBiC; Di 的 楼 长 为 1, 则 直线 AC 与 | 交 
析 


BD 的 距离 是 . 

13. (2000 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 一 个 球 与 正四 面体 的 六 条 校 都 相 切 , 若 正四 面体 的 棱 长 
为 a, 则 这 个 球 的 体积 是 ， 

14. (1999 年 全 国 融 中 联赛 题 ) 已 知 三 棱锥 S -ABC 的 底面 是 正三 角形 ,A 点 在 侧面 
SBC 上 的 射影 五 是 ASBC 的 重心 ,二 面 角 五 -4B -C 的 平面 角 等 于 30",SA4 = 
2vV3. 那 么 ,三 棱锥 S-ABC 的 体积 为 

15. (1998 年 全 国 高 中 联 午 题 )AABC ,CC = 90°, ZB = 0 AC = 2,M 是 AB 的 


体积 等 于 

16. (1997 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 已 知 三 棱锥 S-ABC 的 底面 是 以 AB 为 斜 边 的 等 腰 直 角 
三 角形 ,SA = SB = SC 一 2,AB = 2. 设 S.A、B.C 四 点 均 在 以 O 为 球 心 的 某 个 球 
面 上 , 则 点 〇 到 平面 ABC 的 距离 为 

17. (第 11 届 硕 望 杯 ” 邀请 赛 题 ) 正三 棱柱 ABC - 4, BiC; 的 所 有 棱 长 都 相等 ,D 是 
AA 的 中 点 , 则 BC 和 CD 所 成 的 角 是 , 面 BCD 与 面 CDB 所 成 二 面 角 
等 于 _ 

18. (第 9 局 “希望 杯 * 邀请 车 题 ) 已 知 四 面体 ABCD 中 ,AD = BC = 1,E、F 分 别 是 
4B (了 上 的 点 , 且 柜 :下 =CFED=132,EF 一 ae>0, 则 AD 和 BC 所 
成 角 2 等 于 


B 组 
1. 已 知 长 方 体 的 全 面积 为 11, 其 12 条 棱 长 之 和 为 24, 求 长 方 体 的 对 角 线 之 长 . 


2. 已 若 直 平行 六 面体 的 底面 为 菱形 ,两 对 角 面 面积 为 Qi .Q; , 求 此 直 平行 六 面体 的 侧 
面积 . 


:> i i os = 站 dT ph A Cn Hun 
i i i rl ee, 
: 5 : 上 
: i 
, ' 0 HH ph, | PE i HH i 四 2 
下 
1 加 0 a es ll PC 
i i So : i HE 
: i 


尘 冰 商 汪 个 下 夕 辕 洞 同 入 净 O 


二 ; 十 -二 a Z 4 有 曲 


门口 
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3. 在 三 棱锥 A-BCD 中 ,各 楼 长 均 为 1, 世 和 分 别 为 AC 、AD 的 中 点 ,DO 为 人 BCD 的 中 


4. 


| 


Dp 


心 , 求 异 面 直线 BE 与 FO 所 成 的 角 . 
(第 4 局 “希望 杯 ” 邀请 赛 题 ) 矩形 ABCD 与 矩形 ABEF 全 等 ,D-AB -FE 是 直 二 面 


角 ,M 为 AB 的 中 点 ,FM 与 BD 成 角 0,sing 二 8, 求 | 仍 1 的 什 . 


. (1994 年 全 国 高 考题 ) 已 知 ABC - ABC 是 正三 棱柱 , 是 AC 中 点 . (1) 证 明 ， 


AP V 平面 PDBC 2) 假设 AB | BCi, 求 以 BC 为 校 ,DBC1 与 CBC1 为 面 的 二 面 
角 a 的 度数 . 


.《〈1996 年 全 国 高 考题 ) 在 正三 核 柱 ABC -ABC 中 ,E € BB ,截面 A1EC | 侧面 


AC. (1) 求证 ;BF 一 一 EB,) ; (2) 右 AA 一 一 A1B) , 求 平面 AiEC 与 平面 Ai1BiO, 所 成 
二 面 角 ( 锐 角 ) 的 度数 . 


. 《1989 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 已 知 正三 棱锥 S-ABC 的 高 SO = 3, 底 面 边 长 为 6, 过 A 


点 向 它 所 对 的 侧面 SBC 作 重 线 , 重 足 为 0 ,在 40' 上 取 一 点 P, 使 后 一 8. 求 经 过 
P 点 平行 于 底面 的 截面 的 面积 


(1994 年 柯 北 省 鄞 赛 题 ) 将 一 个 四 面体 的 每 个 顶点 与 它 所 对 底面 三 角形 的 重心 相连 


接 , 得 到 四 条 线段 . 证 明 :这 四 条 线段 相交 于 一 点 . 


【基础 知识 】 


向 量 的 基础 知识 和 有 关 性 质 , 可 以 用 来 处 理 函 数 .不 等 式 、 三 角 .平面 几何 .立体 几 
何 、 解 析 几 何等 各 学 科 的 问题 ， 因而 向 量 是 中 学 数学 中 的 一 个 重要 工具 . 利用 向 量 知 识 
义 性 质 处 理 问 题 的 特点 是 形 数 结合 , 运算 有 法 可 循 ,因此 ,向 量 法 既 有 综合 法 的 灵巧 ， 
又 有 坐标 法 的 方便 ,能 把 综合 法 与 坐标 法 有 机 地 结合 在 一 起 . 

为 了 便于 应 用 向 量 方法 ,掌握 下 述 结论 是 必要 的 . 

结论 1 (平面 向 量 的 基本 定理 ) 如 果 el .ez 是 同一 平面 内 两 个 不 共 线 向 量 ,那么 对 
于 这 一 平面 内 的 任 一 向 量 <&, 有 且 只 有 一 组 实数 Ni ,ha ,使 得 六 一 为 玄 十 儿 舍 

特别 地 , 若 记 04 = 6 ,GO5 = e,OC 一 5, 则 有 CC 二 .O02 寺 大 

结论 2 车 CC = A104 十 和 OBC, 和 € R), 则 A.B.C 三 点 共 线 的 充 要 条 件 
是 41 十 4X。 二 1. 

特别 地 , 若 记 OX = &,08B =5,C 访 = 世 , 则 A、B.C 三 点 共 线 的 充 要 条 件 是 ;有 不 全 
为 0 的 实数 1mn, 使 得 la 十 m5 十 nc =0, 且 im++n 二 0. 

车 A.B.C 三 点 共 线 , 且 2C 一 40 让 ,0 为 任意 一 点 , 则 有 CR 二 CH 


结论 3 ”对 于 向 量 二 (zi,yD) ,5 二 (mw)) 风 

(1) a / bEOa= 访 或 &xXP= 0 或 ziyz 一 xy 二 0; 

(2a | bSa5=0 或 |ax5|=|a1.|$ 或 xixz 十 yiy2 二 0. 

(3)ae b=|al.|b|. cos(a,d), ax5|==|Ta1.|151|. sin(a,5), 其 中 (Q,BD) 表 
示 向 量 世 和 万 之 间 正 方向 的 夹 角 

绑 论 4 设 4a,5 为 两 向 量 , 则 4.5<|Iajj51,|2.5|<<I2|. 1 2 |. 

结论 5 (空间 向 量 的 基本 定理 ) 如 果 .6.6 是 空间 中 三 个 不 共 面 的 向 量 ， 那么 
对 于 空 s 间 中 任 一 回 量 “ xa, 有 且 只 有 一 组 实数 ，， \A2 、A3 使 得 a 一 hi ei €1l 十 No @ C2 十 43 es C3. 

乎 面 问 量 的 结论 2.3、4 等 均 可 以 推广 到 空间 向 量 中 去 . 

结论 6 平面 上 点 PP 到 直线 7 的 距离 
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【基本 问题 与 求解 方法 ) 


人 ABC 内 部 , 且 有 (十 2 0B 十 3 CC =0, 则 和信 ABC 的 面 
只 与 八 AOC 的 面积 的 比 为 ( ). 


| 瑟 一 人 元 | 当 Ac 1717 时 


nl 


d(P,[) 一 L023 , 当 AEl,v/L 时 ; 


| BA PB | Tx A Bt , 当 A.BEL 时 . 


注 此 结 沦 的 证 明 可 参见 人 10. 


例 1 (2004 年 例 国 高 中 联赛 题 ) 如 图 8-1, 设 点 OO 在 


A.2 B. 


C.3 : D, 


解 ” 选 C. 理由: 设 MN 分 别 是 AC、BC 的 中 点 , 则 
OA + = 20M,20B +C) = 40N. 

从 而 Of +20B 13 220 4208) -0, 
即 ”OM 与 ON 共 线 ,是 | OV |=2|ON |. 


所 以 ,SeAs 一 学, 于 是 Daapc 3。2 3 
Ai 


wa Se 


SAAX 2 
另 解 ”如 图 8-1, 延 长 OB 至 E， 使 OE = 2OB， 长 OC 至 下 ,使 OF 二 3OC , 则 
OA+-OE+-OE=0. z (x) 


从 而 车 操 〇 为 人 AEF 的 重心 . 显然 ， 


人 人 Ai -一 Sao — DAAEF 9 
Srp = Swe = Ss 
“一 2 ~/AE 一 一 6 人 ARP 9 
S 一 上 SS = LS 

A 人 BA 一 6 A 人 HE 一 一 18 ee 


所 [以 » SAABC 一 Sane , 改 SAABC -一 3wAa4oc。 


注 ”上 述 为 解 运用 了 三 角形 的 重心 性 质 (x ). 运用 重心 性 质 (* ) ,可 将 例 1 推 


三 为 : 
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设 O 点 在 人 ABC 内 部 ， 日 有 OA ge (基本 一 0C0rER, 则 和 人 ABC 
的 面积 与 AAOB- ABOC、A4OC 的 面积 的 比分 别 为 2 Li r Piatr piaqtr 


p qq 

事实 上 ,如 图 8-2, 延 长 QA 至 DD, 使 0D 一 户 . 04 征 
长 OB 至 FE, 使 OE = 二 gO0B, 延 长 CC 至 ,使 OF 一 OC， 
则 OD 填 CE 二 (六 = 0, 从 而 O 为 人 DEF 的 重心 . 显然 ， 


l ] l 
DAao6 = po SPE 一 50>AOE AH 一 a A 一 
| ] 。、 ] 、 
一 一 一 oj | x = -9 、 一 — S 本 
3 AI A 入 AEX rp AT 是 3rp ADEF 
SA _ _ pA 十 0 十 -S、 
所 以 ,SAax 3 pyr \DEF 。 图 8-2 
必 So = 1 二 AAA4HC = ts AM OAARC = PAs AAKX. 


例 2 (2002 年 安徽 省 竞赛 题 ) 已 知 O0P 一 (2,1),( 这 二 (1,7),( 六 一 (5,10). 设 X 
是 直线 OP 上 的 一 点 (0 为 坐标 原点 ), 那么 ,使 XA 。XB 取 最 小 值 时 ,人 AXB 的 值 
为 ( ” ) 


A. 90° B. arccos 4 ! 
(. arccos ( -一 二 ) D. x + arccos ( 一 人 人 ) 


解 ” 选 C. 理由: 设 ( 民 = (zw), 由 (六 = (2,1), 则 池 = 疗 , 从 而 zu 二 2y; 则 


正二 一 2%17 一 9)) 逊 二 (5 一 2%w,1 一 w). 于 是 玻 。 XB = (5 一 2y) (1 一 2) 十 
(一 y0)(7 一 %) 二 5% 一 20yo 十 12. 因 此, 当 yy == 2 时 ,了 。 孙 有 最 小 值 . 此 时 ， 
OX =(4,2), XA = (3,5), 了 =, 一 DD),| 双 |= V4, | 臣 |= V5, 故 
cos SAXB 一 XA。X 一 一 4 VI17 
[得 门 基 1 一 
例 3 (2000 年 河北 省 竞赛 题 ) 已 知 a .bE R'mneE Rmn am 十 信人 , 今 
一 Vn 十 P22N = 二 a 十 bp, 则 MM 与 N 的 大 小 关系 是 ( ). 
A.M>N B.M 一 N 
CM=N D. MN 间 的 大 小 关系 不 能 确定 


解 选 A. 理由 ; 作 向 量 a = (B= MM 


池 冰 证 凋 下 和 怀 妇 省 人 全 涉 交 O 


妆 冰 曾 澳 下 苹 芋 加 直下 入 尖 O 


2 2 
(后) +) 一 |Q| 1B 宇 (4:6) = (a 十 0)? = 二 和 ,得 到 MN. 
. 2 2 
例 4 (2000 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 在 椭圆 二 十 %z 二 1(a 6 之 0) 中 , 记 左 焦点 为 


F， 右 项 点 为 A， 短 轴 上 方 的 端点 为 有 若 该 本 圆 的 离心 率 是 交 寺 1， 
则 LABF 二  ， | 

解 ” 赴 90. 理由 ; 设 c 为 椭圆 的 半 焦 距 , 则 A、B\F 三 点 坐标 分 别 为 A(a， 
0),B(O0,6),F(— ce,0). 

由 一 V5 一 1 得 C2 ac = a?,. 

a 2 

因 BF .BA=( ec, pb). (a,—b) 一 一 QC 十 一 一 ac 十 对 一 c 一 0， 

知 BF | BA. 故 人 ABF = 90". 

例 5 (2001 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 正方 体 ABCD -AlBiCiDi 的 楼 长 为 1, 则 直线 
AiCi 与 BD; 的 距离 & 是 加 


解 。 填 6. 理由 :如 图 8 - 3, 建 立 空间 直角 坐标 系 


B-xyz, 易 知 | Ai1(l1,0,1),C1(C0,1,1),D,(1,1,1), 故 
AiGi(—1,1,0), AD = (0,1,0), BD = (1,1,1). 设 
1 一 (Ty,Z), 且 n | AiC, ,71 | BD'. 由 


ns, AiC! = 0， 解 得 一 工 十 y 一 0， 
> f 
;. 一 0， ZX 十 yy 十 之 二 0, 
令 工 二 1, 得 n= 二 (1,1, 一 2), 由 本 章 结 论 6， 


例 6 求实 数 z\y 的 值 ,使 得 (> 一 1] 六 十 (z 十 y 一 3)2 十 (2z 十 y 一 6)2: 达到 最 小 值 . 
解 ” 设 4=(y 一 1,z 十 y 一 3,2T 十 y 一 6),5 = (一 1,2, 一 1). 
由 于 Ta 二 (一 了 ?十 (zr 十 y 一 3 十 (2x 十 y 一 6)? 


~ (4* 60) _ (~ 十 1 十 2X 十 2y 一 6 一 2X 一 y 十 6) 
1 (一 1) 十 2 十 (一 1) 


其 中 等 号 当 且 仅 当 Y 一 了 二 光一 一 全 十 一 6, 即 一 也,y 一 坊 时 取得 , 故 


rp 


(一 1 十 (zz 十 yy 一 3)2 二 (27 十 y 一 6) 取 最 小 值 二 


例 7 ”如 图 8-4, 正 三 棱柱 ABC-A4, BC 的 侧 楼 长 为 2, 底 面 边 长 为 1,M 是 BC 的 
中 点 ,在 直线 CC 上 求 一 点 N, 使 MN | AB. : 
解 ”由 向 量 的 数量 积 概念 ,必须 由 条 件 MN . ABi1 = 4 
0 来 求 出 CN 的 长 度 ,而 MN 与 4B1 都 不 是 已 知 向 量 , 且 和 
CN 没有 直接 联系 ,因此 , 须 选择 一 组 基本 向 量 来 表示 MN 
与 AB'. 
沿 AB .AC .AA1 射线 方向 分 别 取 单位 向 量 了 了 设 
CN = rk, 则 AB, = 7 了 +2¢,MN = 3 一 1) 十 Xk. 


渤 冰 廊 疾 民 乒 皇 潍 沿 加 泛 壮 0O 


由 AB，， MN = G2) (一 5 了 十 二 了 十 这) 0， 
解 得 r+ 二 忆 . 
故 | CR |= 训 时 ,MN | ABi 


【 解 题 思维 策略 分 析 】 


1. 注意 向 量 基 本 定理 的 运用 
例 8 如 图 8-5, 在 八 ABC 中 ,BM:BC=1:3,BN:BA=3:5,AM 与 CN 交 
于 点 P. 巷 PC 一 了, = 6, 试用 4&,6 表示 BP. 


解 ” 因 为 BM : BC 二 1:3,BN:BA=3:5,BC= 1 
,BA 6, 所 EY = 6,BR 一 35. 设 WM ==eMA, 则 BA 
BB = BY+MP = sd+aMA = 5d dta(b— 6)= AAA 
loa op 一 、 

设 NP = BNC,NBP = BN + NP = £5+RBC— 站 
BN) = $3 +, 

由 和 平面 回 量 基本 和 定理 知 


法 冰 褒 凋 蛋 王 注油 同 注 


A 
\ | 


(5 0)， , 准 线 ， 7 一作 


上 一 ca 1 
3 1 os 一 2 
__ 本 8 1 
D 6 


例 9 (2001 和 和 高 考题 如 图 8~6, 设 抛物 线 y: = 2pr(p 计 0) 的 焦点 为 ,经 


过 点 下 的 让 父 抛物 线 于 A、B 两 点 .点 C 在 抛物 线 的 准 线 上 ,是 BC V z 轴 ,证 明 : 直 线 
AC 经 过 原点 


解 地 物 线 y — 2pr(p > 0). :焦点 是 下 ( 仿 ， 中 下 = 


设 ( 冯 = (To Yo) , AF.B 共 线 ， 则 设 
(= AOF + (一) (次 ， 


OX = (32+ 0 de, Dy) 图 8-6 
由 BC // 工 轴 ,得 CC = (一 好 ,yo). 

义 因 点 A 在 抛物 线 上 ,得 (1 一 4A)? yi = 2p[$p+ (1 —A)zo] 

因为 A.B.F 共 线 , 故 (1 一 Dy :yo 二 一 疡 ,得 到 和 二 + 去， 

从 而 (这 = 去， 天 ), 妈 ~ _ pe 

而 ( 认 = (一 各 ,%%), 所 以 OX 一 -和 


即 ( 入 CC 共 线 ,也 就 是 直线 AC 过 原点 ， 
例 10 设 A.B 分 别 为 异 面 直线 a .0 上 的 任意 两 点 , 令 向 量 苑 | a,77 | 5, 则 两 异 面 


和 肖 线 a、 ; 问 的 距离 为 4 一 | .4 二 | (x%) 


In| 
证 明 ”如 图 8-7, 设 CD 是 异 面 直线 a ww 的 公 重 线段 , 则 元 (及 
和 AB = AC + OP + EB， z 
有 有 AB .7= AC .NOD .+ DB .7, 
注意 到 AC .= 0, 了 .= 0, 


从 而 AB .7 = (CD. 序 ， 
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于 是 |AB .7|=| 0B |.|7|, 
| CD 1= | 


| 7 | 


改 两 异 面 直线 a.b 间 的 距离 为 4d 一 AE 

注 ”公式 (x ) 有 多 种 含义 如 下 ，: 

(1) 厂 BE a,A a,n | 上 a, 则 为 点 A 到 平面 a 的 距离 4 的 

(2) 帮 BEa,AE Ll 上 且 / a,n | a,; 则 为 直线 /到 平面 a 的 距离 4d 的 表达 式 ， 

(3) 车 BEa,A EB, 且 a// B,7i | a, 则 为 两 平行 平面 a 与 8 间 的 距离 4 的 表达 式 . 

2 注意 不 等 式 | a. 2 | 之 | 4 || 5 | 及 其 推广 式 的 多 种 应 用 

例 11 (第 3 届 “ 希 望 标 ” 邀请 赛 题 ) 已 知 a.bE€ R,Ha VI 二 B+bVIw =1, 
求证 :az 十 所 二 1. 

证 明 ”和 绝 造 站 量 4 一 (a, Vi 二 =a),5= (V1 一 ,b). 

由 4 .0 委 |a 相 5 得 1=<V1 一 天 +OVT 二 王 二 vv 有 二 1 荆 王 。vT 一 浆 直到 一 1 

因此 上 述 不 等 式 等 号 成 立 , 从 而 4 与 5 共 线 同 向 ,注意 到 || 二 15| 二 1, 所 以 2 二 
b. 于 是 4 二 V1 一 下 ,故土 一 ]. 

例 12 (1998 年 加 拿 大 数学 奥林匹克 题 ) 求 所 有 的 实数 x, 使 得 


r=Nr— 二 十 V1 一 二 . 
解 显然 xz 原 方程 可 变形 为 广 ， V1 一 十 + /1 一. 二 = 


构造 向 量 a = 去 |! 1 一 江 ， 1) 


图 8-7 


法 阔 渭 阁 玫 心 水 油 熙 洲 疾 


本 


人 


1 = 1 一 方 十 V1 一 去 委 \/ 二 十 1- 二 。 /1 一 喜 十 总 


ea 从 而 < 与 2 共 线 同 向 ,注意 到 | 4 一 1 1, 故 < 一 2 
1 有 /1 一 二 一 二, 解 得 x 二 15 
于 是 天 一 V1 一 二 过 二 区, 解 得 2 


经 检验 , 原 方程 的 解 为 x = 1 


十 
2 


注 六 证 间 臣 捷 账 汪 直 交涉 沽 O 


例 13 (1993 年 上 海 市 竞赛 题 ) 已 知 实数 zi .zs \zs 满足 方程 x 十 考 zz 十 专 z 一 
1 及 好 十 方 辽 十 二 好 一 3, 则 ms 的 最 小 值 是 多 少 ? 


解 方程 可 以 化 为 x 十 Te 一 1 一 raf 十 防 2 一 3 一 二 好 ， 


解 3 一 十 葵 之 之 (1 一 计 硬 ) ,得 一 各 过 mm 入 3, 则 zs 的 最 小 值 是 一 外 
例 14 (第 10 届 “希望 杯 ” 邀 请 赛 题 ) 已 知 实数 zy 满足 方程 (x 十 2)? 十 二 1， 
则 > 二 > 的 最 小 值 是 多 少 ? 


解 设 2 一 3 一 kk, 则 vy 一 1 = krm2k,y 一 人 一 2 十 1. 


设 冯 一 (z 十 2 人 一 2 十 1),2 一 (一 1)， 
1 = 二 (x 十 2 十 y= 二 (X 十 2 十 (kr 一 2k 十 1)" : 
~ 2 a0) _ (kri2k— krt2k 1) _ (4k— 1) 


人 1 她 二 1 
(4k— 1)° 过 | k(15k— 8) < 


所 以 0 过 k 牵 二 , 则 > 一 3 一 二 上 & 的 最 小 值 是 0. 


例 15 (第 13 届 “希望 杯 ” 邀请 赛 题 ) 已 知 ab 一 1000,a>1,0>1, 则 wI 十 igc 十 


| v1+lgb 的 最 大 值 是 多 少 ? 


解 设 4= (V1li 十 lga,; Vi 十 lgb),6 = 二 (1,1), 则 
5 二 2 十 lg1000 = 二 2 十 lgab 三 (1 十 lga) 十 (1 十 jigo) 


= (DO _ (Vit+lgat+ v1+lgb)’ 
[a 之 bl 1 十 于 


加 二 


于 是 VI 于 Iga 十 VI 二 IgV 之 V10; 即 所 求 最 大 值 为 V16. 


例 16 (& | 年 第 1 期 数学 奥林匹克 问题 ) 设 COc E R , 试 让 : 


各 十 护 十 所 守 二 十 记 十 过 
~ a C 1 1 十 帅 匹 

证 明 构造 向 量 人 (77e) 
由 | 去 | 1BI* 守 (63.7, 得 + 
| (1+te)> (21th+e); . 
即 息 十 名 十 三 宇 二 十 去 十 二 ， 
析 


ww 目 仅 当 a 二 b= 二 Cc 时, 不等式 取 等 号 、. 

例 17 设 xy EE R, 求 函数 f(xyy) = Vr 二 十 Vr 一 1 二 (y—1)? 十 
VzT2)7 十 Cy 十 2)” 的 最 小 值 

解 ” 原 函数 可 变形 为 : 


2 2 2 2 
few = (Zr) +(33) + (一 到 四 十 (一 二 +VOITD TT + 
(二 十 2 十 (yy 二 22 
人 (2 人 
下 二 (1 一 xz,1 一 妇 , 下 一 (zz 十 2,y 十 2)， 
则 Fzyy) 一 | | 十 | @2 | 十 | @ | 十 | | 宇 | 十 红 十 十 a | 二 | (3,3) | 一 3V2， 


1 ] 
一 一 一 
当 上 且 仅 当 2- 二 一 全 一 一 工 一 开 十 < ,日 上 xz -二 x1- xz 十 2 不 异 号 . 
1 l—y y+2 "2 2 
By 27 


故 当 TXT 一 y 王 0 时 , f(x, Yy) min = 一 3 V2. 

3. 注意 法 向 量 在 立体 几何 解 题 中 的 妙用 

例 18 (1991 年 全 国 高 考题 ) 已 知 正方 形 ABCD 的 边 长 为 
4,0G | 平面 ABCD ,OG = 2,E,F 分 别 是 AB、AD 的 中 点 , 求 
点 B 到 平面 GEF 的 距离 . . | 

解 ”如 图 8-8 建 立 空间 直角 坐标 系 ,; 则 BC(0,4,0)、E(2,4， 
0) .F(4,2,0) .G0O0,0,2) ,向 量 本 = (2, 一 2,0),GE = (2,4， 
一 2), BE 一 (2,0,0) ,平面 EFG 的 一 个 法 向 量 是 让 二 (yz 一 
yazi sy ZiTz 一 ZT Tiy 一 X21) 二 (4,4,12). 为 了 运算 简单 , 取 


于 六 效 疯 相 玫 怀 莲 浊 区 江 尖 0 


n= (1,1,3), BE cos0 = 


专 题 研 究 系 列 


2 


让 2 2 ,所 以 点 B 到 平面 EFG 的 距离 为 2 
n 

例 19 (2002 年 全 国 高 考题 ) 在 三 棱锥 S-ABC 中 ,AS4AB = 人 SAC = 人 ACB = 
90°,AC = 2,BC = V13,SB = v29. 

(了 [) 证 明 :SC | BC;( 上 ) 求 异 面 直线 SC 与 AB 所 成 角 g 的 5 


余弦 值 . 


解 (1 ) 如 图 8-9, 由 题 意 得 .B= (SA+AC).0B= 
SA.B+AC. P=0, 
所 以 SC | Bc. A B 
( 且 ) 因为 .AB = (SA+AC). (ACHEB)=|ACI: = 
4,|1 AB | = VI7,| SA |1=2V3,|3 |=4, 
六 并 ”图 8-9 
所 以 ,cosa 一 部 -和 全 | 一 Yb. 
例 20 已 知 在 长 方 体 ABCD -ABCID 中 ,4B = 4,AD =3,AA) = 二 2, 若 MN 
分 别 是 DC 、BB, 的 中 点 , 求 异 面 直线 MN 与 A1B 间 的 距离 . 
解 ”建立 如 图 8- 10 所 示 空 间 直 角 坐 标 系 A-zyz, 则 
有 A(0,0,0) ,AL(0,0,2),B(0,4,0),B,(0,4,2), CC3，4， 
0),D(3,0,0),M(3,2,0),NC0,4,1) ,所 以 
MN = (3,2,D,AP = (0,4,—2), 
MA' = (~— 3, —2,2). 
设 二 一 C(x,y,z), 昌 71 MN ,7 | AiB, 
i. MN =—— 3r+2y+z=0, | 图 8- 10 
则 
1 


-4 
解 得 | 3 
一 ZYy. 
到 y= 二 3, 则 n= 二 (4,3,6). 
设 向 量 MA'i 在 向 量 元 上 的 射影 长 为 d, 即 为 异 面 直线 MN 与 A B 间 的 距离， 则 
MA .7| |— 6| _ 6v6l 
[元 | | V6l 61 z 
例 21 (2003 年 全 国 高 考题 ) 如 图 8-11, 在 直 三 棱柱 ABC -ABC 中 ,底面 是 等 
腰 直 角 三 角形 ,一 ACB = 90°, 侧 楼 AA1 = 2,D.E 分 别 为 CCi 与 AI 了 的 中 点 ,点 已 在 
平面 ABD 上 的 射影 6 为 人 ABD 的 重心 . 求 A1B 与 平面 ABD 生计 攻 的 入 小 


d =| MA’ | | cos( 双 三 。 7) | 一 
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专 题 研究 系 列 一 : 


解 ”如 图 8-11 建 立 坐 标 系 , 因 亚 7 | 面 ABD， 


则 二 BEBG 为 所 求 角 , 且 ( 汪 为 面 ABD 的 法 向 量 . 员 

设 AC = 二 a, 则 A(a,0,0)、B(0,a,0)、D(0,0,1)、 林 

EC ，7 ,| ) .GCS 二)， 故 CGE = (6, ~ 二)， 交 

态 _ 0 0 2， 则 面 党 

中 

_ 图 8-11 
—1,1),BH sin EBG = 至 :下 _Y2 即 所 分 
oF|l|lBE| 5 

: 析 

求 角 为 arcsin 2 : 


“” 例 22 (2001 年 广东 高 考题 ) 在 底面 为 直角 梯形 的 四 校 锥 S-ABCD 中 ,ABC = 
90",S4 | 面 ABCD,SA = 4B = BC = 1,4D 一 祁 , 求 面 SCD 与 面 SBA 所 成 角 的 正 
切 ]. 

解 如 图 8 - 12 建立 坐标 系 ,D{0, 序 ,0) CC 110)、 
- 1 -1 ， 
S$(0,0,1), CD 一 ~ (1'— 0), DS 一 (0 1); 因 平面 


SAB | >y 轴 , 则 平面 SAB 的 法 向 量 为 m = 二 (0,1,0). 设 平面 
SDC 的 法 向 量 为 元 = (xyy;yz), 由 "DS = 二 0, 且 7. 0B =0， 


得 ?7 - (1 ,2,1),cos(72 77 7 -一 mn _ 6 
六 -|| 3 | 
显然 ,所 求 二 面 角 的 平面 角 为 锐角 0， 8- 12 
则 68 = 二 mm,n), 故 tan6 一 2 
【模拟 实战 八 j】 
A 组 


1. 已 知 O.A、B.C 是 不 共 线 的 四 点 ,车 存在 一 组 实数 Xi.h, 使 入 OK 十 2 OB 十 
A CE = 二 0, 则 三 个 角 二 AOB 、 了 BOC、 了 00A 中 至 少 有 个 钝 角 . 
2. 求 y 一 Sin2z 十 2sinz。cosz 十 3cos:xz 的 最 值 . 


C) 
奥 
林 
匹 
克 
数 
学 
中 
的 
真 
题 
分 
析 


一 8z 十 6y 一 24z 一 39. 

4. 已 知 点 PLz,y) 在 椭圆 夺 十 妆 = 1 上 , 求 2z 一 y 的 最 大 值 

5. 已 知 实数 xz、y 满足 方程 zz 十 y 一 2zx 十 4y = 0, 求 一 2y 的 最 值 . 

6. (2000 年 “希望 杯 ” 邀请 赛 题 ) 设 a >26>c, 且 一 “十 天- 之 -志恒 成 立 , 则 ?的 
最 大 值 是 多 少 ? 

. 求 国 数 f(x) 二 V 5x 十 v6 一 z 的 最 大 值 . 

8. (2001 年 全 国 初 中 联赛 题 ) 求实 数 zy 的 值 ,使 函数 f(x,y) = (1 一 y)? 十 (x 十 y 一 
3) 十 (2x 十 y 一 6)* 取得 最 小 值 . 

. (第 8 届 “ 希 望 杯 ”邀请 赛 题 ) 如 果 d 十 bp 十 c 二 1, 那么 V 弓 十 1 二 V 引 二 了 VE 二 1 
的 最 大 值 是 多 少 ? 

10.《〈 争 11 届 希望 杯 ” 邀请赛 题 ) 设 函 数 wtanz 一 1 十 V3 一 tanz 的 最 大 值 是 M ,最 小 


值 是 N， 则 六 是 多 少 ? 


11. (2004 年 全 国 高 考题 ) 已 知 四 棱锥 已 -ABCD,PB | AD ,侧面 PAD 为 边 长 等 于 2 
的 正三 角形 ,底面 ABCD 为 蓉 形 ,侧面 PAD 与 底面 ABCD 所 成 的 二 面 角 为 120". 
( 工 ) 求 点 忆 到 平面 ABCD 的 距离 ; 
〈( 卫 ) 求 面 APB 与 面 CPB 所 成 二 面 角 的 大 小 


= ] 


DO 


B 组 


P| 


. 《1998 年 湖南 省 竞赛 题 ) 已 知 xX、y E€ (0， 二 co) ,上 且 二 十 二 一 1], 则 二 十 y 的 最 小 值 是 
多 少 ? 


2. (1990 年 首届 “希望 本 "邀请赛 备 选 题 ) 已 知 yz € (0, 十 co)， 有 


_ 2, 求 _ 工 _ 一 一 > 的 最 大 值 . 


1 1 十 了 站 疡 十 4 


3. 《第 7 届 希望 杯 ” 邀 请 赛 培 训 题 ) 设 好 十 鱼 十 反 二 41 妇 2 十 凤 十 好 二 9， 则 az 十 


by 十 cz 的 取 值 范围 是 多 少 ? 


4. (1990 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 求 图 数 f(r) 一 wz 一 3z 一 67X 十 3 一 vx 一 XxX: 十 1 的 


2 i i : 

1 i DN 1 . 1 1 : ' i i 2 a 
人 i 
汪清 省 尖 盾 拉 括 量 秆 盾 时 持 括 疆 i 
1 i i . a 
ee i i 
1 i i 四 Tn 
| ENP [I 站 四 站 ! I 日 时 a i 加 | a 1 有 ! CE "i Hi Pr 四 Pe Ee 下 


最 大 值 . 
5. (1994 年 上 海 市 竞赛 题 ) 已 知 函 数 y 一 V1994 一 x 十 Vz 一 1993, 求 y 的 值 域 
6. 求 f(x) = V107 十 28z7 十 26 十 V10xz 一 18zx 十 13 的 最 小 值 . 
7. 求 函 数 f(x) = V1 十 sinr+ 十 V1 一 sinrt 十 V2 十 sinz 十 V2 一 sinzx 十 V3 十 sinx 十 
V3 一 sinx 的 最 大 值 . 

8. (1999 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 给 定 正 整 数 n 和 正 数 M, 对 于 满足 条 件 af 十 ar 委 M 的 
所 有 等 差 数 列 al ,az ,as ，… 试 求 3 二 ar 十 ar 十 十 aznrl 的 最 大 值 . 

9. (1999 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 已 知 点 A(1,2), 过 点 D(5, 一 2) 的 直线 与 抛物 线 y? 一 4z 
交 于 另外 两 点 B.C, 试 判断 人 ABC 的 形状 . 

10. (1999 年 全 国 高 考题 ) 如 图 8- 13, 给 出 定点 A(a,0)(a >0) 和 直线 i:x = 1,B 是 
直线 1 上 的 动 点 , BOA 的 角 平 分 线 交 AB 于 点 C. 求 点 C 的 轨迹 方程 ,并 讨论 方程 
表示 的 曲线 类 型 与 a 值 的 关系 . 

11. (2002 年 北京 春季 高 考题 ) 如 图 8- 14, 设 点 A 和 B 为 抛物 线 y? 二 4pr(p 二 0) 上 

”” 除 原点 以 外 的 两 个 动 点 ;已 知 Q4 | OB ,QW | AB, 求 点 MM 的 轨迹 方程 ,并 说 明 它 
”表示 什么 曲线 . 


渤 池 订 凋 穴 生 由 溢 江 问 广 半 O 


图 8-13 图 8-14 

12. 在 正方 体 ABCD -ABCIDI 中 ,E 为 BC 中 点 ,在 棱 C00， 上 求 一 点 P, 使 平面 
A1BIP | 平面 CiDE. 

13. 在 四 棱 锥 S$-ABCD 中 ,底面 是 边 长 为 4a 的 正方 形 , 侧 棱 S4A = SB = SC = SD = 
8a ,M,N 分 别 为 校 SA ,SC 的 中 点 , 求 异 面 直线 DM 与 BN 之 间 的 距离 d. 

14. (1994 年 日 本 第 4 届 数 学 奥林匹克 题 ) 已 知 正 方 体 ABCD - AiBiCD 中 平面 
AB1Di 与 A1BD 所 成 的 角 为 0(0" 之 9 之 90°), 求 cosg 的 值 . : 

15. (2002 年 上 海 高 考题 ) 在 直 三 棱柱 ABO -A1B1O, 中 ,001 = 4,0A = 4,0B = 3， 
芝 AOB = 90 ,D 是 线段 A1Bi 的 中 点 ,已 是 侧 棱 BB 上 的 一 点 ,车 OP | BD, 求 OP 
与 底面 AOB 所 成 角 的 大 小 (结果 用 反 三 角子 数值 表示 ). 
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16. 在 直 三 棱柱 ABC -ABC 中 ,ACB = 90°,AC = 2BC,AiB | BC, 求 BC 与 侧 
而 4A,ADBB， 所 成 角 的 正 弱 . 

17. 如 图 8- 15,A 人 ABC 是 以 人 C 为 直角 的 直角 三 角形 ， 
SA | 平面 ABC ,SA = BC = 二 2,AB 4,N.D 分 别 是 
AB .BC 的 中 点 . 
(1) 求 二 面 角 S-ND -A 的 余弦 值 ; 
(2) 求 上 A 到 平面 SND 的 距离 . 

18. 正三 梭 柱 ABC -ABC 的 底面 边 长 为 a, 侧 楼 长 为 
V2a, 求 AC' 与 侧面 ABB1Ai 所 成 的 角 . 

19. 已 知 正 方 体 ABCD-4,BICUD 的 楼 长 为 a, 点 EF 分 别 在 A1B.B1D, 上 ,HAIE = 


5AB,BF 一 一 BiD.. 


(1) 求证 :EF // 平面 ABC1Di; 
(2) 求 EF 与 平面 ABC1D, 的 距离 d. 
20. (2002 年 上 海 春 季 高 考题 ) 三 棱柱 QAB -OA1B ,平面 OBB， O01 | 04B, A0.08 = 
60°, LAOB = 90°, 日 0B = 001 = 2,0A V3. 求 ， 
(1) 二 面 角 O - AB -0 的 大 小 ; 
(2) 开 面 百 线 A1B 与 OA 的 距离 d (此 问 为 原 题 改 编 ). 


图 8-15 


法 冰 唐 汪 朴 下 心 达 涝 加 入 C 


【基础 知识 

复数 具有 一 系列 优美 的 性 质 , 由 于 其 表达 形式 的 多 样 性 ,可 以 根据 需要 把 一 些 数 
配 形 之 间 的 天 系 进 行 相互 转化 ,也 可 以 在 代数 式 、 三 角 式 、 指 数 式 、 疝 量 之 间 建 立 联系 ， 
使 得 复数 与 三 角 、 复 数 与 平面 解析 几何 复数 与 向 量 建立 密切 的 关系 . 如 复数 的 三 角 
式 , 使 得 复数 的 乘 方 中 的 指数 奇妙 地 转化 成 了 辐 角 的 倍数 . 不 仅 如 此 ,复数 还 有 一 系列 
美妙 的 结论 ,如 : 

(1)z € Rez = 之; 


逐 冰 曾 音 垩 匡 怀 六 省 避让 汪 O 


是 纯 虚 数 (z 和 关 0)c3z 十 zz 一 0 或 对 一 一 | 2 | 之 | 一 >，Y， |z|==| 之 |. 
(2) 复 平 面 上 两 点 间距 离 公式 4 二 | zi 一 zz |. : 
(3) 复 平面 上 贺 的 方程 


| 一 zo | 二 rl(r 放 0) 表示 以 2 为 圆心 ,> 为 半径 的 圆 ; 

| 之 一 zo | 过 rr(r 之 0), 表 示 以 乙 为 圆心 ,r 为 半径 的 圆 面 (不 包括 圆周 ); 
| z 一 2 二 rr>>0) ,表示 以 2 为 圆心 ,r 为 半径 的 圆 的 外 部 平面 (不 包括 圆周 ). 
(4) 复 平面 上 椭 六 的 方程 

| 过 一 2 | 二 | zz |= 2a(a > 0). 人) 
若 2a >| 如 如 | ,方程 @ 表示 以 Z1、Zi 为 焦点 ,以 2a 为 长 轴 长 的 椭圆 ; 

车 24 一 | 五 22 | ,方程 @ 表示 以 Z1、Zi 为 端点 的 线段 五 到 . 

(5) 复 平 面 上 双 曲 线 的 方程 

| zz | 一 | zx 一 2 ||= 2a(a > 0)., ©) 
若 24 二 | ZiZi | 时 ,方程 @ 表示 以 2 .2 为 焦点 ,以 24 为 实 轴 长 的 双 曲线 ; 

若 24 二 | 名 22 | 时 ,方程 四 表示 以 2 、2 为 端点 的 两 条 射线 (不 包括 线段 互 宛 )， 
注 ”大方 程 左边 不 加 绝对 值 时 ,方程 @ 仅 表 示 同 类 曲线 的 左 支 (或 右 支 )， 
(6) 复 平面 上 直线 及 有 关 方 程 

| z 一 zi | 二 | z 一 zz | 表示 线段 2Z1 的 冬 直 平分 线 方程 

zx 二 4 十 yila 为 弟 数 ,y € R) ,表示 垂直 于 实 轴 的 一 条 直线 ,方程 为 一 

z 一 十 OIC E R,b 为 常数 ) ,表示 慌 直 于 虚 轴 的 一 条 直线 ,方程 为 y= 二. 


SE 


. 
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(7) 射线 方程 
员 arg(z 一 z0) 一 00 二 0 一 27). 3) 
林 表示 以 2 为 起 点 , 辐 角 主 值 为 6 的 向 量 所 在 的 射线 
区 (8) 二 项 方程 根 的 几何 意义 
党 方程 x” = 二 6b(5 EC) 的 nn 个 根 均匀 分 布 在 以 原点 为 圆心 ,以 V15 | 为 半 和 出 
特别 地 , 当 65 二 1 时 ,1 的 7 次 单位 根 有 个 ,它们 分 别 是 ss 一 cos 人 十 isin < 人 
(01 no ,He)" = 1e, = (Ce), [er (= 1k=0,1,,n—1),e 一 1 
分 | , ,pp [7, 当 是 n 的 整数 倍 或 & 一 0; 
析 | 着 一 1 二 二 十 引 二 和 … 十 有 | 当 不 是 二 的 整数 售 目 4 天 0. 
【基本 问题 与 求解 方法 j 
例 1 (第 9 届 " 希 望 杯 ”邀请 赛 题 ) 已 知 复数 z 满足 | z | 二 1 , 则 函数 | 十 1 十 
1 | 的 值 域 是 ( ). 
A 一 如 , 旭 二 11] B. [VE 1,3 +41] 
1 D. [2 —V3,V2+41] 


解 选 B. 理由 :多 知 |i 十 < 十 二 二 | (TDz 十 11=11+il*|z 十 于 二 
V2 | ?十 二 . 

令 史 二 飞 , 则 由 |z| 二 1 知 |w|=1. 

孙 数 了 (ww) 二 | ww 一 (二 十 i) | 的 几何 意义 是 复 平面 
w 的 单位 圆 上 的 点 到 圆 内 固定 点 一 亏 十 亏 的 距离 ,如 图 
9 -1 所 示 .了 为 单位 圆 | w | 二 1 上 的 点 ,A( 一 六, 广 ) = 
一 方 十 广 i,PiP 为 过 原点 O 〇 和 A 的 直径 . 从 而 


minf(w) = f(P:) =| PA |= 1 十 如. 
于 是 滑 数 | iz 十 > 十 上 | 的 值 域 是 


专 题 研 儿 系 列 一 一 : 


[V2(1 一 迪 ) ,V2(1 十 疡 ) ~ [IV2 一 1,V2 十 ]]. 


另 解 ” 令 z= 二 cos0 十 isin9(0 之 90 之 270) ,从 而 z* 一 cos20 十 isin20, 则 
| 12 十 十 1] 1 二 | 1c0s20 一 sin20 十 cos20 十 1siIn20 二 1 | 
二 | (cos20— sin20 二 1) 十 1(cos20 十 sin20) | 


— V (coOs20— sin20-- 1)° -+ (cos20 + sin02)’ 
一 V3 十 2(cos20— sin20),， 


= V3+2V2sin(45° — 20) (0 <0<2n). | 
于 是 “| iw? 十 z? 十 1 |wwwx 二 V3 十 2V2 == 1 十 V2， 
| iw 1 lan = V3—2V2 =V3—1. 
故 所 求 值 域 为 [V3 一 1,V2 十 1]. | 
例 2 (第 10 局 “希望 杯 ”邀请 赛 题 ) 在 复 平面 内 由 复数 二 ,i 一 了 ,Ci 一 1)? 对 应 的 点 
构成 的 三 角形 的 最 大 内 角 等 于 (  ). 


尝 冰 离间 车 丘 心 克 油 同和 汶 泪 0 


2 


A. rT — arccos B. — arccos C. 45° D. 120° 


2 
V13 
解 ” 选 A. 理由 : 因 一 i 1 1 
2 十 2i, 从 而 它们 在 复 平面 中 对 应 的 点 A、B.、C 如 图 9--2, 


个 ABC 的 最 大 内 角 是 人 A, 它 的 大 小 是 


BA’:+-+AC’:— BC 
arccosA 一 arccos TAB ACT TAB AC 


加 1 二 13 一 18 
一 /3 
< 图 9-2 
2 2 
一 arccos( 一 一 一 ) 二 TR- arccos 一 -， 
V13 13 
例 3 〈2000 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 w 一 cos 三 十 isin 地 , 则 以 wo ,wo 为 根 的 
方程 是 ( ). 
A.T' 二 如 十 XX 十 区 十 1 二 0 B.xi 一 二 x 一 十 1 二 0 
CT 一 xXx 十 区 十 1] 二 0 DD.x 二 zx 二 Xx 一 Xx 一 ] 二 0 


解 选 B. 理 由 :由 一 cos 征 十 isin 秋 知 ,oepsapvono( 一 1) 是 1 的 10 个 10 


次 单位 根 . 而 


员 CR oo) 一 xo 一 1. (]) 
林 Xo ,CU cg sO su 是 1 的 5 个 5 次 单位 根 , 有 
开 (TT wT rT) = 1. (2 
数 由 (人 -一 (人 2) 入 (六 一 cr 一 上 (CC 一 o)( 人 一 办) 一 十 |. (3) 
学 (3) 两 边 同 除 以 x 一 w= 二 x 十 1 得 : 
(ro or 一 or 一 oa) 一 对 一 她 十 2 一 工 十 1 
划 例 4 (1995 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 复 平 面 上 单位 圆 内 接 正 20 边 形 的 20 个 顶点 所 
分 | 对 应 的 复数 依次 为 = ,sysa , 则 复数 2 ,zs ,sjs 所 对 应 的 不 同 的 点 的 个 数 
析 | 是 (  )， 

A.4 B., 5 (. 10 1). 20 


解 ” 选 A. 理由 : 设 zi = cos0 十 isin0, 则 zz 一 (cosg 十 ising)[cos A i。 


sin SE],1 Sk 20. 由 1995 = 20 x 99 十 15, 得 


Zl 一 《cos19950- isin19950)(cos 这 十 isin 六 


= (cos19950 +- isin1995) (— D* (k= 1,2,.,20). 

因 ( 一 D” 的 取 值 有 4 个 不 同 的 值 , 故 zx*” 共 有 4 个 不 同 的 值 . 

例 5 (2002 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 已 知 复数 zi ,zz 满足 

zi | 二 2, | zz | 二 3. 车 它们 所 对 应 向 量 的 夹 角 为 60", 则 
Zi 十 之 2 


之 ] 之 2 


解 。 填 立 >. 理由 :如 图 9-3, 由 余弦 定理 ,可 得 


| 之] 十 之 z | 二 V19, | 之 全 一 V7， 
2 十 22| v133 
故 > |= 图 9-3 


一 
例 6 〈《 中 等 数字 》2002 年 第 6 期 奥林匹克 训练 题 ) 已 知 复数 zt,zz 满足 | zi | = 1， 
| 之 2 | 一 2 3 之 | 一 之 > 二 = 2 十 V3i, 则 2 之 ] 十 一 


ee im Li ， 全 Hi wire wereeniiareer 


解 ” 填 3 一 V3i 或 一 十 13V3i 理由 :由 3z 一 过 一 2 十 V3i, 得 | 3 一定 一 
1 
| 2 十 V3i | _ 7 


| zi | 
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故 2z) 十 一 5zl 一 (3zi 一 z) 一 3 -下 或 一 卫 十 33 


例 7 〈《 中 等 数学 》2003 年 第 和 全 林 下 证 证 乱 本 设 复数 > 满足 条 件 | z 一 i |= 
1, 目 z 关 0,z 尖 2i, 又 复数 使 得 一 , 则 复数 w 一 2 的 辐 角 主 值 的 取 
值 范围 是 

解 。” 填 [x 一 arctan 3 ,zx. 理由 ; 因 | = 1= 1, 则 点 = 的 轨迹 是 以 (0,1) 为 圆心 .以 


半径 的 圆 (除去 点 (0,0) 和 (0,2)), 故 = Hi 一 泽 也 为 纯 虚 数 点 名 
的 轨迹 也 是 以 (0,1) 为 圆心 .以 1 为 半径 的 加 (除去 点 (0.0 和 (0,2)). 因此 ,arg(w 一 2) € 
| x 一 arctan 本 ,Tt ]. 

例 8 〈《 中 等 数学 》2004 年 第 1 期 奥林匹克 训练 题 ) 关于 工 的 方程 xs 人 一 
0C(p.q EC) 有 三 个 复数 根 , 且 它 们 在 复 平 面 上 对 应 的 点 是 边 长 为 v3 的 正三 角形 的 三 


顶点 , 若 复数 4 的 辐 角 主 值 为 冬 , 则 p 十 g 一 . 


解 ” 填 一 二 十 贤 i 理由 : 边 长 为 /3 的 正三 角形 的 外 接 圆 半径 为 1, 故 3 个 顶点 对 


应 的 复数 满足 方程 (x 十 a)” = 二 bl(a.b5 EC,15|= 二 1), 即 x 十 3ar? 十 3a2X 十 a 一 5 二 
0, 与 已 知 方程 比较 ,有 34 一 0,3a: 一 9,0 一 6 = 二 g; 故 p= 0,g 一 一 b. 


由 于 15|== 1, 则 | g|= 1, 又 argg 一 侍 ,g 一 一 让 十 吕 i, 故 p+g 一 一 十 ++ 六 i 


例 9 (1999 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 已 知 9 = arctan 方 ,那么 ,复数 2 一 9395 让 
的 辐 角 主 值 是 
解 ” 填 地 .理由 :xz 的 辐 角 主 值 argz 一 arg[(12 十 5D2?(239 一 D] = arg[(119 十 


120i) (239 —i)] = arg(28561 十 28561i) 二 下， 


例 10 (1996 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 复 平 面 上 , 非 零 复数 zi .zz 在 以 i 对 应 的 点 ) 为 


CO) 
奥 
林 
匹 
克 
数 
学 
中 
的 
真 
是 
分 
新 
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圆心 ,1 为 半径 的 圆 上 ,=。= 的 实 部 为 零 ,zx 的 辐 角 主 值 为 二 , 则 >: 一 


解 ” 填 一 如 十 3i 理由 ; 因 argx, 一 到 , 则 = 对 应 的 向 量 [次 与 y 轴 的 夹 角 为 所 ， 


所 以 | 2 | := 1 zi = 竟 二 和 
又 二 zx 的 实 部 为 零 , 则 arg=: 一 开 一 于 或 5 因 z 在 圆 | = 一 让 一 1 上 ,六 r 应 


舍 去 , 即 3T 名 之 2 一 5. 之 2 在 通过 之 | 与 图 心 的 古人 径 上 ， 之 2 | 一 V3， 
BK 2 = V3(cos 科 十 isin 冬 ) /3 3. / 


3 2 2 
【 解 题 思 维 策略 分 析 ) 
1. 注意 运用 复数 的 代数 形式 处 理解 析 几 何 问题 
例 11 (2003 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 A.B.C 分 别 是 复数 z= 二 ai,z, 二 可 4bi, 


zo 二 ] 十 ci 对 应 的 不 共 线 的 三 点 (a be 都 是 实数 ). 证 明 : 曲 线 > 二 z0。， cos't 十 2z1。 
cosci oSin’t 十 zz esSinetCt 各 R) 与 人 AP(- 中 平行 于 AC 的 中 位 线 只 有 一 个 公共 点 ,并 求 
证 明 设 ==z+yizy € R), 则 xz 十 yi 二 acos't。 i 十 2( 却 4 bi) 。cos2t 。 


sin2r 十 (1 十 cb) 。sint 实 、 虚 部 分 离 可 得 

T= coste sintsint= sint,y=a(ll—7zr) +26(1— rx)ri+cer cr), 
即 

y= (a 二 cm20)x 二 200 一 a)zx 十 a. 

因为 A,B,C 三 点 不 共 线 , 故 a 十 c 一 26 关 0, 可 见 所 给 
曲线 是 抛物 线段 如 图 9- 4. AB 和 BC 的 中 点 坐标 分 别 是 
DL ,29) 和 尼 ( 本 ,二 9) 


4 2 
所 以 ,和 直线 DE 的 方程 为 
y 一 (ce 一 OOxz 十 于 (3a 十 20 一 中) DO 


由 由, 联 立 得 (ae 十 ec 一 200( 人 一斑 用 一 0 


由 于 4a 十 < 一 2 天 0, 故 (xz 一 十 ): 二 0, 于 是 ,x 二 二 .注意 到 十 二 让 二 子 , 所 以 抛 


物 线 与 AABC 中 平行 于 AC 的 中 位 线 DE 有 且 只 洒 NANA A 


加 12 已 知 正 人 ABC 和 硕 点 4 在 抛物 线 ， 二 27x 的 顶点 处 ,点 BB 在 抛物 线 上 运 
动 . 求 项 点 C 的 轨迹 方程 . 


解 ”如 图 9~5, 把 直角 坐标 平面 视 为 复 平面 , 设 B 点 对 
应 复数 Zp 二 xz 十 yi,C 点 对 应 复数 QZ. = TX 十 yl 
因为 人 OBC 为 等 边 三 角形 ,Ga 可 由 OB 按 逆 时 针 或 顺 


时 针 方向 旋转 于 得 到 ， 


所 以 过 十 站 二 (zl 十 iy)[cos( 十 三 ) 十 isin( 士 下 — 


图 9-5 
(zi +iy) (i 43;) 一 (二 二 ty ) + (By 十 如 zi 
2 2 2 2 2 
由 两 复数 相等 的 条 件 得 
过 一 二 二 干 .YI1， .1] 一 卫士 旭 ， 
2 2 2 一 2 
] V3 Wg V3 
3 l 3 
了 一 了 并 2 .Y 1 二 gy ox 


又 点 在 抛物 线 上 ,有 yi 一 2z8, 所 以 二? 干 音 r 一 2( 二 xz 土 痪 ), 化 简 得 


十 2V3zy 十 3y 土 V3X 一 y 一 0, 即 为 顶点 C 的 轨迹 方程 . 

注 ”此 例 中 把 复数 乘法 的 几何 意义 用 于 解析 几何 ,使 线段 按 某 定点 旋转 这 种 图 形 
请 Wn mp 了 了 和谐 统 一 . 

2. 注意 运用 复数 的 三 角 式 (包括 单位 根 ) 处 理 代数 问题 

例 13 (中 等 数学 》2004 年 第 4 期 奥林匹克 训练 题 ) 试 确定 所 有 实数 0, 使 得 复数 
列 {cosz0 十 isinn0) 成 等 差 数 列 . 

解 记 w 二 cosn9 十 isinn0, 则 {a,}) 为 等 差 数 列 ,a, 一 a,1 是 与 无 关 的 定 值 . 

又 ma = [cosn— cos(n—1)0+ i — sin(n— 1)01 
1 


Oi icos < 0) ， 


. 4 
一 2s1nN 万 (一 SiN 


2 Si isin 2 1 


显然 ,要 求 f(9) 二 一 sin 


六 冰 浅 凋 茹 后 心 于 直人 站 入 壮 O 


六 沪 启 并 三 了 吾 忧 潍 湾 回放 闭 OO 


0 _ in30 OS 一 一 COS 一 
30 _0_ 加 
7 一 — 2&T, 即 如 一 2. 


和 容易 验证 ,0 一 ZkT 时 9 Cy 加 1 . 

因此 ,使 a 成 等 差 数 列 的 9 是 9 = Zr E 又 

例 14 求证 :G2 十 G3 十 Cs 十 … 二 (2 _ 9c0s 

分 析 ”此 式 左 端 为 组 合 数 的 和 ,往往 想到 用 二 项 式 定 理 , 但 它 又 不 是 从 nn 个 数 中 
顺 次 取 ?2 个 数 的 组 合 数 之 和 ,而 是 每 隔 两 项 的 和 ,所 以 也 不 能 利用 (1 十 x)" 系数 来 求 


和 ,因此 ,考虑 借助 1 的 三 次 单位 虚 根 的 性 质 1 十 w 十 wr = 0 来 证 明 . 
证 明 设 1 的 三 个 三 次 单位 根 是 1.w、w ,由 组 合 数 的 性 质 得 


7). 


n—] 
3 


GG 二 GG 十 Gy 十 G3 十 GG 十 GG 十 Gi 十 十 GQG = 二 27， 由 
(十 wo 一 Co 十 Ce 十 Co 十 Gzw 十 Giw 十 Cr 十 Co 十 十 Caor 

nN i NN 

= COs Ti1sSIn 53， (© 
(二 ww)"” 二 Gow +Cw! 十 Co 十 Cos CoP 十 Go .Cw 

ne Ti NA / 

= cos 本 一 1SIn 3， (3) 
由 十 w 纪 十 以 区 得 


左边 二 CGI(1 十 w 十 o2) 十 CI 十 吧 十 ol 十 C(1 十 轨 十 os) 十 CC 十 内 十 og) 十 
CC 。 (1 -Ho5 十 op) 十 CC 十 os 十 o2) 十 CC 十 or 十 oo 十 十 Cl 十 ar 十 
oo] 二 3(G 十 GG 十 CG 十 …)， 


右边 一 2 十 w(cos 本 十 sn 全 ) 十 办 (cos 全 十 sin 地) 
on 2X | .. LT nx ，，. NX dx An 
一 2 t+ (coss tising )(cos 3 tisin gs ) + (cos 本 十 isin 3)+ 


nn .nn 
(cos —— 一 1Sin 一) 


3 3 
一 2" 十 (cos ti I n < 二) 十 (cos 全 二 2 Tisin4 Ny 
一 4” 一 2COS Cn DO 
: 3 , 
从 而 十 GG 二 GG 十 … = 二 (2 2c0s Ln). 


3. 注意 运用 复数 的 几何 意义 处 理 问题 
例 15 (1987 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 八 ABC 和 八 ADE 是 两 个 不 全 等 的 等 腰 直 角 三 


y < 
江枫 经 给 | 


角形 , 现 固定 八 ABC ,而 将 人 ADE 绕 A 点 在 平面 上 旋转 . 试 证 :不 论 人 ADE 旋转 到 什 
么 位 置 , 线 段 EC 上 必 存 在 点 M ,使 得 ABMD 为 等 腰 直 角 三 角形 . 
证 有 明 ”如 图 9-6, 将 人 ABC、A 人 ADE 置 于 同一 复 平 4 
面 内 ,直接 在 向 量 与 对 应 的 复数 间 连 等 号 , 设 BA = xzi， 
DE = 过 , | BC 一 Z| 。 i, DA -一 Z 。 i, AC 一 Zll— Ze, 
AF 一 Zi 一 Zl. 
从 而 ,CE = (zi 十 2) 一 (zi 十 2) i E M C 
EC 上 的 点 M 为 所 求 的 点 , 且 记 CM = ACE (0 过 4 过 / 
1) ,得 
MB =— (BC -| CM) 一 一 241 一 人 A(zl 十 zz) 十 4(Czl 十 xz) 
一 一 人 (zi 十 z2) — (1 一人)zii 十 和 zsi 
则 MB i= (一 i)z 一 jz 一 人 (za za)i. @ 
而 MD = ME DE = (AVL) — (+2) z 
(1 一 4)zl 一 4zs CO— (1 OOo—A)(z 十 2&2)1. (2 
若 人 BMD 为 等 腰 直 角 三 角形 ,只 须 MB .i 一 MD. 
比较 个.@ 两 式 , 即 知 4 二 1 一 4, 即 4 = 


这 说 明 M 是 EC 的 中 扩 . 

男 证 ”可 设 | AB | 二 | AD |, 则 B.D 两 点 不 
重合 . 把 两 三 角形 置 于 复 平面 上 ,如 图 9-7, 使 各 顶 
尽 对 应 的 复数 分 别 是 ZA\ZB\ZC Zp ZE, HB zp = 
一 1 ,zp 一 |. 于是， 

ZE — 2ZD = (ZA — zp) * (—1) 一 一 (za 一]1)1. 

则 zi = zp — (za OO— 1)1i= 1 (za 1)L. 

同 理 ,zc 二 zg 十 (za 一 zz8)1 二 一 1 十 (za 十 1)1. 


设 EC 中 点 为 M, 则 zw 二 地 (ze 十 zc) 二 i 


这 说 明 人 BMD 为 等 腰 直 角 三 角形 . 

4. 注意 复数 美妙 结论 的 适当 运用 

例 16 设 a 宇 0, 在 复数 集 C 内 , 解 方程 

z 十 2|z|=&. (1 
解 ”将 原 方程 两 边 同 时 取 共 思 得 

(z) 二 2|z|=&a. z (2 


芝 冰 离 糙 严 性 汪 进 区 蒿 粳 O 


| 


i 
1 
2 


溉 冰 商 将 个 和 工 直 吾 竺 尊 O 


因 |z|==|z|, 由 外 一 句 得 ,zx 一 (z)? =0， 

从 而 (z 十 zx)(z 一 z) 一 0. 

当 z 一 z 二 0, 即 z 是 实数 时 ,zx = 二 | = 上, 原 方程 可 化 为 | xz| 十 2|z| 一 aa 一 0， 

又 a 宇 0,; 则 A 二 4 十 4a 守 0， 

故 | z |== 一 1 土 V1 十 a. 

又 |zl| 全 0， 

则 ”z= 十 (一 1 十 Vi 十 a). 

当 z 十 z 二 0, 即 z 为 纯 虚数 时 ,z? 一 一 | > |*. 
原 方程 可 化 为 |z| 一 2 | z| 十 a 二 0. 3) 

(1) 当 0 过 a 达 1 时 ,A 二 4 一 4 宇 0, |z | 二 1 十 V1~a,， : 

则 z= 十 (十 Vi 一 a) 或 z 二 十 (1 一 V1 一 a)i. 

(2) 当 4a 放 1 时 ,A 二 4 一 4a 二 0, 方 程 @ 无 解 . 

所 以 , 原 方程 的 解 为 : 

当 0 委 4& 迄 1 时 ,z= 士 (1 十 V1 一 a)ib 或 > 王 士 (1 一 V1 一 a)i, 或 一 土 ( 一 1 十 
V1 十 c); 

当 a 六 1 时 ,= 一 士 (一 1 十 VIL 十 a). 

注 ”此 例 是 先 运 用 共 斩 复 数 的 概念 将 原 方 程 变形 ,得 到 符合 题 意 的 z 的 特征 , 然 
后 再 进行 分 类 讨论 ,达到 了 简化 运算 的 目的 . 

例 17 (1997 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 非 零 复数 al ,ar ,as yat,as 满足 


Ud2 _ U3 41 __Ws 


Ql 十 G42 十 43 十 44 十 ds 一 4( 一 -十 过 -十 元 -十 二 -十 于) 一 


其 中 * 为 实数 且 | s | 去 2. 
求证 : 复数 Ul rd? 93 04 U5 在 复 平 面 上 所 对 应 的 点 位 于 同一 一 圆周 上 . 


9 ‘C2 C3 (4 Us 9 3 4 
证 有 明令 二 = 二 一 二 二 二 一 一 gy 则 as 一 adyas 一 aig2a 一 ao ,as 一 cg4， 
i { Ws td 


于 是 ,由 已 知 条 件 得 a (i 十 gq 十 gq 十 g 十 4 ) — 2 十 gt). 
(1) 夺 1 十 gq 十 9 十 8 十 gq = 二 0; 则 gs 一 1 二 (gq 一 DD(1 十 gq 十 十 十 9¥) = 二 0, 从 

而 二 ]， ] 过 | 一 ] ,此 时 | 1 一 U2 一 | (3 一 C4 | 二 | Us | , 故 复 数 cl ,cs ,as ,a4， 

as 对 应 的 点 都 在 以 原点 为 圆心 ，| al | 为 半径 的 圆周 上 . 

(2) 和 在 1 十 gg 十 于 十 时 十 外 和 关 0, 则 oo = 4, 即 a3 = 4,a; 二 十 2, 而 9 满足 方程 


me 


1 2 1 s,s 
laqt tg Tt 


了 


记 工 一 4 十 二 ,上 式 化 为 关于 了 的 实 系数 一 元 二 次 方程 zz 十 7 一 1 干 这 一 0 @ 
令 f(x) = 之 十 z 一 1 干 寺 ,注意 到 |s | 过 2 时 ,有 一 证) = 一 二 (5 士 29) 之 0， 


f(2) 二 5 干 方 之 0,f( 一 2) = 1 干 二 宇 0. 


方程 @ 的 两 根 都 是 绝对 值 不 大 于 2 的 实数 . / 
对 于 的 每 个 根 x, 相 应 的 g 满足 实 系数 二 次 方程 gqg* 一 xg 十 1 = 二 0. 二 
它 的 判别 式 A == x* 一 4 过 0, 故 两 根 gl ,gs 为 共 斩 复 数 , 旧 


laff=|g| =qg =1. 
因此 ,方程 中 的 每 个 根 都 满足 | qd 一 | . 从 而 | | 二 | U2 一 U3 =| U4 一 
Us | 二 2, 即 复数 Cl U2 sd3 9 CC49C5 对 应 的 点 同 在 以 原点 为 圆心 ,半径 为 2 的 图 局 上 . 
【模拟 实战 九 ) 
和 A 组 


1.(1990 年 全 国 高 考题 ) 把 复数 1 十 i 对 应 的 向 量 按 顺 时 针 方向 旋转 等, 所 得 到 的 向 量 
对 应 的 复数 是 (。。). 


A 1 一 3 | ~—1+Y3; B 一 1 士 V3 .二 1 一 Y3 
2 2 2 2 
C, 1+3 | 1— 3 D 1 | = 


2. 《1992 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 复 数 zi 、zs 在 复 平面 上 的 对 应 点 分 别 为 A.B, 且 
| zl | 二 4,4zi 一 2z1zz 十 2 二 0,O 〇 为 坐标 原点 , 则 人 OA4B 的 面积 为 ( ). 
A. 8V3 B. 4V3 C.6V3 D. 12 V3 

3. 《中 等 数学 》2004 年 第 4 期 奥林匹克 训练 题 ) 设 zx 三 m 十 ni 是 方程 azt 十 ibz? 十 
c 十 idz 十 e 二 0 的 一 个 复数 根 ,这 里 a.b、c.d.e.m.n E€ R, 则 下 列 各 数 一 定 是 方程 
的 根 的 是 ( ). 
A.m— nl .一 7 十 7 (CC. 7 十 72i 也. 1 一 zz 十 7 


4. 《中 等 数学 》2004 年 第 2 期 奥林匹克 训练 题 ) 已 知 两 个 复数 集合 M = {xz | z= 


cosat(4—cosa)i,a € R},N = {z | z= cosB+ CA++sInDi,BE R}, 当 MNN 


六 他 应 首 王 五 往 淡 半 加 济 效 OO 


洒 冰 离间 亚 括 性 泗 油 加 入 着 o | 


Sy qa 


他 时 ,实数 4 的 取信 范围 是 ( ) ， 
A. [2,5] B. [二 ,5 C. [了 时， 十 co) D (— co ,5] 


(1996 年 全 国 高 考题 ) 复数 十 所 等 于 ( ). 


一 V3i)5 
A.1— V3i B. 一 1 十 V3i C. 十 V3i D. -1 一 V3i 


. (2000 年 全 国 高 考题 ) 在 复 平 面 内 ,把 复数 3 一 V31 对 应 应 的 向 量 按 顺 时 针 方向 旋转 -: 


所 得 癌 量 对 应 的 复数 是 ( ). 
A. V3 — 3i B. — 2 V3i C. 2 v3i D. 3 十 V3i 


《1995 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 a.B 为 一 对 共 轿 复数 ,条 | xc 一 8|= 2V3 且 率 为 实数 ， 


则 | a | 三 


. (1997 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 已 知 复数 = 满足 | = 十 二 |= 1, 则 = 的 辐 角 主 值 范围 是 


B 组 


. 在 复数 集中 解 下 列 方程 : 


(1)2z—iz = 1]1; 
(2)z 一 Az 二 w( 常 数 AwEC, 日 14 ji 沽 1). 


. 议 a 过 0, 在 复数 集中 解 方程 2 | | 十 az 十 i 二 0. 
. 求 阴 数 y= 二 Vta 十 十 V(r 一 a)? 十 a: (a > 0) 的 最 值 . 
. 证 明正 引 和 定理 : 在 人 ABC 中 ， 角 ABC 与 所 对 应 的 边 ae.2c 间 有 关系 到 


bp ce 
sinB sinC 


求 cos 本 十 cos 十 cos 5 玉 十 cos 和 十 cos 经 的 值 
. 对 复数 z1、zz 给 出 下 面 的 三 个 条 件 ， 


(Da ;2 +6 二 3)m。 台 十 思 十 2 一 0 


试问 是 否 存 在 同时 满足 这 三 个 条 件 的 复数 zi 、z2? 若 存在 , 求 出 zi 二; 若 不 存在 ,说 
明理 由 . 


【基础 知识 】 


对 于 茶 些 数学 问题 , 奋 能 运用 导数 处 理 , 往 往 能 揭示 题目 之 内 核 , 且 使 得 解 题 更 容 
匈 操 作 , 从 而 获得 淡化 复杂 技巧 的 功效 . 运用 导数 不 仅 可 以 讨论 函数 的 单调 问题 ,函数 
的 极 ( 最 ) 值 问题 ,还 可 以 讨论 解析 几何 中 的 切线 斜率 问题 .代数 恒等式 问题 ,以 及 与 此 
有 天 的 问题 


【基本 问题 与 求解 方法 】 


例 1 (2004 年 全 国 高 者 湖南 卷 题 ) 设 f(x)、g(x) 分 别 是 定义 在 R 上 的 奇 函 数 和 
偶 函 数 . 当 广 过 0 时 ,f(x) 。g(Cz) 十 f(r), g(x) > 0, 有 8 g( 一 3) 二 0, 则 不 等 式 
f(rX)。g(X) <0 的 解 集 是 ( ). z 

A. (一 3,0) U (3, 十 co) B. (— 3,0) (J (0,3) 

C. (一 ce 一 3) U (3, + 00) D. (一 ce, 一 3) (J (0,3) 

解 ” 选 D. 理 由 :因为 f(x)、g(x) 分 别 是 定义 在 R 上 的 奇 函 数 和 偶 函 数 , 所 以 
A(X)。g(X) 是 R 上 的 奇 肾 数 . 又 工 二 0 时 ,了 (x)。g(zx) 十 f(x)。g'(x) 汪 > 0, 即 
[f(r) 8Cz)] 之 0; 所 以 f(z)，g(z) 在 (一 oo,0) 上 是 增 函 数 , 从 而 FCz) 。g(Cz) 在 (0， 
十 ce) 上 也 是 增 函 数 . 

由 g( 一 3) 二 0, 得 f( 一 3)。g(--3) 二 0. 因此 ,f(zx)。g(x) <0 的 解 集 是 (一 co 
一 3) U (0,3). 

例 2 (2001 年 全 国 高 考 天 津 卷 题 ) 函数 y= 二 1 十 3x 一 x 有 ( ). 

A. 极 小 值 一 1, 极 大 值 1 B. 极 小 值 一 2, 极 大 值 3 

C. 极 小 值 一 2, 极 大 值 2 D. 极 小 全 一 1, 极 大 值 3 

解 ” 选 D. 理由: 求 出 f(x) 的 导数 , 找 出 驻 点 , 求 方程 PFCz) = 0 的 解 ,根据 了 (x) 


在 驻 太阳 到 的 符号 来 判断 函数 的 极 值 . 


令 y 3 3X’ 一 0, 则 过 二 十 1， 
当 z< 一 1 时 ,7 之 0; 当 一 1 之 + 之 1 时 ,y 之 0; 当 x>1 时 ,y 之 0. 
故 当 工 二 一 1 时 函数 有 极 小 值 :f( 一 1) = 二 1 一 3 一 (1)? 一 一 


闲 沪 广 亲 导 五 帐 溢 沁 回 洲 效 OO 


法 站 部 凋 要 和 屿 涝 加 入 滔 O 


当 工 二 1 时 ,函数 有 极 大 值 :f(1) 王 1 十 3 一 上 一 3. 

例 3 (2004 年 全 国 高 考 湖 南 卷 题 ) 过 点 P( 一 1,2) 目 与 曲线 y 二 3zr 一 47 十 2 在 
点 M 处 的 切线 平行 的 直线 方程 是 

解 ” 填 2x 一 y 十 4 = 二 0. 理由; 依 题 意 ,y = 6z 一 4. 故 过 点 M(1,1) 处 切线 的 斜率 
为 —y | 1 一 一 2 

由 所 求 直 线 与 曲线 y 二 3x? 一 4z 十 2 在 点 M(1,1) 处 的 切线 平行 ,得 所 求 直线 的 全 
率 为 k= 二 2. 因为 直线 过 点 P( 一 1,2), 故 所 求 直 线 方 程 为 y 一 2 = 二 2(z 十 1), 妈 2x 一 yy 十 


| 4 一 0. 


例 4 〈2004 年 全 国 高 考 文 科 题 ) 已 知 图 数 f(x) 二 ar’ 十 37’ 一 x 十 1 在 R 上 是 减 

解 求 函 数 f(x) 的 导数 : 广 (z) 一 3az2 十 6r 一 1. 

(1) 当 了 (zx) 二 0(x € R) 时 , f(x) 是 减负 数 . 

3aT 二 67—1<0(rE ROa (TZ0HA = 36-124 < 0a 一 一 3， 

所 以 , 当 a 一 一 3 时 ,由 了 (x) 二 0, 知 f(x) (x € R) 是 减 函 数 ，; 

(2) 当 a = 一 3 时 ,f(x) = 一 323 十 3 一 + 十 1 = 一 3(x 一 访 )* 十 地 

由 鹃 数 y 二 x 在 R 上 的 单调 性 ,可 知 当 a 一 一 3 时 ,f(x)(x ER) 是 减 函 数 ， 

(3) 当 a > 一 3 时 ,在 RR 上 存在 一 个 区 间 , 其 上 有 f(x) > 0. 

所 以 , 当 a > 一 3 时 ,图 数 FGz)(Cz ER) 不 是 减 图 数 ， 

综 上 ,所 求 a 的 取 值 范围 是 (一 co, 一 3]. 

例 5 (2004 年 全 国 高考 理 科 题 ) 已 知 a EE R, 求 孙 数 f(x) = ze* 的 单调 区 间 . 

解 求 函 数 f(x) 的 导数 :了 (x) = 二 2xe” 十 ar?e” 二 (2X 十 ar’)e”. : 

(1) 当 4a = 二 0 时 ,车 x 二 0 时 ,; 则 了 (x) 二 0; 若 xz 二 0; 则 了 (zx) 二 0. 

所 以 当 a 王 0 时 ,函数 f(x) 在 区 间 ( 一 co,0) 内 为 减 图 数 , 在 区 间 (0, 十 ceo) 内 为 增 
国 数 . 


(2) 当 &0 时 ,由 2r 十 cz > 0, 解 得 z< 一 全 或 x > 0， 
由 2 六 十 cz 一 0, 解 得 一 生 一 <0 


所 以 , 当 4 之 0 时 ,函数 f(x) 在 区 间 ( 一 oo, 一 三 ) 内 为 增 函数 ,在 区 间 ( 一 全,0) 内 
为 减 函数 ,在 区 间 (0, 十 co) 内 为 增 函 数 . 
(3) 当 a 二 0 时 ,由 2x 十 ax: > 0, 解 得 0 二 x 一 一 三 . 
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由 2x 十 ar? 之 0, 解 得 z 二 0 或 x>> 一 万， 

所 以 , 当 a 二 0 时 ,函数 /(x) 在 区 间 ( 一 oo,0) 内 为 减 函数 ,在 区 间 (0, 一 之 ) 内 为 
增 函数 ,在 区 间 ( 一 二 ,十 cc) 内 为 减 函 数 . 
【 解 题 思 维 策略 分 析 】 

1. 单调 性 问题 的 求解 


例 6 (2003 年 全 国 高 者 天 津 卷 题 ) 设 a 汪 0, 求 函数 f(x) = 二 Vr 一 ln(x 二 a)(x EE 
(0, 十 co)) 二 


解 ” f(x) 二 


六 冰 惫 凋 焉 皇 性 涟 省 同和 涉 交 o 


1 4 1 l 1 _ zx 2vVrta, ~ 0). 


Pp 
ides ppp, 


ia 2Vr Xa 2 Vz( 芝 十 oa) 
(1 若 太 (z) 盖 0, 则 zz 一 2Vz 十 ea 盖 0, 即 (Vz) 一 2vVzTTaS0. 
该 二 次 三 项 式 的 判别 式 为 A 二 4 一 44a. 
DD 当 a 放 1 时 ,A 一 4 一 4a 二 0, 故 xz 一 2Vr 十 a 守 0 在 (0, 十 co) 上 恒 成 立 , 此 时 ， 
f(x) 在 (0, 十 ce) 上 是 增 函 数 . 
包 当 4 一 1 时 ,A=0, 不 等 式 z 一 2Vz 十 二 0 的 解 集 为 (0,1) (J (1, 上 ce)， 
故 f(x) 在 (0,1) 和 (1, 十 ce) 上 都 是 增 函 数 ,又 由 于 f(x) 在 xz 二 1 处 连续 , 则 f(x) 在 
(0, 十 co) 上 是 增 函 数 . 
8 当 0<a 过 1 时 ,A 二 4(1 一 4)>0, 则 x 一 2Vz 十 a 之 0 的 解 为 /ZT 之 1 二 VI 一 a 
或 0 二 Vz 过 1 一 VI 一 4 此 时 f(x) 在 0,2 一 a-2VITa) 和 (2_a42Vi-a,4 
co) 上 都 是 增 函 数 . 
(2) 车 (7X) 二 0, 则 zx 一 2Vz 十 a 二 0, 判 别 式 为 A = 4(1 一 a). 
山 当 ac 过 1 时 ,A 乏 0, 不 等 式 x 一 2Vz 二 a<0 无 解 ， 即 PCz) 二 0 不 成 立 ， 
0<4<1 时 ,A 二 0,x 一 2VxTa < 0 的 解 集 是 (2 一 a 一 2 VI 一 2,2 一 “十 
2 V1 一 a4), 此 时 f(x) 在 解 集 上 是 减 函 数 . 
综 上 所 述 ,(1) 当 c< 全 1 时 ,PFCz) 在 (0， 十 Se) 上 是 单调 递增 中 数 ; 
(2) 当 0 过 a 过 1 时 ,f(x) 在 (0,2 一 a 一 2 Vi 一 a) 和 (2 一 a 十 2 vI 二 wa, 十 ce) 上 
都 是 单调 递增 数 , 在 (2 一 a 一 2 V1 一 a,2 一 a 十 2 V1 一 a) 上 是 单调 递减 函数 . 
例 7 (2000 年 全 国 高 考 两 省 一 市 卷 题 ) 设 函数 f(r) = VT 十 1 一 ax ,其 中 4&0， 
求实 数 a 的 取 值 范围 ,使 f(x) 在 (0, 十 ce) 上 是 单调 函数 . 


De " Hy 0 Hh 中 He 昌 是 
， HE > ' ”1 -， i i - i i 
， . i 上 i 上 
， i 1 i i qe 
| 。 . i ; - i 加 人 


六 沪 订 凋 慌 卫 性 潍 泛 辐 汗 冯 O 


j 2 ” / 上 2T 四 -_ 
解 f(x) 二 (vx 十 1) (ar ) = 2 i a i Q， 
因 并 全 0 
则 0 一 一 人 -= 一 一 1 


Xx 二 1 1 十 二 
,村 
(1) 当 a 宇 1 时 ,了 f(x) 二 0 和 恒 成 立 , 即 f(x) 在 (0, 十 ceo) 上 是 单调 递减 函数 . 
(2) 当 0 二 a 二 1 时 , 邻 f(x)==0， 


之 一 a 二 0, 其 (1 —a’)x = a’, 


得 
vx 十 1 


TT 0, 到 一 一 4 ( ) ,得 驻 点 工 一 一， 
由 盖 0, 即 并 万 二 二 ( 合 去 得 驻 点 x 让 从 而 


当 x € (0, 用 = 时 ,f° (x) < 0; 
uw 


当 z E00) 时 ,ff (x) 全 0. 
TE (A /7 


a - a os 

故 f(z) 在 (0， 万 二 二 ) 上 年 减 力 数 ,在 (万 二 ， 十 ce) 上 是 增 限 数 ， 

即 当 0 过 4 之 1 时 ,f(x) 在 (0, 十 co) 上 不 是 单调 函数 . 

综合 (1)(2) 知 , 当 a 宇 1 时 ,f(x) 在 (0, 十 co) 上 是 减 函 数 ; 当 0 二 a 二 1 时 ,f(x) 
在 (0, 十 ce) 上 不 是 单调 函数 . 

2. 处 理解 析 几 何 中 的 切线 问题 

例 8 已 知 抛物 线 Cl:y 二 区 十 2t 和 C;:y 二 一 x 十 4a, 如 果 直 线 1 同 时 是 Ci 和 CC。 
的 切线 , 称 ! 是 Cl 和 CC; 的 公 切 线 , 公 切 线 上 两 个 切 点 之 间 的 线段 , 称 为 公 切 线段 . 

(1)a 取 什 么 值 时 ,Cl 和 Cs 有 且 仅 有 一 条 公 切 线 ? 写 出 此 公 切 线 的 方程 ; 

(2) 硅 CI 和 Cc 有 两 条 公 切 线 , 主 明 相 应 的 两 条 公 切 线段 互相 平分 . 

解 如 图 10-1, 设 百 线 i:y = kx 十 b 是 抛物 线 C: 和 Cs 的 一 条 公 切 线 , 并 设 点 
4(Cziyi)、 CCzzyyz) 分 别 是 直线 ! 与 CC 的 两 个 切 点 . 

y 二 十 2x 的 导数 为 y 一 2z 十 23y 二 一 x 十 a 的 导数 为 y = 一 2x. 

根据 导数 的 几何 意义 有 2z1 十 2 一 A, 一 2z 一 A， 

故 2zi 十 2 一 一 2z, 即 Xi 十 Xx 二 一 1. 

(1) 因为 C1 .Cs 有 且 仅 有 一 条 公 切 线 , 所 以 4A、C 两 点 必 重 合 ， 


即 有 zi 一 zy 又 zi 十 Ta 二 一 1， 
1 3 了 
所 以 AAA( 7 ， 4 2 ) 


闲人 字 订 闪 下 所 卡 潍 沿 辣 凌 辣 O 


由 C 在 Cs 上 可 知 a 一方 
此 时 户 == 一 2X (一 方 ) 1. 


所 以 a = 一方 时 有 且 仅 有 一 条 公 切 线 ,此 公 切 线 方程 为 y= x 一 地 


(2) 由 zi 十 Za 一 一 1 得 Xx; 一 一 1 一文 1， 
从 而 十 二 XT 二 2X 十 (一 十 4) 二 XI 十 2X1 一 《Xi 十 1)? 十 a 


— a— 1].， 


故 公 切 线段 AC 中 点 为 (一 1 5 1 


a—l] 
2 


所 以 两 条 公 切 线段 互相 平分 . 
例 9 (中 等 数学 1994 年 第 1 期 奥林匹克 训练 题 ) 


DA = 3V2,CB = V2, 动 点 了 在 AB 上 移动 , 则 八 PCD 的 
面积 的 最 小 值 为 

解 ” 填 4 一 v6. 理由: 吻 求 直线 CD:z 十 y 一 2V2 = 
0. 设 切 点 Po《xo ,yo0), 易 若 过 Po 点 与 CD 平行 的 切线 EF 
和 CD 的 距离 为 最 小 . 在 xz 轴 上 方 , 椭 加 方程 为 


O 
与 
林 
匹 
死 
数 
学 
中 
的 
真 
题 
分 
析 


y 一 (1 一 地 ) 一 一 > . 
2 /1 一 三 2 几 一 碟 
2 2 
则 | kEr 一 一 0 了 一 一 上 一 Ray 
__4o0 
2 /| 7 
放 zo 一 之 ,yw 一 上 上 .由 点 到 直线 距离 公式 得 P, 到 CD 距离 为 ?一 灼 ,从 而 有 
0 /3 3 由 点 至 线 距 钠 公 于 得 0 2 多 入 RD 


最 小 值 为 4 一 v6. 
3. 处 理 ( 极 ) 最 值 问 题 / 
例 10 (1994 年 上 海 市 竞赛 题 ) 最 数 y = 二 v1994 一 x+ 十 v7 一 1993 的 值 域 


是 
解 。” 填 [1 2 理由 ; 先 求 定 义 域 ,1993 过 工 近 1994. / 
2 2 Vig vv ~ 


] ] 
-一 一 一 二 一 一 一 
2 V1994—7x 2VTZT 一 1993 


于 是 ,得 驻 操 不 一 


计算 驻 点 与 区 间 端 点 处 的 函数 值 ,得 f( ) = V2,f(1993) = 1, f(1994) = 


1 ,可 知 ymwx 二 V2, ymin 二 1, 故 值 域 是 1 过 y 志 v2. 
例 11 (1996 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 求 实数 a 的 取 值 范围 ,使 得 对 于 任意 实数 x 和 任 


这 0cC [0 ,六 ;有 (XX 十 3 十 2singcos9)2 + (x asin0 + acosO)? -之 5 


解 


3 十 2singcos0O 十 记 3 十 2sinbcosO 一 5 
sin0 -+ cos0 "0E LO ,J 或 4 亏 sin cosg 


二 +, 则 上 述 本 两 式 可 转化 为 ， 


ad > 


'9€ [0,51. 


设 sin0 十 cos6 = 二 14, 则 1 过 1 之 V2 ,sinGcos0 一 


4 之 1 十 学 ， :一 一 (1 过 1 之 VY2) 与 a 声 a (1 所 上 < 过 vV2)， 
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了 
2 9 


> 
心 


令 了 (DD = 1 一 这 ,二 = 0, 得 驻 点 上 一 
Fw2) = 92 , 故 f (brax 一 方 .于 是 4 之 方 . 令 g (1) = 1 一 广 ， 评 二 0, 得 驻 点 1 - € 
[1,Y21. 计算 gE) ~ V6,g(1) = 六 ,BCV 一 7 , 故 g(t)min 二 V6, 从 而 a 声 V6. 

故 4 之 让 或 a 过 V6. 

例 12 求 一 -十 mrt 二 x 二子 ) 的 最 小 值 

解 ” 令 f(z) = 

则 f(x) _ 3sinx 3SInz _ 2COST 


cos* XT Sin27 


OO) 
下 
林 
匹 
克 
数 
学 
中 
的 
真 
是 
分 
析 


| (0 二 x 二 之 )， 


COST SINX 2 


os Sinzr | 


2 
由 本 sinz = /cosrz. 
又 由 sin2z 十 cos2 一 1， 


3 3 
有 sin 过 一 /: V4 , COST 一 V9 9 
N V9 +V4 NV9+vV4 


此 时 ,z = arctan、/ 之 (列表 ,判定 符号 ). 


/2 /2 /2 
.起 (0,arctan 3 arctan 3 (arctan 3 9 广 ) 


fF (x) 一 0 十 | 
fz) 单调 减 极 小 值 单调 增 


由 于 f(x) 在 (0, 帮 ) 上 仅 有 一 个 极 值 点 , 故 也 是 它 的 最 小 值 点 . 


故 当 二 王 arctan \/ 和 时 , f(x) = VCV9 yd) 
4. 证 明 不 等 式 


例 13 (第 3 届 “ 希 望 杯 ” 邀请 赛 ) 已 知 U < 一 过 所 一 >， 求证: sinz > x 一 起 ， 


OO) 

奥 
林 
匹 

克 
数 
学 
中 

的 
真 
题 ， 
分 
析 


证 阴 设 f(x) 一 sinz 一 < 十 :6 - ,显然 f(0) = 0， 
f(x) 一 COSZ 一 1++ 苞 一 2[ (SS ) — (sin 5) 


由 0 过 x 过 万 ,7 之 sinz, 知 汪 之 sin 元 之 0. 


2 
故 0 一 Xx 一 时 , PCz) 之 0, 即 f(x) 在 (0, 广 ) 上 为 增 函 数 . 


故 ”f(x) 之 f(0) = 0, 故 原 命题 得 证 . 

例 14 (2001 年 全 国 高 考题 ) 已 知 &k.mn 是正 整数 , 且 1 < 二 过 m 过 nn. 证 明 ;(1 十 
m)” > (1 二 71)”. 

证 明 由 于 kmwn 是 正 整 数 , 是 1 过 km 二 n,; 故 有 2 区 二 nn. 


— ln(lT x) 
今 f(r) 二 Ot >>2), 则 PCz) 二 T+ 


x 


由 工大 二 

于 是 ”f(x) <0. 因此 ,函数 f(zx) 在 区 间 [2, 十 ceo) 上 单调 递减 . 
In(l1 十 7 ) In(1 二 nn) 

叉 由 于 2 过 过 ny 所 以 一 一 一 一 广 一 一 一 一 ， 


n 

Bj ne lnCl Tm) > m+. 1n(l tn), 
汞 即 ”ln61 二 1) 全 ln 十 2 故人 1 十) 人 (1 填 0) 
5. 处 理 等 式 型 问题 
例 15 (1999 年 越南 数字 奥林匹克 题 ) 解 方程 组 

(1 十 42r 9) 。5r2rb = 1 294, 

y 十 47 十 1 十 lIn(y 二 27x) 二 0. 
解 在 中 中 , 令 == 27 一 y; 则 
f(D) 一 5 (3)+5. (FS) 一 2 2 一 1 一 0 


由 于 fl(u) 在 R 上 单调 递减 ,是 f(1) 一 0, 所 以 ,一 1 工 , 即 27 一 yy 十 上 |. 
将 上 式 代 入 四 得 ,g(Cy) 二 yi 人 十 y 十 1) = 二 0. 
(2y 二 1)? 十 3y*(y 十 二 )? 十 地 十 2 
而 gr (y) = 一 >0， 
(y 十 码 》 十 闻 


故 g(y) 为 R 上 的 单调 增 函 数 , 目 g( 一 1) = 0. 


OO 


md 下 |p 


所 以 ,y 二 一 1. 因此 ,x = 二 FCy+1) 一 0. 


经 检验 知 ,z 二 0,y 一 一 1 为 原 方程 组 的 解 . 
例 16 ”证 明 下 列 恒等式 : 


(D1+2 二 十 nn 二 5n(n 十 1); 


(2)1。2 十 2。03 十 中 十 n(n 二 1) 一 nnt Dn 2); 

3) 二 2 十 下 十 二 二 n(n 十 DD)(2n 二 1); 

(C4) 二 2 二 nn” 二 元 到 (十 ] )”. 

证 明 先 证 明 一 个 等 式 : 

1 十 十 人 二 "十 ”一 Ct 二 CH (XxX— 1) 十 Ci (XC— 1)° 十 ，…: 十 (CH (z 一 1)， 
事实 上 ,利用 二 项 式 定 理 有 : 

2 一 [L1 二 (zx 一 1) 二 一 ] 二 Ca (一 1) 十 CH (rl tC (rm. 
而 (z 一 1)(1 十 二 十 妇 十 十 必 ) 二 x 一 1, 因 而 四 

(TX 一 1 上 (十 X 十 让 十 十 下 ) 二 Qin (x 一 1) 十 (2%,， (7 一 1 二 十 Ct Crem 1)", 
当 工 关 1 时 ,两 边 同 除 以 x 一 1 得 

1 十 X 二 让 十 一 十 二 Ch 十 C(x 一 1 二 … 二 Ch (rm 1)". 

而 当 x 二 1 时 ,左边 = 二 nn 十 1 二 CN == 右边 . 

则 恒 有 

1 十 十 让 十 十 x2” 二 Chl 十 C(x 一 1) 十 人 HT 一 1 十 十 Ce 村 (六 一 2 


漆 池 商 煤 全 五 尾 潍 时 回潮 净 OO 


(1) 对 9 式 两 边 求 导 则 有 : 
1 十 2X 十 3T 十 十 nt”! 一 CI 十 2G8 (一 1) 十 … 十 ?CT 六 一 1 于 1. (2 


令 z 一 1 则 得 ,1 十 2 十 和 … 十 一 六 an 十 1 


(2) 由 9 式 可 知 
] 十 工 十 业 2 十 2 十 … 十 efl 一 Ys Cro 1) + rem 1 Cr 1 

两 边 求 二 阶 导 数 , 则 

2 十 2。37 十 人 十 (十 1)。7irz | 

= 2Crtz 2° 3C42(z— D+ 二 ntD :nr D"™. 

令 工 一 1, 则 得 


村 冰 甸 业 下 开 性 沪 二 由 站 粗 O 


a Sq EE 


Li 


1 “2 十 2。3 十 3。4 十 … 十 22 十 1) 一 20 = n(nt 1) (nt2). 


(3) 由 外 式 ,可 知 

工 十 27X 二 3 十 二 7 

二 [Cin 十 2Gn Cz 一 十 十 nCH(r 一 ”L(x 一 1 十 1 二 C2 十 (C2 十 
2Cn) (zr—1) 十 (2G 十 3C4) Cr 一 1 十 一 十 nC 中 (x 一 1)”， 

两 边 求 导 得 

1 十 2 文 十 3 十 十 NX 

一 (Co 十 2G301) 十 26G2C35i 十 3C4D(Z 一 1) 十 … 十 72C 叶 (xz 一 1 于 1， G) 

令 工 一 1, 则 得 


1 二 22 十 3 十 十 扫 一 22 二 DC22 十 1 
(4) 仿 此 , 厂 @ 式 两 边 同 时 乘 以 z 求 导 后 再 令 x = 二 1, 便 会 有 
十 23 十 33 十 十 ja 一 二 杠 (Ca 十 1)“. 


【模拟 实战 十 ) 


和 A 组 


1. (2004 年 全 国 高 考 湖北 卷 题 ) 阴 数 f(x) = 二 ax? 十 x 十 1 有 极 值 
的 充 要 条 件 是 (  ) 
A.aw 全 0 B.a 守 0 
(4 < 0 U.as 扫 0 

2. (2004 年 全 国 高 者 浙 江 卷 题 ) 设 f(x) 是 函数 f(x) 的 导数 ,y= 
了 (zx) 的 图 象 如 图 10-3 所 示 , 则 y 一 f(x) 的 图 象 最 有 可 能 的 
是 ( ). 


y 了 


(A) (B) 


(D) 
3, (2001 年 全 国 高 考 两 省 一 市 题 ) 已 知 函 数 f(x) = x 一 3ax? 十 28bx 在 点 x 二 1 处 有 
极 小 值 一 1, 试 确定 ce 的 值 ,并 求 出 f(z) 的 单调 区 间 . 


y < 
RE 红 典 | 


. 证 明 下 列 组 合 恒等式 : 

(DO 二 2C2 十 3C3 二 十 一 2。 2 

(DO 十 2202 十 32C3 n(n 1).， 27; 
(3 十 23(02 十 320 十 十 10 一 (十 3)。27， 


B 组 


. (2004 年 全 国 高 考 天 津 卷 题 ) 已 知 图 数 f(x) 一 az 十 ie 一 37z 在 zz 一 十 1 处 取得 极 
值 . 

( 工 ) 讨论 1(1) 和 f( 一 1) 是 函数 f(z) 的 极 大 值 还 是 极 小 值 ; 

( 工 ) 过 点 A(0,16) 作曲 线 y = f(x) 的 切线 , 求 此 切线 方程 . 


. (2004 年 全 国 高 考 福建 卷 题 ) 已 知 /(x) = 学 一 (x E R) 在 区 间 [一 1,1] 上 是 增 本 
数 . 


(1 ) 求实 数 a 的 便 所 组 成 的 集合 A; 
(CID 设 关于 的 方程 f(z) = 二 的 两 根 为 zi xz, 试问 ;是否 存 在 实数 mm, 使 得 不 等 


式 22 十 ty 十 1 宇 | zi 一 Xxz | 对 任意 a € A 及 t € 1 一 1,1|] 恒 成 立 ? 帮 存在; 求 出 滩 
的 取 值 范围 ; 奢 不 存在 ,请 说 明理 由 . 
《2004 年 全 国 商 考 浙江 着 题 ) 设 曲 线 y 一 5 “(x 之 0) 在 点 MC,e”) 处 的 切线 4 与 4 
轴 、y 轴 所 围 成 的 三 角形 面积 为 SC). 
( 工 ) 求 直线 ! 的 方程 ; 
([) 求 SG 的 最 大 值 . 
. (2004 年 全 国 高 考 湖南 卷 题 ) 已 知 图 数 f(x) = 二 x?e* ,其 中 4 过 0,e 为 自然 对 数 的 底 
数 . 
CT) 讨论 函数 f(z) 的 单调 性 ; 
( 工 ) 求 函 数 f(x) 在 区 间 L0,1| 上 的 最 大 但. 
] 


. 《2004 年 全 国 高 考 广 东 卷 题 ) 设 曙 数 (x) 一 | 1 一 本 | (Xx > 0)., 


(了 证明: 当 0< 过 a 过 0 有 f(a) = f(0) 时 ,wb > 1. z 
(用 ) 咸 Pro ,Yo ) (0 < Xo < 1) 在 曲线 y 一 fx) 上 , 求 曲 线 在 点 忆 处 的 切线 与 x 机 
和 >y 轴 的 正 回 所 围 成 的 三 角形 面积 表达 式 ( 用 xo 表示 ). 

.《2004 年 全 国 高 考 广 东 卷 题 ) 设 函 数 f(x) 王 并 一 In(Cz 十 加 ) ,其 中 常数 mm 为 整数 . 
( 荆 ) 当 mm 为何 值 时 , PFCz) 之 0? 


法 冰 商 洞 熙 下- 尾 演 泪 丫 芝 汪 O 


C2 
奥 
林 
匹 
克 
数 
学 
中 
的 
真 
鳄 
分 
析 


颖 经 典 


专 题 研 究 系 列 


([) 定理 : 若 函 数 g(x) 在 Lc,oj 上 连续 , 且 g(4) 与 SC) 异 号 , 则 人 至少 存 在 一 点 
EC(a0) ,使 g(xo) = 二 0. : 
试用 上 述 定理 证 明 ; 当 整数 mx 守 1 时 ,方程 f(x) 二 0 在 Le™ 一 m,e™ 一 mj 内 有 两 个 
. 《2004 年 全 国 高 考 重 庆 卷 题 ) 设 图 数 f(x) 二 XX 一 1)(zx 一 a)(a 祝 1). 
(了 了 ) 求 导数 (7), 并 证 明 f(zx) 有 两 个 不 同 的 极 值 点 zi 、x2; 
( 卫 ) 知 不 等 式 f(x1) 十 f(xz) 委 0 成 立 , 求 w 的 取 值 范围 . 
. 《2004 年 全 国 高 考 辽 宁 卷 题 ) 已 知 图 数 f(x) 二 In(e* 十 a) (a 二 0). 
(]) 求 函数 y 二 f(z) 的 反 函 数 y 二 广 (z) 及 f(z) 的 导数 f(z); 
(CI ) 假设 对 任意 x E [lnC3a) ,ln(4a)j, 不 等 式 | x 一 让 (zx) | 十 InL 了 (x)j] 二 0 成 
立 , 求 实数 1m 的 取 值 范围 . | 
. (2000 年 全 国 高 考 两 省 一 市 题 ) 用 总 长 14. 8 米 的 钢 条 制作 一 个 长 方 体 容 器 的 框架 ， 
如 采 所 制作 的 容 俘 的 底面 的 一 边 比 另 一 边 长 0.5 米 , 那 么 高 为 多 少时 ,容器 的 容积 
最 大 ?并 求 出 它 的 最 大 容积 
10.〈1994 年 上 海 市 高 考题 改编 ) 已 知 


2(1 一 tl 十 六 一 上 (0 之 1 之 广 )， 


~ 


OO 


Co 


S(7) -| 1 1 | 
Di 十 下)(t 之 D7 


试 确定 SG 的 单调 区 间 ,并 加 以 证 明 ， 

11. (《 中 等 数学 1994 年 第 4 期 奥林匹克 训练 题 ) 求 满足 以 下 条 件 的 实 系 数 多 项 式 
A(X7):(1) 对 于 任意 实数 a, 有 fla 十 1) = f(a) 十 f(1);(2) 存在 某 一 实数 天 0， 
使 f(k1) = ky, fk) 一 局 CR 1) = 二 ,ff(k,) = 二, 其 中 4 为 f(x) 的 次 数 ， 


溃 11 蔓 排列 与 组 合 


【基础 知识 ) 


1 加 法 原理 和 乘法 原理 

如 有 果 完 成 一 件 事情 的 方法 可 分 成 n 个 互 不 相交 的 类 , 昌 第 1 类 中 有 mi 种 方法 ,第 2 
类 中 有 ms 种 方法 ,…', 第 nn 类 有 m, 种 方法 ,那么 完成 这 件 事 一 共有 mi 十 mz 十 … 十， 
种 方法 . 这 就 是 加 法 原理 ,简称 分 类 相 加 . 

如 斥 完 成 一 件 事情 要 分 n 步 , 且 第 1 步 有 mi 种 方法 ,第 2 步 有 mz 种 方法 ,…, 第 1 
步 有 mi 步 方法 ,那么 完成 这 件 事 一 共有 azz。…“。7z 种 方法 . 这 就 是 乘法 原理 ,简称 
分 步 相 有 冬 . 

2. 无 重复 的 排列 与 组 合 

从 nn 个 不 同 元 素 中 任 取 m (过 n) 个 不 同 元 素 排 成 一 列 ,其 排列 数 为 


hz 一 mn 2 on 一 MU 十 由 二 一 全、 (约定 01 二 1) 
(nO— m)! 


特别 m 一 nn, 就 得 到 个 不 同 元 素 的 全 排列 数 公式 

A =~ns (nm—1)(n—2).。…。1=nl. 

从 个 不 同 元 素 中 任 取 mx ( 志 n) 个 不 同 元 素 并 成 一 组 ,其 组 合 数 为 

Cr A nn De nm+tl) 7 

”A” m! ml(n—m)1. 

3. 可 重复 的 排列 和 组 合 

从 个 不 同 元 素 中 任 取 m( 宇 1) 个 元 素 ( 可 重复 取 相 同 元 素 ) 排 成 一 列 ,其 排列 数 
为 r"( 选 第 1 位 元 素 有 种 方法 , 选 定 第 1 位 元 素 后 , 选 第 2 位 元 素 仍 有 种 方法 ,…， 
最 后 选 第 m 位 元 素 也 有 ?7 种 方法 ,由 乘法 原理 知 一 共有 mn” 种 方法 ). 

设 nn 个 元 素 由 个 不 同 元 素 a1,as，…,as 组 成 ,其 中 a 有 ni 个 ,as 有 ns 个 ,…,as 


有 ni 个 ,那么 这 个 元 素 排 成 一 列 的 方法 数 为 一 2:! 


72 1722 1 
事实 上 ,, 奋 ?个 元 素 互 不 相同 , 则 全 排列 数 为 24 种 ,但 其 中 履 个 a; 任意 交换 顺序 
(有 xn! 种 交换 顺序 的 方法 ) 得 到 的 是 同一 排列 (i = 1,2,…,k), 故 不 同 的 排列 个 数 


nl 
mlnal ee onmt 


半 站 次 洒 恰 五 性 淡 渤 则 入 效 0 


渤 兴 应 并 于 五 和 浴 六 卫 泛 湛 O 


ET 
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从 nn 个 不 同 元 素 中 任 取 mx( 写 1) 个 元 素 ( 可 以 取 相 同 元 素 ) 并 成 一 组 ,其 不 同 组 合 
数 为 C1. 

事实 上 ,不 妨 设 个 不 同 元 素 为 1,2,…,n, 取 出 的 9 个 元 素 为 (1 过)al 过 2 声 … 忒 
am( 奈 n)( 因 允许 重复 ,符号 可 以 成 立 ), 于 是 (1 志 ) 志 a 十 0 二 @z 十 1 过 过 a 十 
一 1《 信 让, 将 (a yaz a) 与 Cai 十 0,@Qz 十 1 ,a 十 一 1) 对 应 ,这 个 对 应 是 一 一 对 
应 , 故 所 求 组 合 数 等 于 从 1,2,…,n 十 m 一 1 这 十 mw 一 1 个 不 同 元 素 中 取 mm 个 不 同 元 
这 (ai 十 0,cz 十 1,…,aw 十 一 1) 的 组 合 数 , 即 (二 1 。 

4. 圆 排列 和 项 链 数 

从 nn 个 不 同 元 素 取 mr 个 不 同 元 素 排 在 一 个 圆周 上 ， 其 圆 排列 数 为 
A” nl 


mm nm 
特别 地 ,将 n 个 不 同 元 素 排列 在 一 个 圆周 上 的 圆 排列 数 为 A 一 (n 一 上 D1. 
若 将 n 粒 不 同 的 珍珠 ,用 线 串 成 一 根 项 链 的 不 同方 法 数 记 为 D,, 风 
1 (2 一 1 或 2)， 
-1 “nD! n> 3). 
因为 这 3 时 项 链 没 有 顺 时 针 与 逆 时 针 的 区 别 ,而 圆 排列 则 有 此 区 别 , 故 w 之 3 时 项 链 
数 只 有 圆 排 列 数 的 二 . 而 n= 1 或 2 时 ,两 者 都 没有 顺 时 针 和 道 时 针 的 区 别 


5. 容 斥 原理 

对 于 有 限 集合 S, 我 们 用 | S | 表示 S 中 元 素 个 数 , 若 S; 是 S 的 子 集 , 则 $ = SNS 
表示 Si 在 S 中 的 补 集 . S 在 S 中 的 补 集 也 可 记 为 [sSi. 

定理 l 坟 S1 ,SS, 是 有 限 集合 , 则 


[ISIUS U… Us- Is SNS I++ Snasi nn 
li jn SEEN 
S 十: 二 (一 D1|S NS N.S,|. 中 


定理 2” 设 S ,S:，…,S, 都 是 有 限 集合 S 的 子 集 , 则 
I SNSN NS,| =|ISI—|ISUSU-..…US,| 
-1SI—%151+ 2 1SNM5|— > |sNN 


lei jn li hen 


S; 门 SI 十 十 (一 DSS 站 SS 有 站 SS 1 © 

有 的 书 上 称 定理 1 为 容 斥 原理 ,定理 2 为 包含 排除 原理 (又 叫 筛 法 公式 ), 本 书 中 将 
定理 1 和 定理 2 都 称 为 容 斥 原理 

定理 1 的 证 明 若 <& SUS U… UU S,, 则 a 不 属于 Si,S;,S, 中 任何 -一 个 ， 


a 在 台式 两 端 计算 的 次 数 都 等 于 0. 
站 a € I1 U O2 (J … "UU = ,不 妨 设 a 只 属于 Si ,2 DA , 而 不 属于 其 余 集 合 (1 < 


. < 四, 则 “在 中式 左 端 计算 了 一 次 ,而 “在 右 端 第 一 项 A; | 中 计算 的 次 数 为 Cl， 
在 第 二 项 中 计算 的 次 数 为 C3, 在 。 好 。_| A As 站 … 站 A | 中 计算 的 次 数 


当 委 & 时 为 CU 当 - 全 & 时 为 0， 故 < 在 @ 式 右 问 计算 的 次 数 为 

性 一 和 十 人 一 … 十 (一 DC 二 0 十 … 十 0 

一 1 一 [CI 一 各 十 GE 一 … 十 (一 1] 和 一 1 一 (1 一 1 一 1 

可 见 任意 一 个 元 在 d 式 两 端 计算 的 次 数 都 相等 . 故 中 成 立 . 

定理 2 的 证 明 由 Si 门 S; 站 … 门 5, 二 S$ 一 (Si US UU…US) 及 定理 1, 即 
知人 GO 成 立 ， 

6. 映射 定理 

定理 3 设 f 是 从 有 限 集合 M 到 有 限 集合 六 的 一 个 映射 

(1) 右 了 是 单 射 ( 即 对 任意 Zi ,2 EM 当 2 天 2 时 有 f(x) f(xr2))) 则 M [| 委 
CN 

(2) 各 了 是 满 射 ( 即 对 任意 yE N, 都 存在 zEM, 使 FCz) 二 >y), 则 |M | 之 | NI 

(3) 和 在 了 为 双 射 ,又 称 f 为 M 与 NN 之 间 的 一 一 对 应 ( 即 了 既 为 单 射 又 为 满 射 , 则 
IM|=|N 1). 

7. 一 类 不 定 方程 的 非 负 整数 解 

定理 4 不 定 方 程 Xl 十 Xo 十 十 TX 二 nn(k,nE N+ ) 的 非 负 整数 解 组 (zx ?之 2 9” “”，? 
Tk ) 的 组 数 为 FA 1， 

证 了 明 ”我 们 将 不 定 方 程 的 任意 一 组 非 负 整 数 解 (zl ,zz,… ,Zzi) 对 应 于 一 个 由 7 个 
圆圈 “一 1 竖 下 线 “ | ”组 成 的 如 下 排列 ， 

A | OO | a 
易 证 这 个 对 应 应 是 一 个 双 射 又 因为 # 个 国 图 *O”， k 一 1 条 竖 线 “|” 组 成 的 直线 排列 数 为 
CELL 一 一 CH ,所 以 ,不 定 方 程 1 十 2 十 ”… “十 2 一 和 的 非 负 整数 解 组 的 组 数 为 C 每 i 

推论 不 定 方程 zi 十 Xz 十 十 Xs 二 n(k,n €E N+ ,入 7) 的 正 整 数 解 组 (zi， 
ZX2，"" ,Th) 的 组 数 为 Ce 

证 明令 yi == zi; 一 10i 二 1,2,…,), 则 不 定 方程 zz 十 zz 十 … 十 x 二 7 的 正 整 
数 解 组 (xi ,Ts ，… ,Tk) 的 组 数 等 于 不 定 方程 二 十 二 nn 一 尼 的 非 负 整数 解 组 
(yi ye » Yk) 的 组 数 Cr 一 一 1. 


妾 和 次 尊 蛋 玫 性 水 址 区 入 沽 O 


水 冰 冲 凋 杰 扫 想 演 吉 攻 水 前 OO 


8. 抽 殿 原理 
第 一 抽 导 原理 。 大 将 m 个 物件 放 和 人 入 nn 个 抽 居 内 , 则 其 中 必 有 一 个 抽 居 内 至 少 有 


时 一 +] 十 1 个 物件 . 


证 明 ”如 果 结 论 不 成 立 ,那么 每 个 抽 居 内 至 多 有 [从 一 *] 个 物件 ,n 个 抽 层 内 一 共 
有 的 物件 数 至 多 为 直 于 一 ] 之 (加 一 ) 一 m 一 1, 此 与 已 知 一 共有 w 个 物件 矛盾 , 故 


结论 成 立 ， 
第 二 抽 屠 原理 。 若 将 mw 个 物件 放 入 n 个 抽 居 内, 则 其 中 必 有 一 个 抽 居 内 至 多 有 
[个 物件 . 


证 明 ”如 果 结 论 不 成 立 ,那么 每 个 抽 屋 内 至 少 有 [让] 十 1 之 空 个 物件 ,从 而 个 


抽 屠 内 一 共有 的 物件 数 至 少 为 W[ 玛 ] 十 1) > nm 严 一 mm 这 与 已 知 -一共 有 六 个 物件 巴 
盾 , 故 结论 成 立 . 
平均 值 原理 (1) 设 ai Cdt2 9""" 9 为 实数 ,A 一 二 (ai 十 a» 十 …… 十 Q，) , 则 | <， 2 9 9 


a 中 必 有 一 个 不 小 于 A ,也 有 一 个 不 大 于 A. 

(2) 议 alyas "sa, 为 正 实数 ,G 一 Vaiaz"…an， 则 U1 yd2 39°** Qn 中 必 有 一 个 不 小 于 
G, 也 有 一 个 不 大 于 G. 

证 明 令 as 二 min{ai,azs yan} ai = max{al ,a 470; 则 (la 过 A 和 a;， 
(a; 和 CC 委 0 

例 1 (1993 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 集合 4、B 的 并 集 A UB= {a,a,as), 当 A 过 
B 时 ,(A,B) 与 (B,A) 视 为 不 同 的 对 , 则 这 样 的 (4,B) 对 的 个 数 有 (  ).， 

A.8 B.9 C. 26 DD. 27 

解 ” 选 D. 理 由 :因为 每 个 元 素 a; 都 有 下 列 三 种 可 能 : (1)a; € A,a; & B;(2)a; ¢ 
A,a: € B;(3)a; € A,a: € B(i=1,2,3). 由 乘法 原理 ,构成 集合 对 的 方法 数 共 有 33 = 
27 种 . 

例 2 (2000 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 如 果 ; (1)a,b,c,d 都 属于 {1,2,3,4);(2)a 关 。， 
0 天 cc 天 dd 天 ai(C3)a 是 docd 中 的 最 小 值 . 那么 可 以 组 成 的 不 同 四 位 数 abca 的 个 
数 是 . 
解 ” 填 28 个 .理由 :(1) 当 abcd 含有 4 个 不 同 数字 时 ,显然 a = 1. 这 一 类 四 位 数 共 
有 31 = 6 个. 


| 役 齐 经 典 |Y 


(2) 当 abcd 只 含 3 个 不 同 数字 时 ,从 1,2,3,4 中 取 3 个 不 同 数 字 有 C 种 方法 ,这 时 
a 的 值 惟 一 确定 (a 是 取出 的 3 个 数 中 最 小 的 ). 当 a = 二 c< 时 ,565,d 有 2! 种 取 法 ; 当 a 关 c 时 ， 
b 一 d,c< 有 2 种 取 法 ,6 二 4 为 余下 的 那个 数字 . 故 这 时 四 位 数 的 个 数 为 G4(2 十 2) = 16. 

(3) 当 apcqd 只 含 2 个 数字 时 ,从 1,2,3,4 中 取 2 个 数字 有 G4 种 方法 ,这 时 a = 二 < 是 
取出 的 数 中 较 小 的 那 一 个 ,只 有 一 种 取 法 ,6 = 4 为 余下 的 那个 数字 , 故 这 时 四 位 数 的 
个 数 为 Ci。1，1= 6. 

综 上 ,由 加 法 原理 ,符合 条 件 的 不 同 的 四 位 数 的 个 数 为 6 十 16 十 6 = 二 28. 

例 3 (第 2 届 “ 荐 望 标 ” 邀请 赛 题 ) 如 果 集 合 MN 各 含 m,n 个 元 双 ,那么 从 M 到 
N 可 能 建立 的 映射 个 数 是 ( ” ). 

A.717 十 -77 B.7m。n C. I DD. n” z 

解 选 LD). 理由 : 议 M 一 《al 02 ss Cn } ,人 一 AD1 » 02 ，…… 0 ,出 Ca 可 等 于 ol ， 
bp,…,b, 中 任何 一 个 ,有 种 可 能 ,而 7 = 1,2,…,m, 故 所 求 映射 个 数 为 n". 

例 4 (1993 年 福建 省 福州 市 高 中 竞赛 题 ) 从 {1,2,3,4,…,20) 中 选取 四 个 不 同 的 
数 c0yc,d ,满足 as 十 c 一 2 二 d 丰 不 考虑 acsd 的 顺序 , 则 选取 方法 的 总 数 为 ). 

A. 1050 B. 525 C. 1140 D. 190 

解 ” 选 B. 理由; 不妨 设 a4 宝 5 这 dd, 由 a 十 c= 二 5b 十 4d 得 d > <. 

从 1] ,2 ,20 中 选取 3 个 数 a >b ce 的 选 法 有 (Ca 种 ,但 其 中 有 a 二 c= 6 十 6 的 
不 符合 要 求 ,这 相当 于 从 1,2,…,20 中 选 出 2 个 数 a,c 同 为 奇数 或 同 为 偶数 的 选 法 . 

从 1 ,2,.**,20 中 取 两 个 奇数 的 方法 有 Cio 种 , 取 两 个 偶数 的 方法 也 有 Cio 种 ,于 是 ， 
从 1,2,…,20 中 取 3 个 数 4 计 5 放 cc 满足 a 十 c 关 5 十 5 的 选 法 有 C8 一 2Ci。 = 二 1050 种 ， 
这 于 4 二 a 十 c 一 b 惟 一 确定 . 故 这 样 的 每 一 个 三 元 数组 确定 一 个 符合 要 求 的 四 元 数组 ， 
但 每 个 四 元 数组 (a,6,c,d) 出 现 两 次 ((a,6b,c) 和 (a,d,c)( 因 为 d 省 c) 产生 的 四 元 组 都 


为 Ca,b,cyd) , 故 不 同 的 四 元 组 共有 六 1050 一 925 种 . 


例 5 5 对 夫妻 坐 成 一 排 , 求 没有 一 对 夫妻 相 邻 的 排列 种 数 . 
解 ” 设 S 是 5 对 夫妻 任意 排 成 一 列 的 排 法 集合 , 则 A; 是 其 中 第 i 对 夫妻 相 邻 的 排 
法 集合 . 于 是 ,由 容 斥 原理 得 没有 一 对 夫妻 相 邻 的 排 法 种 数 为 


ANANANMANAI=IS— 1Al+ > 1ANA, | 一 


1 一 1] li JS5 


>， ANANA+ > |IANANANA,|, 


<i jks 1 i j < ht<5 


ANMA:.NMNA NA NN A; | : 
~ 10!—Cis X2XxX9!l+C XxX2 X81I—Cx2x7I+C x2x6l—CGx2x51 
一 3628800 一 10 x 362880 二 40x40320 一 80x5040 二 80x720—32XxX120 
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a 


渤 沪 启 油 全 节 恢 潍 进 泛 闭 O 


洒 站 部 凋 亚 妊 心 灵 进 同 冻 闻 C 


一 1363300. 

例 6 〈2002 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 已 知 两 个 实数 集合 A 一 ai, ,ai00 与 已 一 
(2 和, 记 ，p0}, 若 从 人 到 吾 的 映射 了 使 召 中 每 个 元 素 都 有 原 象 且 /ai) 委 f(a2) 过 …… 委 
Faioo) 则 这 样 的 映射 共有 (  ) 个 . 

A. Ci B. Co C. Co D. C3 

解 选 [D. 理由 :不 妨 设 bi < by SE Ebso ,把 CI19C29 950 依次 分 成 非 零 50 组 
ciyc2 Ci 议 c 中 有 XZ; 个 数 (Xi 宇 1,1 二 12 ,50) ;我 们 就 邻 Ci 中 的 数 与 b; 对 应 
(i 二 1,2,…,50) ,于 是 符合 条 件 的 映射 只 能 是 这 种 映射 , 其 个 数 等 于 不 定 方程 zi 十 
za 十 十 Xso 一 100 的 正 整数 解 组 的 个 数 C8. 


【基本 问题 与 求解 方法 】 


1， 计数 问题 

组 合计 数 问 题 是 数学 竞赛 中 稼 见 的 一 类 问题 ,在 本 节 中 我 们 介绍 解 组 合 竞赛 问题 
的 一 些 基 本 方法 . 

(1) 枚 举 法 和 利用 基本 计数 原理 和 基本 公式 

所 谓 榴 举 法 ,就 是 把 要 计数 的 集合 中 的 元 素 逐 一 列举 出 来 ,不 重复 不 遗漏 ,从 而 计 
算出 M 中 元 素 的 个 数 . 在 枚 举 的 过 程 中 ,有 时候 要 适当 地 分 类 和 分 步 枚 举 , 这 就 还 要 用 
到 加 法 原理 和 乘法 原理 以 及 计数 的 基本 公式 . 

例 1 将 正方 体 的 任意 两 个 项 点 连 一 条 直线 ,在 这 些 直 线 中 互相 垂直 的 异 面 直 线 
有 对 . 

解 填 78. 理 由 :因为 与 一 条 棱 垂 直 且 异 面 的 直线 有 6 条 (4 条 棱 和 2 条 侧面 对 角 
线 ) ,12 条 棱 一 共 可 生成 12 X6 = 72 对 异 面 直线 . 

其 次 ,与 一 条 侧面 对 角 线 垂直 且 异 画 的 直线 有 5 条 (2 条 楼,]1 条 侧面 对 角 线 和 2 条 
体 对 角 线 ) ,12 条 侧面 对 角 线 一 共 可 生成 12 x 5 = 60 对 异 面 直线 ， 

最 后 ,与 一 条 体 对 角 线 垂直 有 日 异 面 的 直线 有 6 条 (6 条 侧面 对 角 线 ) ,4 条 体 对 角 线 
一 其 可 生成 4X6 = 二 24 对 异 面 直线 . 


因为 上 述 计数 中 每 对 异 面 直线 计算 了 2 次 , 故 互相 垂直 的 异 面 直线 共有 广 (72 十 


60 十 24) 一 78 对 . 

例 2 (2004 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 三 位 数 为 n == abc , 若 以 a,p,c 为 三 条 边 的 长 可 
以 构成 一 个 等 腰 ( 含 等 边 ) 三 角形 , 则 这 样 的 三 位 数 n 有 (  ). 

A.45 个 B. 81 个 C.165 个 D. 216 个 

解 ” 选 C. 理由 :a,b,c 要 构成 三 角形 边 长 ,显然 不 为 零 , 即 a,b,c € (1， 
2,3，……,91. 


EN 
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9} 中 任何 一 个 值 ,所 以 这 样 的 


(1) 者 构成 等 边 三 角形 , 则 4 一 2 一 c 可 取 {1,2，… 
三 位 数 的 个 数 为 mn = 二 C9 = 二 9. 

(2) 在 构成 等 腰 ( 非 等 边 ) 三 角形 , 设 这 样 的 三 角形 个 数 为 n; ,是 等 腰 三 角形 的 三 
边 长 为 ao = 二. 当 a 三 详 二 a 时 , 即 腰 大 于 撒 边 时 ,等 腰 ( 非 等 边 ) 三 角形 由 数组 
(al ,Di) 惟一 确定 ,有 Gs 个 ; 当 过 和 一 c 时, 即 腰 小 于 底 边 时 ,这 时 数组 (ca ,ou ) 有 CG 
个 ,但 必须 5 二 a 一 2 才能 构成 三 角形 . 而 不 能 构成 三 角形 的 数组 (wo) 是 


1,2,3,4|1,2,3, si 


共 20 种 情况 , 故 这 时 等 腰 ( 非 等 边 ) 三 角形 只 有 GG 一 20 个. 

同时 ,每 个 数组 (ai ,51) 可 形成 G3 个 三 位 数 abc, 故 ns = 二 GG 二 C2 一 20) 一 156. 

综 上 ,n= 二 7 十 n, 二 165, 故 选 C. 

例 3 (莫斯科 第 22 届 数 学 奥林匹克 题 ) 当 将 写 有 数码 的 纸 倒 过 来 时 ,数码 0,1,8 
不 变 , 数 码 6 与 9 互 变 ,其 他 数码 倒 过 来 看 时 都 没有 意义 . 求 写 有 9 位 数 的 纸 倒 过 来 看 时 
不 变 的 9 位 数 的 个 数 . 

解 ”将 9 位 数组 分 为 5 组 ,首位 和 末 位 为 一 组 ,第 2 位 与 第 8 位 一 组 ,第 3、7 位 一 
组 ,第 4.6 位 一 组 ,第 5 位 单独 成 一 组 .第 1 组 可 取 4 种 不 同 的 值 : (1,1),(8,8),(6,9)， 
(9,6) ,第 2,3,4 组 可 取 5 种 不 同 的 值 :(0,0),(1,1),(8,8),(6,9),(9,6), 第 5 组 可 取 
0,1,8 三 个 不 同 的 值 . 由 乘法 原理 得 满足 条 件 的 9 位 数 的 个 数 为 4X5 X 3 一 1500. 

例 4 (1996 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 从 给 定 的 6 种 不 同 颜色 中 选用 若干 种 颜色 ,将 一 
个 正方 形 的 6 个 面 染 色 ,每 个 面 恰 染 一 色 , 且 具有 公共 棱 的 两 个 面 不 同色 , 则 不 同 的 染 


溉 冰 亢 病 于 生性 累进 同学 郊 C 


色 方 案 有 种 (约定 经 过 翻滚 和 旋转 可 以 重合 的 染色 方案 认为 是 相同 的 
染色 方案 )， 
解 ” 填 230. 理由 : 因 有 公共 顶点 的 三 个 面 互 不 同色 , 故 至 少 要 用 3 色 . 下面 分 四 种 


(1)6 种 颜色 者 用 时 , 现 将 染 某 种 固定 颜色 的 面 朝 上 ,从 剩 下 5 色 中 取 1 色 染 下 底面 

有 G3 种 方法 ,余下 4 色 染 余下 的 4 个 侧面 (应 是 4 种 颜色 的 圆 排 列 ) 有 (4 一 1)! 种 方法 . 
所 以 6 种 颜色 部 用 时 ,染色 方案 有 CG。，(4 一 1)1 = 30 种 . 

: (2) 只 用 5 种 颜色 时 ,从 6 色 中 取 5 色 有 GG 种 方法 ,这 时 必 有 一 组 对 面 同色 . 从 5 色 

中 取 1 色 染 一 组 对 面 ， ;有 Cs 种 方法 ,其 余 4 色 染 余 下 的 4 个 侧面 


(应 是 4 种 不 同 颜色 珠子 的 项 链 ) 及 "(4 一 1)! 种 染 法 . 所 以 只 用 5 色 时 ,不 同 的 染色 


法 冰 离 疯 亚 匡 心 过 进 划 入 汪 O 
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方案 有 Ci.Q. 序 (4 一 1)! 二 90 种 . 


(3) 只 用 4 种 颜色 时 ,从 6 色 中 取 4 色 有 Ce 种 方法 ,这 时 必 有 2 组 对 面 同色 , 另 一 组 
对 面 不 同色 ,将 不 同色 的 一 组 对 面 基 上 和 朝 下 ,并 从 4 色 中 取 2 色 染 上 、 下 底面 (注意 ， 
这 时 上 、 下 确 面 没有 区 别 ) 有 C 种 方法 ,余下 2 色 染 4 个 侧面 且 使 2 组 对 面 同 色 ( 应 是 2 
种 颜色 珠子 的 项 链 ) 只 有 1 种 方法 . 所 以 只 用 4 种 颜色 时 ,不同 的 染色 方案 有 Ct ，Ci。 
] 一 90 种 . 

(4) 只 用 3 种 颜色 时 ,从 6 种 颜色 中 取 3 色 有 Cs 种 方法 ,这 时 3 组 对 面 都 同色 ,用 3 
种 颜色 去 染 它们 只 有 1 种 方法 . 所 以 只 用 3 色 时 ,不 同 的 染色 方案 有 GG = 20 种 . 

综 上 , 知 不 同 的 染色 方案 共有 30 十 90 十 90 十 20 = 230 种 . 

例 5 设 S= {1,2,3,…,98,99,100}, 如 果 S 的 一 个 三 元 子 集 A = {a,b,c) 满足 
a 二 3c, 则 称 A 具有 性 质 P, 求 S 的 所 有 县 有 性 质 P 的 三 元 子 集 的 个 数 . 

解 ” 令 Si 二 {nn |n 尘 kmod3),n € S),k 一 0,1,2. 于 是 | SS， 一 | 9 | 一 
33 ,| S | 一 34. 

大 A = {a, bp， Cc} 具有 性 质 己 ， 则 或 者 a， bE So ,或 者 asb 中 一 个 属于 SI ,万 一 个 属 
于 Sz. 当 a,b 部 属于 So。 且 a 关 5 时 ,无 序 对 {a,6} 有 G3 个 . 当 c,p 中 一 个 属于 Si, , 另 一 
个 属于 Ss 时 ,无 序 对 {a,6} 有 CC 个. 故 满 足 4a 十 b 二 0Cmod3) 的 无 序 对 {a,6) 共有 
Gss 十 CC 个 .但 其 中 4 = 22 或 2 = 2a 的 不 同 的 无 序 对 {a,6b) 使 c= 5 或 c = a 得 不 
到 三 元 集 A, 这 样 的 无 序 对 为 {&,2k} (一 1,2,…,50) 共 50 个 .所 以 具有 性 质 忆 的 三 元 
子 集 的 个 数 为 Cs 十 Cl Cu 一 50 == 1600 个 . 

例 6 《美国 第 14 届 数 学 邀请 赛 题 ) 一 个 7X7 的 棋盘 的 2 个 方 格 着 黄色 ,其 余 的 方 
格 着 绿色 . 如 果 一 种 着 色 法 可 以 从 另 一 种 着 色 法 经 过 在 棋盘 的 平面 中 的 旋转 而 得 到 ， 
那么 这 两 种 着 色 法 看 成 同一 种 ,那么 可 能 有 多 少 种 不 同 的 着 色 法 ? 

解 “ 选 一 对 方 格 着 黄色 ,其 余 着 绿色 有 C2 种 选 法 . 

如 果 这 一 对 方 格 关 于 棋盘 中 心 对 称 , 那 么 旋转 90",270° 后 与 另 一 对 方 格 重合 ， 


转 180" 后 与 自己 重合 ,这 种 方 格 共生 = 24 对 . 如 果 这 对 方 格 不 关于 棋盘 中 心 对 称 , 那 


么 旋转 90 ,180 ,270 后 ,分 别 与 另外 三 对 方 格 重合 ,因此 不 同 的 着 色 法 为 
24 ,Cis 一 24 
2 4 
(2) 映射 方法 和 一 般 的 对 应 方法 
当年 接 计 算 集合 M 中 的 元 素 个 数 | M | 较 困 难 时 ,设法 建立 一 个 从 集合 M 到 另 一 
个 集合 六 的 双 射 上 ,并且 如 果 集 合 NN 中 的 元 素 个 数 | N | 容易 算出 ,那么 所 求 M 中 的 元 


一 300. 


| 素 个 数 为 | M | 二 | NN | ,这 种 计数 方法 就 称 为 映射 方法 . 如 果 建 立 的 映射 只 是 单 射 或 满 


天 


射 ,那么 我 们 就 得 到 不 等 式 | M | 过 | NN | 或 |M | 之 | N ,从 而 得 到 | M | 的 上 规 或 下 
界 . 

例 7 (1989 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 如 果 从 数 1,2,…,14 中 , 按 由 小 到 大 的 顺序 取出 

U1 sd2 93903 ;使 同时 满足 da2 一 Ql 之 3,43 一 az 之 3， 则 满足 上 述 条 件 的 不 同 取 法 共有 
种 . 

解 ” 填 (Cio. 理由 :作对 应 (ai1,az ,a3) 一 (al,a2 一 2,43 一 4), 则 a < 过 4s 一 2 二 as 一 4 
是 从 {1,2,…,10? 中 选 出 的 3 个 数 , 共 有 Ci 种 . 又 上 述 对 应 显然 是 一 一 对 应 ,因此 ,所 
有 不 同 取 法 共有 Cie 种 . 

例 8 设 凹 nn 边 形 的 任意 三 条 对 和 角 线 不 相交 于 是 边 形 内 一 点 , 求 它 的 所 有 对 角 
线 在 形 内 的 交点 总 数 . 

解 ” 依 题 意 , 每 一 个 交点 P 卫 由 两 条 对 角 线 ! 与 m 相交 而 得 ， 
反之 ,两 条 相交 的 对 角 线 /与 mm 确定 一 个 交点 ,从 而 了 与 (Um) 可 
建立 一 一 对 应 . 

又 两 条 对 角 线 (7,m) 又 可 与 凸 n 边 形 的 4 顶点 (A,B,C,D) 
组 成 一 一 对 应 (如 图 11 - 1), 即 有 

Pon oA,B,C,D), 


因此 , 形 内 对 角 线 交点 总 数 二 是 4 边 形 的 4 顶点 组 的 组 数 = 11-1 
Cr， 

注 ”本题 结论 是 组 合 几何 中 的 一 个 重要 结论 ,今后 可 用 它 去 解决 组 合 几何 中 较为 
复杂 的 计数 问题 


例 9 以 凸 2 边 形 的 顶点 为 顶点 .对 角 线 为 边 的 西边 形 共 有 多 少 个 ? 

解 。” 设 轧 n 边 形 的 n 个 顶点 依次 记 为 1,2,3,…,n. 符合 条 件 的 凸 边 形 的 顶点 依 
次 为 11972 TI < 2 < < 2), 则 只 有 下 列 两 种 可 能 : 

(Di =1,3<i < n,n i 2 =2,3,.…,k— 1). 

(2A ni 守 20 一 1 2 一 1)， 

在 情形 (1) 下 ,作对 应 (zz 人 
3 二 下 太 i4 太 nn 一 一 1 是 (1,2,…,n 一 上 一 1) 中 取出 的 & 一 1 个 数 , 有 CE 种 . 显 
然 上 述 对 应 是 一 一 对 应 训 这 时 江东 件 的 & 边 形 有 CPP 个 . 

在 情形 (2) 下 ,作对 应 Ga 和 z ys) 一 (人 一 1 一 2 站 一 A, 则 1 入 交 一 1 一 
2 一 kn 一 上 是 (1,2,3…,n- 一 上 k) 中 取出 的 个 数 , 有 Ct， 种 . 显然 这 
个 对 应 也 是 一 一 对 应 , 故 这 时 满足 条 件 的 凸 & 边 形 有 CC 和 2 个 . 


综 上 , 知 符合 条 件 的 凸 & 边 形 共 有 CH 十 CA 一 CS 个 ( 当 n 二 2k 时 ， 


妾 阔 篱 疯 必 和 工 玉 油 熙 和 类 O 


肝 冰 光 凋 下- 生 本 渤 示 同 入 交 C 


(CA -一 区 一 0). 

例 10 设 p,g 为 给 定 的 正 整 数 ,n = 二 22，37, 求 7 的 正 约 数 中 小 于 nn 且 不 是 2 的 
约 数 的 正 整 数 的 个 数 ( 当 p = 31,g = 19 时 ,本 题 为 美国 第 13 届 邀 请 赛 题 ). 

解 ”因为 x 的 正 约 数 都 县 有 形式 :d 二 2。，35(1 之 a 之 2p,0 牵 BB 过 29), 要 求 从 
中 找 出 使 得 0 二 a 过 p,0 达 8 过 gq 不 同时 成 立 , 并 且 小 于 nn 的 所 有 4a 的 个 数 . 

令 和 =(2 2318<a 委 200 雪 8 一 g)， 

Y= {2.3|0<a<p,g< P< 29). 

于 是 所 求 的 dE X UUY. 因 为 X 门 Y = 名 ,我 们 建立 如 下 的 映射 f:X ->Y, 使 对 任意 
I 一 2。3 EX, 有 y= 二 f(x) == 222™。32%#8 CY, 易 证 此 映射 是 双 射 ,并 且 对 此 f 当 
TEXNH,zy 一 nf (x) 一 22。32 且 xz,y 都 不 等 于 n, 从 而 x,y 中 恰 有 一 个 属于 7 

从 上 述 讨论 得 所 求 正 整 数 4 的 个 数 为 


FIXUY|=30XIYD)=3pXgtaxp) = p. 


例 11 (1988 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 甲 乙 两 队 各 出 7 名 队员 按 事先 排 好 的 顺序 出 场 
参加 围棋 对 抗 赛 ,双方 先 由 1 号 队员 比赛 , 负 者 被 淘汰 , 胜 者 再 与 负 方 的 第 2 号 队员 比 
村 … 一 直到 一 方 的 全 部 队员 被 淘汰 为 止 , 另 一 方 获得 胜利 形成 一 个 比赛 过 程 ,那么 所 
有 可 能 的 比赛 过 程 的 种 数 为 

解法 一 ” 填 2Ci; = 3432. 理由 : 先 考虑 甲 获胜 的 比赛 过 程 这 时 乙 队 的 7 名 队员 全 
部 锌 打败 , 设 乙 队 的 第 i 名 队员 在 第 &; 场 被 打败 (i = 1,2,……7) ,因为 一 共 至 多 比赛 13 
场 ,所 bl,l1 < 1 < 13 ,于 证 甲 获胜 的 比赛 过 程 与 7 数组 (Ga ，12 7 ) 成 
一 一 对 应 . 而 C22z 577) 是 从 人 ,2,…,13) 中 选 出 7 个 数 , 有 Ci 种 选 法 ， 所 以 甲 获 胜 
的 比赛 过 程 有 Ci 种 ， 局 理 己 狂 胜 的 比 费 过 程 也 有 Cis 种 , 故 不 同 的 比赛 过 程 共 有 
2Cis 一 2C1 一 3432 种 . 

解法 二 先 考 虑 甲 获 胜 的 比赛 过 程 . 设 甲 队 第 i 号 队员 胜 了 zx; 场 (i 二 1,2,…,7)， 
则 Z1 十 .2 十 … 十 .7 二 7. 于 是 甲 获胜 的 比赛 过 程 与 不 定 方程 ZI 十 Zz 十 … 十 7 一 7 的 
非 负 整 数 解 组 (X1 X29" 7) 成 一 一 对 应 . 因为 不 定 方 程 十 Xz 十 十 Xr 二 7 有 
CH 一 C01s 组 非 负 整数 解 , 故 甲 获胜 的 比赛 过 程 有 Ci 种 . 下 同 解法 一 . 

例 12 圆周 上 有 nn 个 点 (n 写 6), 每 两 点 连 一 线段 ,假设 其 中 任意 3 条 线段 在 圆 内 
不 共 点 ,于 是 任 三 条 相交 线段 构成 一 个 三 角形 , 试 求 所 连 线 段 所 确定 的 三 角形 的 个 数 . 

解 ”所 请 定 的 三 角形 可 分 为 4 类 5 ,Si ,Si,S;, 其 中 S; 中 三 角形 恰 有 i 个 顶点 为 
圆周 上 的 点 ,其 余 3 一 :个 顶点 为 圆 内 的 点 (z = 0,1,2,3). 

Ss 中 三 角形 与 圆周 上 3 点 组 集合 成 一 一 对 应 ,所 以 | S; |= 03， 

如 图 11- 2(1) ,圆周 上 4 点 组 Ai,A;,As ,A 确定 了 S, 中 4 个 三 角形 :和信 OA1A;， 


上 一 个 4 点 组 ,所 以 , | 9S | 一 4G,. \ 
A, 
/ND A, 4 C8/\a\ 
(EN 
~ CAN 


(1) 


图 11-2 

类 似 地 ,由 图 11- 2(2) 和 图 11-2(3) 可 得 | S | 二 5G,，| So | 二 G3,; 故 所 确定 的 
三 角形 个 数 为 | S; | 十 | S; | 十 | Si | 十 | So | 二 GG 十 4G 十 5C 十 人 

注 ”本题 是 典型 的 应 用 一 个 对 多 个 的 对 应 方法 解 题 的 例子 . 

(3) 算 两 次 方法 

所 请 算 两 次 原理 (又 称 富 比 尼 原 理 ), 就 是 对 同一 个 量 , 如 果 用 两 种 不 同 的 方法 去 
计算 ,所 得 的 结果 应 相等 . 当然 ,如 果 一 次 进行 的 是 精确 计算 , 而 另 一 次 则 作 了 估计 ( 仅 
计算 了 了 上 界 或 下 界 ) ,那么 将 得 到 一 个 不 等 关系 . 

这 种 通过 建立 方程 式 不 等 式 来 解 题 的 方法 就 称 为 算 两 次 方法 . 

例 13 在 一 张 正 方形 纸 的 内 部 给 出 了 2005 个 点 ,这 些 点 和 正方 形 的 4 个 顶点 组 成 
的 集合 为 M, 其 中 任意 3 点 不 共 线 ,然后 按 下 述 规则 将 正方 形 纸 全 部 剪 成 一 些 三 角形 : 
(1) 每 个 三 角形 的 顶点 都 是 M 中 的 点 ;(2) 除 顶 点 外 ,每 个 三 角形 不 再 含有 M 中 的 点 . 
问 一 共 可 剪 出 多 少 个 三 角形 ? 共 需 剪 多少 刀 ?( 每 剪 出 三 角形 的 一 条 边 ,需要 前 一 刀 . ) 

解 设 一 其 剪 出 了 ~ 个 三 角形 , 共 需 剪 y 刀 , 则 这 并 个 三 角形 的 内 角 总 和 为 180 >. 
另 一 方面 ,在 正方 形 内 2005 个 点 中 每 一 个 点 处 的 三 角形 内 角 之 和 为 360 ,在 正方 形 每 
个 顶点 处 的 三 角形 内 和 角 之 和 为 90 , 故 所 有 三 角形 的 内 角 总 和 又 为 2005 x 360" 十 4X 
90 ,于 是 180x 一 2005X360 十 4X90 , 解 之 ,得 x = 二 4012( 个 ). 

又 这 些 三 角形 共有 4012 X 3 条 边 . 男 一 方面 ,每 剪 一 次 产生 两 条 三 角形 的 边 ( 两 个 


三 角形 的 公共 边 ), 再 加 上 正方 形 的 4 条 边 , 故 这 些 三 角形 的 边 数 之 和 又 为 2y 十 4, 于 是 | 


2y 十 4 二 4012 X3, 解 之 ,得 > 一 6016( 刀 )， 

例 14 ”一 次 测验 中 满分 为 100 分 ,所 有 同学 的 得 分 均 为 非 负 整数 . 设 :位 同学 的 
得 分 分 别 为 al ,ar ,…，,a; ,其 中 得 分 至 少 为 & 分 的 同学 有 bi 个 1 守之 100). 记 M = 
Qi 二 az 十 十 ay 六 三 六 十 如 十 十 0 那么 M 与 NN 的 大 小 关系 为 ( ) 

A.M>N B.MTN C.M=N D. 不 能 确定 

解 ” 选 C. 理 由 :一 方面 得 分 为 & 的 同学 对 iM 的 贡献 为 &, 男 一 方面 得 分 为 & 的 同 


渤 他 应 闪避 卫 帐 洋 负 同和 渤 闭 O 
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学 在 61 ,bs，,… ,bi 中 都 恰 计 算 了 一 次 ,而 在 bi ,Betz，… ,Pioo 中 没有 计算 , 即 得 分 为 的 
同学 对 N 的 贡献 也 为 &(1 过 有 过 100), 所 以 M = N, 故 选 已 : 

例 15 (2000 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 有 nn 个 人 ,已 知 他 们 任意 2 人 至 多 通 一 次 电话 ， 
他 们 任意 7 一 2 个 人 之 间 通 话 的 总 次 数 相 等 ,都 等 于 3 (为 下 整数 ), 求 nn 的 所 有 可 能 的 
值 . 

解 ” 设 n 个 人 之 间 通 话 的 总 次 数 为 m. 因 nn 个 人 可 形成 Cx 个 nn 一 2 人 组 ,而 每 
n 一 2 个 人 之 问 通话 的 总 次 数 都 为 3:, 故 所 有 7 一 2 人 组 中 通话 次 数 的 总 和 为 C??，3*. 
男 一 方面 ,上 述 计数 中 ,每 一 对 通话 的 人 属于 Co 个 2 一 2 人 组 , 故 每 两 人 之 间 的 一 次 
通话 重复 计算 了 C 注 次 ,所 以 

C3 1) 3 


CE} (2)(n— 3) 
并 有 目 由 G;: 宇 3 宇 3, 得 n 宇 5. 
(1) 大 3 不 整除 zy 即 (x,3) 二 1 时 ,有 (一 3,7) 一 1,(n 一 3,3) 一 1 所 以 2 一 3 | 


4 一 1, 即 二 3 一 1 十 一 为 正 整数 .所 以 4 一 3 之 2,n 之 5, 又 n 之 5, 故 n= 二 5 
(2) 3 整除, 则 3 1 一 3 3 十 2 一 2, 半 (2 一 2,3) 一 1 又 (2 一 2 一 1) ==1, 所 


1 =— 


以 
2) | 6 即 一 二 1 十 一 < 为 下 整数 . 
n—2 Nn—2 


所 以 n 一 2 之 2,n 之 4, 这 与 4 之 5 矛盾 . 

由 (1 《2) 和 nn 只 可 能 为 5. 为 一 方面 , 硅 n 二 5 个 人 ,其 中 每 两 人 通电 话 一 次 , 则 任 
意 7 一 2 二 3 人 之 间 通 话 的 总 次 数 为 C3 = 31( 这 里 = 1, 为 正 整 数 ) 满足 题目 要 求 , 故 
所 求 下 整数 只 有 一 个 :n 二 5. 

(4) 递 推 方法 

例 16 将 圆 分 成 n( 宇 2) 个 崩 形 Si,S;: ，…,S,. 现 用 m( 宇 2) 种 颜色 给 这 些 扇形 染 
色 , 每 个 月 形 染 一 种 普 色 日 要 求 相 邻 的 扇形 的 颜色 互 不 相同 , 问 有 和 多少 种 不 同 的 染色 
方法 ? 

解 。” 设 染色 方法 数 为 a 

(1) 求 初始 值 . n = 2 时 ,给 Si 染色 有 mm 种 方法 ,继而 给 S; 染色 只 有 m 一 1 种 方法 
( 因 1 与 D2 不 同色 ) ,所 以 a2 = m(m— 1). 

《2 ) 求 递 推 关 系 . 因 SI 有 7 种 染色 方法 ,S， 有 mm 一 1 种 染色 方法 ,S， 有 mm 一 1 种 染 
色 方 法 ,……,S， 有 m —1 种 染色 方法 (只 保证 Di 与 5; 不 同色 ,i 一 1] ,2 ,7 一 1 ,不 保 
i S, 与 Si 不 同色 ) ,这样 共 有 mm 一 1)"* 种 染色 方法 ,这 些 染 色 方 法 可 分 为 两 类 ， 
一 类 是 5S, 河 S 不 同色 ,这 类 方法 有 ww, 种 ; 另 一 类 是 $, 与 $1 同色 , 则 将 S, 与 Si 合 


工 


并 为 一 个 出 形 ,并 注意 到 此 时 3 与 Si 不 同色 , 故 这 时 的 染色 方法 有 a 种 ,由 加 法 原 


由 此 可 得 w, = 二 (mm 一 1)”%, 二 Gm 一 1 十 (一 1)*(m 一 1). 

例 17 (1991 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 a, 为 下 述 正 整 数 N 的 个 数 ;NN 的 各 位 数字 之 
和 为 n, 且 每 位 数字 只 能 是 1,3 或 4. 求 证 :as, 是 完全 平方 数 . 

解 (1) 求 初 始 值 . 用 枚 举 法 易 知 Ul 一 ] ,as 一 1 ,as 一 2 ,Ua 一 4. 

(2) 求 递 推 关系 , 设 N = zxo…zti ,其 中 xi ,x EE {1,3,4} 有 和 且 z 十 妇 十 … 十 
TX, 一 1. 当 ?25 时 ,依次 取 1,3,4 时 ,zs 十 x 十 … 十 xi 依次 取 n 一 1,n 一 3,n 一 4， 
故 有 

dn 二 Qn 十 Qn3 十 4(n 守 5). GQ) 

(3) 寻求 新 的 递 推 关系 . 


Sanamaurar 
着 2 x x8 


理 , 得 a, 十 a, 1 二 m(m 一 1)" 1, 员 
公关 Cn 加 7 | 。 林 

(3) 求 a,. Di Tb ] m1 无 

页 

(0 一 1) ,可 见 6b, 一 1 是 首 项 为 64。 1 = 一 一 一 太公 比 为 一 六 二 的 等 党 
_ _ ri—2 ?1 ] 中 

比 数列 的 第 一 1 项 ,所 以 6b, 一 1 = 一 下) = (CD 的 
真 

题 

分 

析 


OO Ey Jp 
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于 十 通过 上 表 我 们 得 到 下 列 结 

] . 设 这 ff 了 工 ), 出 

加 国 六 (n 一 一 1] ,2，3，……)， © 
C2rt1 一 ff (3) 


下 面 用 数学 归纳 法 证 明 @ ,9) 成立. 
1 一 ] 时 ,ai 一 1 一 上 户 ,as 一 2 一 万 六 
1 一 2 时 ,ao = 4= fi,as =6—=2x3= ff;， 
印 2 一 1 和 2 时 ,@,G) 成 立 . 
说 n= 二 上 一 1 和 7 二 时 ,名 ,@ 成 立 , 则 由 @ 及 归纳 假设 有 
GQ2(g4l) 一 CakH 十 Co 十 Cap 一 太太 二 feifs 十 ft 
= 大 feilfet fen) = frfa fe fun 
= felfett fa) = fa, 


sr EEE 
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= jn 十 大 十 六 


docgtt!l 二 fk for fo 


禾 = fan filfr tt fen) = fa fif a 

林 = felfat fe) = fan fiz 

沉重 即 ? 一 4 十 1 时 ,@,G@ 成 立 . 故 对 一 切 正 整数 交 有 四,@ 成 立 .所 以 on 一 及 (rn 二 1,2， 
数 …) 为 完全 平方 数 . 

注 ”通过 观察 上 述 数 表 , 我 们 还 可 得 到 下 列 一 些 结论 ， 

的 由 .cz 一 co 十 aoriyconaon2 = ab Cn 一 112,3，……). 

区 U2n 二 (Ca， 二 2) Cn = 3,4,5,0..) 

分 zntl = (a 2) ant 二 ari1) : 


N.az, = (Vazs 十 Vams )’ (n> 

上 述 结论 邦 不 难 用 数学 启 纲 法 证 明 ( 上 体 证 明 留 给 从 读者 作为 练习 ), 于 是 由 这 些 结 
论 中 任何 一 个 可 推出 原 题 中 结论 成 立 . 

下 面 给 出 另 一 证 法 . 

证 明 ”首先 同样 可 得 出 中 式 , 于 是 

G2nt4 二 dors 十 CQ2nH 十 Cao 一 《aas 二 a2n 二 G2n1) 十 CarHl 十 Cor 

= 4d2n42 二 LQ2n 十 《as — G2n2) 一 2a2nt2 十 2ao U2n2. 出 

下 面 我 们 用 数学 归纳 法 证 明 az 二 《Vazrz 十 as): 成 立 . 

n 二 1 时 ,as 二 9 二 (2 十 1)? = (Va 十 Vas)?， 

1 一 有 一 1 时 ,azss = (Vazs 十 Vazes)? , 即 qz 2 = (Vazers 一 Vazk )*. 


于 是,n 一 时 ， 
U2kt4 一 一 LOL2AH2 十 CC U2k-2 一 Lazkt2 十 LGA 一 (w M2kt2 VY U2k 7) 
(wv 22k}2 十 wV Go 六、 


故 对 一 切 正 整数 7C2x 二 《Vazm2 十 V an )2 成 立 . 
因为 U2 一 1° 93H4 -一 2° 为 完全 平方 数 ， 假设 az = 一 a’ 9 2nt2 一 | 为 完全 平方 数 ， 那么 


U2 一 一 《VP 十 Va )? — (a -十 玉 ) 为 完全 平方 数 , 故 对 一 切 正 整数 max， 为 完全 平方 数 . 
例 18 设 由 1,2,3,4,5 组 成 的 至 少 有 3 个 数位 上 的 数字 不 同 的 ”位 数 中 1 与 2 不 
相 邻 的 有 a; 个 , 求 w 及 a. 
解 。” 设 由 1,2,3,4,5 组 成 的 nn 位 数 中 1 与 2 不 相 邻 的 有 z, 个 ,其 中 末 位 数字 为 1 
或 2 的 有 个 ,未 位 数字 不 为 1 和 2 的 有 cc 个 ,至 多 有 两 个 数位 上 数字 不 同 的 有 y, 个 . 
dn = TO YT 一 人 十 c， (1) 
末 位 数字 为 1 或 2 且 1 与 2 不 相 邻 的 包 个 ?位 数 可 分 为 两 类 :未 位 为 1 或 2, 倒 数 


第 2 位 不 为 1 和 2 的 有 2c 个 , 林 两 位 为 11 或 66 的 有 2 个 ,于 是 有 

b, = bb, T2001. © 

末 位 数字 为 3,4 或 5 用 1 与 2 不 相 邻 c 个 位 数 的 前 ?2 一 1 位 数字 恰 是 一 个 工 与 
2 不 相 邻 的 2 一 1 位 数 , 帮 又 有 
3 G) 
由 中 ,四 ,人 消去 忆 及 cc 得 心 一 4 一 3z as 二 0. 
其 特征 方程 为 一 47 一 3 =0, 特 征 根 为 mi。 一 2 士 V7, 故 有 

zh 一 有 (2 十 V7) 十 ia(2 一 V7)”. 
定义 To 满足 z 一 4z 一 3zo 一 0, 由 zi 一 5z 二 2 一 2 一 23, 得 xo 一 1, 于 是 

Ri 十 As 一 1， | 

ki1(2+V7) 二 ks(2—V7) 一 5， 
解 得 & 一 Sk = ,= -3 放 有 zx 2 +1) — 2 v7) 
又 各 位 数字 全 相同 的 了 位 数 有 Cs = 5 个 ,各 位 数字 恰 有 两 个 不 同 数字 且 1 与 2 相 邻 的 
有 (CE 一 1)(2 一 2) 一 9。2 一 18 个 : 故 光 一 5 十 9 2 一 18 一 9。22 一 13, 所 以 

3 十 V7 3 一 V7 。 

ln 一 一 多 一 2TV77 一 一 V7)" 一 9。2"” 一 13. 
而 X= 二 5,Xx2 二 23,X3 一 447 十 3zl 一 107,7z 二 4xs 十 37， 一 497 ,x =— 474 十 3zs 一 
2309, ys 一 9。2 一 13 二 275, 所 以 as = Xx; 一 ys 二 2309 一 275 一 2034. 

(5) 利用 容 斥 原理 

例 19 ”由 数字 1,2,3 组 成 n( 宇 3) 位 数 , 要 求 n 位 数 中 数字 1， 2,3 每 一 个 至 少 出 现 

一 次 , 求 这 种 n 位 数 的 个 数 . 

解 ” 设 由 1,2,3 组 成 的 n 位 数 集 合 为 S, 其 中 不 出 现 数字 i 的 集合 为 A;(i 一 1,2， 
3) ,于 是 

S|=3,1A,|=%(i=1,2 ,3), 有 ANA|=10<i<j<3,|ANA:NA;, |=0. 
A; 二 S\A; 表示 数字 ; 必 出 现 的 2 位 数 集合 ,数字 1,2,3 都 至 少 出 现 的 位 数 集合 为 
A fA, | A,. 

由 和 容 斥 原理 得 

1 Ai NM A;NMA;, | 

=| SI—|A|—|A;|—|A;|+|ANA:lt+lAiNA: liA; NA liAfN 
42: MN A;, | 

一 3" 一 3。2" 十 3. 

例 20 某 人 给 7 个 人 写 了 nn 份 信 臭 ,每 人 一 份 ,并 准备 了 nn 个 写 有 收 信 人 姓名 和 和 地 


学 六 郊 并 下 如 性 泛 沿 人 加 入 妆 O 
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址 的 信封 . 问 有 多 少 种 不 同 的 装 信 敌 的 方法 (每 个 信封 内 放 一 份 信 篮 ) ,使 得 每 个 信封 


员 绰 内 放 入 的 一 份 信 签 都 与 信封 上 的 收 信人 不 相符 合 ? 

森 注 ”本题 为 著名 的 伯 努 利 放 错 信 签 问题 . 特别 地 ,n = 6 时 为 波兰 第 18 届 数 学 况 
匹 痢 赛 题 . | 
恬 和 和 解 ” 设 放 信 繁 的 所 有 不 同方 法 集合 为 5, 其 中 A 表示 第 ; 份 信 篮 恰好 放 人 了 第 
个 人 姓名 和 地 址 的 信封 内 的 方法 集合 (i 二 1,2,3,…,n). 于 是 

的 Sl=n!l,|Al=—DI<i<D,|ANA|= 0 2Ai<ji< 
区 nn) ,| A; NN A; {1 … A; |= (2 一 AL Hn)， 

分 4 站 As 有 … 门 4 |=1 

本 由 容 斥 原理 知 所 求 方法 数 为 


D, =|ANAN -NA, =1S 一 了 Al+ 2 1A:N A |- 


lj 


> TANANA+ CIANAN NA, 


lr < 


一 1 一 C。(2 一 1)1 二 CC 一 2)1 一 CC 一 3)1 十 … 十 (一 ])2C2 
= 一 下 十 而 一 寺 十 - 十 所 全 ] 
例 21 (加 拿 大 第 15 届 数 学 奥林匹克 题 ) 设 p 为 集合 X = {1,2,…,n} 上 的 置换 
(名 pC1) PC2) 202) 是 1,2,…,n 的 一 个 排列 ), 如 果 eG) = i(iE€ Z) ,那么 称 : 为 2 的 
不 动 点 . 假设 六 上 上 没有 不 动 点 的 置换 有 ;个 , 恰 有 一 个 不 动 点 的 置换 个 数 为 g,. 证 明 ， 
ff, Bn | 二 1. 
证 明 ”同上 题 可 得 户 = MI 一 证 十 市 一 二 十 … 十 二 和 
| 3 nl! 
坟 只 有 一 个 不 动 点 1 的 置换 有 Bni 个 (i -一 1 ,2,… ,7), 则 Bni 一 fa , 且 


四 1 1 ( 1)™1 
nH 加 Fi 2 7 7 一 . 尖 ?i— 一 | — 一 一 归咎 


于 是 , | 万 一 8 =| n! 二 1 人 =1. 


例 22 3 面 红 旗 和 4 大庆 一 行 , 其 中 3 面 红 旗 不 全 部 连 排 在 一 起 且 4 面 蓝 旗 
也 不 全 部 连 排 在 一 起 的 排列 有 多 少 个 ? 

解 令 3 是 所 有 的 旗帜 的 排列 集合 ,A, 是 其 中 3 面 红 旗 全 排 在 一 起 的 排列 集合 ， 
4: 是 4 人 站 


| 
S|=; 31 7 = 35, A |=- I = As |= 51 4 


由 容 斥 原理 得 所 求 排 个 数 为 


.4 


ZZ 
EEEEIN. 


Al NA， | 一 | 9 | 一 | A 一 | A， | 十 | Al {1 A， 

一 35 一 5 一 4 十 2 一 28. 
2. 存在 性 问题 和 组 合 问题 中 的 不 等 式 
在 数学 竞赛 题 中 常常 要 证 明 具 有 某 种 性 质 的 组 合 对 象 ( 结 构图 形 等 ) 是 存在 的 ， 
有 时 ,不 仅 要 证 明 这 类 组 合 对 象 是 存在 的 ,而 且 要 求 出 这 类 对 象 个 数 的 上 (下 ) 界 ,也 就 
是 要 证 明 一 个 组 合 不 等 式 . 在 本 节 中 我 们 介绍 一 些 证 明 存 在 性 和 组 合 不 等 式 的 基本 
方法 . : : 

(1) 反 证 法 : 

当 我 们 直接 证 明 一 个 命题 的 结论 成 立 感到 困难 时 , 可 考虑 用 反 证 法 , 即 从 结论 的 
否定 出 发 ,经 过 推理 导致 予 盾 ,从 而 推出 结论 成 立 . 

例 23 (美国 第 8 届 数 学 奥林匹克 题 ) 某 个 团体 有 nn 个 成 员 (n 宇 5), 并 且 有 nn 十 1 
个 三 人 委员 会 ,其 中 没有 两 个 委员 会 有 完全 相同 的 成 员 . 证 明 :; 存 在 两 个 委员 会 恰好 有 
一 个 成 员 相 同 . 四 

证 明 “用 反 证 法 . 假设 任意 两 个 三 人 委员 会 或 者 有 两 个 成 员 相 同 ,或 者 没有 成 员 
相同 . 

如 果 委 员 会 A 和 B 有 成 员 相同 ,那么 它们 有 两 个 公共 成 员 wu 4. 如 果 委 员 会 B 与 C 
又 有 (两 个 ) 公共 成 员 ,那么 <、.2 中 至 少 有 一 个 属于 C, 从 而 C 与 A 也 有 (两 个 ) 公共 成 
员 . 因此 ,可 将 有 公共 成 员 的 委员 会 归 为 一 组 ,这 样 同 一 组 中 每 个 委员 会 有 两 个 公共 成 
员 ,不 同 组 的 委员 会 没有 公共 成 员 . 

每 一 组 委员 会 的 个 数 & 必 不 超过 这 组 中 成 员 的 人 数 户 . 事实 上 ,显然 贿 3. 当 有 = 
3 时 ,一 1] 之 h; 当 有 宇 4 时 ,k 宇 2. 

设 {x,y,a),{x,y,b} 是 同一 组 中 两 个 委员 会 , 则 这 组 中 其 他 委员 会 只 能 为 {x,a， 
py 00 或 (zyyd) 的 形式 ,这 里 4 至 多 有 有 一 4 种 选择 ,所 以 之 4 十 一 4) = 二 有 h. 

于 是 ,委员 会 的 总 数 n 十 1 过 人 数 郊 矛盾. 

例 24 (全 苏 第 23 届 数学 奥林匹克 题 ) 在 星期 天 ,有 7 个 小 孩 他 们 每 人 都 有 3 次 来 
到 卖 冰 淇 淋 的 售 货 训 , 已 知 他 们 中 每 两 人 都 在 售 货 亭 处 相遇 . 证 明 ; 某 一 时 刻 , 至少 有 3 
个 小 孩 相遇 在 售 货 亭 . 

证 明 ”用 反 证 法 . 若 每 次 相遇 只 有 两 人 ,而 已 知 每 3 人 都 在 售 货 亭 处 相遇 过 , 故 相 
遇 的 次 数 应 为 G3 = 21 次 . 第 一 次 相遇 时 有 两 人 来 到 售 货 亭 ,以 后 20 次 相遇 时 ,每 次 至 
少 有 1 人 是 新 来 到 售 货 亭 的 , 故 总 共 来 到 售 货 亭 有 22 人 次 . 另 一 方面 ,每 人 去 过 售 货 亭 
3 次 ,7 人 共 去 21 人 次 ,矛盾 . 从 而 命题 得 证 . 

例 25 〈1993 年 亚太 地 区 数学 奥林匹克 题 ) 设 户 ;ps,…,piogs 一 po 为 xOy 平面 上 
不 同 的 点 ,具有 以 下 性 质 : 


( 
奥 
林 
匹 
殉 
数 
学 
中 
的 
雁 
题 
分 
析 


OO 
瑞 
林 
匹 
克 
并 
学 
中 
的 
真 
是 
分 
析 


专 题 研 究 系 列 


(1)p; 的 坐标 均 为 整数 ,i 一 1,2,…,1993， 

(2) 在 线段 PPiHl 上 没有 其 他 的 点 ,坐标 均 为 整数 ,1 = 0,1,2,.…,1992. 

求证 :对 某 个 1,0 达 11 过 1992, 在 线段 ppl 上 有 一 点 CCqz ,9y) ,使 Zqr »2qy 均 为 奇 
证 阴 假设 这 样 的 Q@ 不 存在. 设 p; 的 坐标 为 人 zy). 寿 Zal 与 zi; 的 末 侦 性 相同 ， 
且 y; 汪 ya 的 奇偶 性 相同 , 则 pipian 的 中 点 为 整 点 ,这 与 已 知 条 件 (2) 矛盾 . 行 zl 与 
的 奇偶 性 不 同 , 且 y; 与 ya 的 奇偶 性 不 同 , 则 pipai 的 中 点 QQ 符合 要 求 , 这 与 反 证 法 假 
议政 慎 . 因此 , 当 x; 与 XTi 的 哥 偶 性 相同 时 ，, y; 与 ya 的 奇偶 性 不 同 ; 当 Xi 与 工 上 1 的 可 
偶 性 不 同时 ,yi 与 yi 的 奇偶 性 相同 ; 即 x; 十 zol 与 yi 十 ya 的 奇偶 性 不 同 . 所 以 
To 十 Yo 9X1 十 1，"** ,X1993 十 六 1993 中 奇偶 交错 ,从 而 Xo 十 yo 一 X1993 十 Y1993 与 T1993 十 yl1993 
的 奇偶 性 不 同 ,矛盾 . 这 就 证 明了 本 题 结论 成 立 . 

(2) 利用 极 并 原 理 z 

利用 极端 原理 解 题 就 是 从 极端 元 素 ( 最 大 数 或 最 小 数 ,最 大 距 离 或 最 小 距离 ,最 大 
面积 或 最 小 面积 ,获胜 场次 最 多 的 队 ( 员 ) 或 获胜 场次 最 少 的 队 ( 员 ) ,等 等 ) 出 发 ,经 过 
推理 得 出 要 证 结论 , 或 从 结论 的 否定 出 发 , 利用 极端 元 素 导 致 矛 盾 , 从 而 推出 结论 
成 立 , 
例 2 任何 n( 宇 5) 个 不 同 的 集合 ,证 明 : 其 中 至 少 存在 r = [v2n] 个 不 同 集 合 
4 ,4:，…4, 使 得 这 7 个 集合 中 任何 一 个 集合 不 是 另外 两 个 集合 的 并 集 ， 

证 明 设 Al,A; 是 给 定 的 n 个 集合 中 元 素 个 数 最 少 的 两 个 集合 ,A; 是 除 Al 和 A， 
外 且 个 是 A! U A; 的 其 余 集 合 中 元 素 个 数 最 少 的 集合 ( 因 1n 宇 5, 故 As 是 存在 的 ). 当 
Al ;A ， ,A 选 好 后 ,在 A , A; ,A 以 外 有 是 不 是 A ,As »" ,Ak 中 任何 两 个 集合 之 
并 的 其 余 集 合 中 选 元 素 个 数 最 少 的 一 个 作为 Aua. 因为 A ,A;,…, As 中 任意 两 个 集合 


之 并 集 至 多 有 个, 故 当 n 之 k 十 G 一 了 AR 十 1) 时 ,Au 必 可 选 出 , 即 上 < 2x 十 圭一 


计时 ,Au 必 可 选 出 . 取 1 为 不 小 于 24 十 地 一方 的 最 小 正 整数 , 即 一 1 二 /2 十 二 一 
十 二, 则 由 上 面 分 析 知道 可 选 出 ! 个 集合 Ai ,As，,…,Ai, 使 得 其 中 任何 一 个 不 是 其 他 


两 个 集合 的 并 集 , 故 只 要 证 明 + 之 [V3n] = ~ 事实 上 ,由 ! /2 十 十 一 贞 可 得 


tt 二 1) 守 2n, 帮 t= 二 [ViG 二 DD] 宇 [Vn]=r. 

例 27 把 n( 宇 5) 根 细 棒 用 贸 链 结 成 一 个 多 边 形 , 求 证 ; 必 可 把 这 个 多 边 形 拉 成 -一 
个 三 角形 . 
证 有 明 ”如 图 11-3, 设 多 边 形 为 A1A,…A,, 并 设 A;A, = 二 a. 考虑 其 余 n 一 1 条 边 组 
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成 的 折线 AsA:…A,A; , 记 这 条 折线 的 长 度 中 点 ( 即 把 折线 拉 成 直 4， 4 


线段 的 中 点 ) 为 M. 8 
著 M 恰 为 某 个 顶点 A;(G 关 1,2), 这 时 可 把 多 边 形 拉 成 等 ”/ \ 


爵 八 AlA,A.. 

若 M 不 为 任何 顶点 A;, 则 MM 位 于 某 条 边 AiAi 一 5 的 内 部 ， 
记 折 线 A;A;…Ai 的 边 长 为 x ,折线 AAps…A,Ai 的 长 为 y. 考 NN 
不 长 度 分 别 为 a,X 十 5,y;a,X,b 十 > 的 两 个 二 线段 组 ,大 其 中 某 一 A A 
组 (例如 第 一 组 ) 的 三 条 线段 可 组 成 三 角形 , 则 问题 已 解决 ( 拉 成 
和 A 人 AAA:). 右 上述 两 个 三 线段 组 都 不 能 组 成 三 角形 , 则 由 于 图 11-3 
(z 十 0) 十 y 之 al 折线 大 于 直线 段 ),z 十 5b > y, 故 由 第 一 组 的 三 线段 不 能 组 成 三 角形 ， 
必 有 z 

ZT 十 0 之 a 十 vy. 由 
同 理 > 十 2 之 & 十 Z. (© 
将 这 两 个 不 等 式 相 加 得 5 宇 a. 如 果 我 们 开始 时 ,选取 A1A; = a 是 多 边 形 的 最 长 边 ( 考 
虑 极 奖 ), 便 有 2 委 a. 由 此 推出 a 二 5, 再 由 中 及 回 得 x = vy. 

因为 n 宇 5, 故 前 述 长 度 为 x 及 y 的 两 条 折线 总 共 含 有 n 一 2 之 3 条 线段 , 故 其 中 必 
有 一 条 折线 是 至 少 由 两 条 线段 组 成 的 . 令 工 = 二 ww 十 v, 这 里 = 二 As;A;,v 二 折线 
AAA 的 长 , 则 3 条 长 为 a 二 ub 二 i+v,y 的 线段 组 成 三 角形 . 这 是 由 于 

(a 十 起 十 y= 二 (6 十 习 十 T= 二 5 二 24 二 v5 十 vw 
同 理 

(十 四 十 yy 二 (4 十 习 十 二 a 十 2v 十 之 a 十 ， 

(a 十 十 (6 十 v) = 二 a 十 X 十 5b 六 y. 

利用 这 三 条 线段 可 拉 成 人 人 AA;Ann. 

综合 上 述 讨论 ,命题 得 证 

注 ” 硅 7n 王 4, 则 命题 不 真 . 例如 ,用 硬 细 棒 结 成 的 平行 四 边 形 ,不 可 能 拉 成 三 
角形 . 

例 28 设 有 n 个 人 A ;A2 ,A, ,其 中 有 些 人 互相 认识 ,证 明 :可 用 适当 的 方式 将 
他 们 分 成 两 组 ,使 每 个 人 都 至 少 有 一 半熟 人 不 跟 他 在 同一 组 . 

证 明 设 A; 有 ci 个 熟人 (Gi 二 1,2,…,n), 其 中 4 个 与 A; 不 同 组 ,这 里 d; 是 随 分 


组 而 变化 的 . 问题 要 证 明 :存在 适当 的 分 组 法 ,使 对 一 切 i = 1,2,…,n, 有 di 之 十 


由 于 总 人 数 只 有 有 限 多 ,分 组 的 方式 只 有 有 限 多 ,这 样 和 di 十 ds 十 … 十 d, 亦 只 能 
取 有 限 个 值 ,于 是 , 必 存 在 某 种 分 组 法 ,使 di 十 ds 十 … 十 dd,. 取 最 大 值 , 记 这 个 最 大 值 为 
d. 


尝 冰 证 沁 革 下 芋 演 油 同 入 沽 0 
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下 面 证 明 : 使 di 十 ds 十 … 十 d, 达到 最 大 值 4 的 分 组 符合 要 求 . 如 果 不 是 这 样 ,那么 
存在 某 个 人 ,不 妨 设 为 甲 组 中 的 Ai ,使 他 在 乙 组 中 的 熟人 di 一 六 cu, 于 是 Ai 在 甲 组 中 


的 熟人 数目 为 ci 一 di. 现 把 A! 从 甲 组 调 到 乙 组 ,其 余人 不 动 ,对 这 个 分 组 dq; ,d;，…,d， 
都 未 变 , 而 A, 在 甲 组 中 的 ci 一 di 个 熟人 变 成 与 他 不 同 组 , 即 di 变 成 c 一 di, 于 是 
(cr—d)+d+ Td—d=a—d—d=o0— 2d) 全 0， 
这 与 d 是 最 大 值 了 矛盾 . 于 是 命题 结论 成 立 . 
(3) 利用 抽 居 原理 和 平均 值 原理 : 
例 29 将 {1,2,3,4,…,100} 任意 划分 为 7 个 子 集 , 则 至 少 有 一 个 子 集 , 或 者 含有 4 
个 不 同 的 数 a,b,c,q 满足 a 十 b= 二 c 十 d, 或 者 含有 3 个 不 同 的 数 a,5,c 满 足 a 十 b= 二 2c， 
证 明 由 抽 居 原理 知 7 个 子 集中 至 少 有 一 个 子 集 , 比如 A, 它 至 少 含有 {1,2， 


3,…,100) 中 [和 一] 十 1 一 15 个 数 . 子 集 A 中 每 一 对 数 a 之 5, 对 应 一 个 差 数 1 过 
a 一 6b 二 99,A 中 15 个 数 可 生成 Cis = 105 个 “ 差 数 ”a 一 5b(l1 过 a 一 5 过 99). 由 抽 屋 原 
理 ,其 中 必 有 [一 =] 十 1 一 2 个 差 数 相等 . 设 a 一 c 二 d 一 b(a>c,d 6 且 @ 关 及 


c 关中, 硅 a 关 5, 则 4 关 c,; 则 A 中 有 4 个 不 同 的 数 a,6b,c,d 使 得 a 十 一 cc 十 di; 如 果 
a 一 0( 或 c= 二 q), 则 A 中 有 3 个 不 同 的 数 a,65,c( 或 a,6,ad) 使 4 十 6 二 2c( 或 a 十 4d = 20)， 

例 30 设 100 个 非 负 实数 的 和 为 1, 证 明 : 可 将 它们 适当 排列 在 圆周 上 ,使 得 将 每 
两 个 相 邻 数 相 乘 后 ,所 得 ”个 乘积 之 和 不 超过 0. 01. 

和 证明 记 这 100 个 数 为 zi ,zz，… ,zi ,将 它们 排 在 圆周 上 的 不 同 排列 个 数 为 
991, 这 对 应 了 991 个 问题 所 有 的 和 , 记 作 S1,S;,…,S,, 这 里 n 一 991. 考虑 这 些 和 的 总 
和 MM 二 Si 十 Sz 十 十 S,. z z 

因为 每 个 乘积 xixj (1 二 i 过 ;过 n) 在 上 式 右 端 恰 出 现 2.981 次 (因为 在 圆周 上 x 
与 六 相 邻 有 两 种 排 法 ,对 每 一 种 排 法 ,相应 的 圆 排列 的 个 数 等 于 其 余 98 个 数 在 直线 上 
的 全 排列 个 数 ,这 有 98! 种 ) ,因此 ,利用 柯 西 不 等 式 得 

M 一 Si 十 S 十 … 十 3 =2.98! > zix, 


ji<7s 委 100 
一 981[ (xz 十 十 X100) 本 (zt 十 … 十 Zioo ) 
< 981[ (x 十 … 十 X100)“ ~ Cn 十 十 Zioo) 一 1 
由 平均 值 原理 知 存 在 一 个 i(1 过 i 过 991) 使 
M _ 1 
> S991 = 100 
这 束 证 明了 题目 中 的 结论 . 


一 0. 01. 


(4) 计数 方法 

例 31 在 平面 内 任 给 2 个 不 同 的 点 ,证 明 : 其 中 距离 为 单位 长 的 点 对 数 少 于 
如 十 卫 72[2. 
4 V2 


证 法 一 设 n 个 点 为 思 1 » Pp? 上 p; 为 中 心 、1 为 半径 作 Op 并 设 Op; 上 有 
Pspa spr 中 ;个 点 (i 二 1,2,…,n), 于 是 ,距离 为 单位 长 的 点 对 数 为 EE = 地 (ei 十 
ez 十 … 十 en). 

如 采 操 Pi 是 昌 pi; 与 pj 的 交点 (i 关门 ,那么 将 {pi;pi, 昌 pj} 组 成 三 元 组 ,并 设 
这 种 三 元 组 共有 S 个 . 

一 方面 ,任意 两 个 圆 :pi;, pj(i 关 让 至 多 有 两 个 交点 ,至 多 形成 两 个 三 元 组 , 故 


1S | 三 2G;. 为 一 方面 ,在 pp, 上 任 取 两 点 pi;,p;Gi 关 让, 则 {pi ;pi,@p;} 个 组 成 三 


元 组 , 故 共 有 CQ 含 户 的 三 元 组 ,所 以 S= >) 一 方 (了 收 一 ei), 于 是 ,由 柯 西 不 
| i=1] 类 一 ] 点 二 1 
等 式 得 


上 一 ] k= 二 1 


— 5 [= (2E)’ 2E], 


2 
BD 2E:—nE—n (nm—1) 过 0,， 
解 不 等 式 得 
1 -二 Vi 十 82200 一 1) 7 十 2 V8na 一 7 ninvV8n nn 1 3 
[< 4 4 ~ Ts 


证 法 一 记 写 同 证 法 一 ,我 们 称 以 pi ;ps，…,p; 为 端点 的 线段 为 好 线段 , 则 好 线 
段 数 为 S = C?. 另 一 方面 在 ps 上 有 C2 条 弦 是 好 线段 ,个 加 上 共有 1C? 条 玉 是 好 
线段 ,但 其 中 有 些 公共 弘 被 重复 计数 了 ,然而 n 个 贺 至 多 有 C? 条 公共 纺 . 故 作为 好 线段 
的 不 同 的 驼 至 少 有 > G5 C2 条 ,由 此 可 得 C2 之 Di CC， 


下 间 证 法 一 . 
注 ” (1) 在 用 算 两 次 方法 证 明 题 目 时 ,由 于 选择 的 计算 量 不 同 ,常常 得 到 的 证 明 方 
法 不 全 相同 . 


(2) 证 法 一 中 用 到 了 计算 “三 元 组 ”的 个 数 , 这 是 一 种 有 效 的 计算 方法 ,因为 许多 组 
合 问题 都 涉及 “三 元 组 ”的 计算 . 例如 ,两 个 人 和 他 们 的 公共 朋友 ,两 个 球 队 和 被 他 们 打 


半 冰 离 凋 个 王 贝 达 进 同 尘 沽 O 


法 冰 光 凋 性 丘 配 演 同和 江 沽 O 


作 | 奥赛 经 典 


败 的 第 3 个 球 队 , 两 条 线段 和 它们 的 公共 问 点 ,两 个 加 和 它们 的 公共 交点 ,等 等 ,都 可 组 
成 三 元 组 . 

” 例 32 一 次 集会 共有 40 人 参加 ,其 中 任何 19 人 都 有 惟一 一 个 公共 朋友 也 参加 了 
集会 . 证 明 存 在 一 个 由 20 个 参加 集会 的 人 组 成 的 集合 M ' 合 对 任 蕊 a EM, 从 Mo 中 
去 拯 a 后 剩余 19 人 的 公共 朋友 不 是 a. 

证 明 ” 设 集 会 的 40 人 组 成 的 集合 为 1, 且 设 1 的 19 元 子 集 组 成 的 集 族 为 %, 了 的 
所 有 20 元 于 集 组 成 的 集 族 为 多 .对 任意 A € wx,A 中 19 人 的 惟一 公共 朋友 记 为 a = 
了 (A); 如 有 果 色 中 的 一 个 元 素 B 具 有 下 列 性 质 .存在 a € B, 从 B 中 除 掉 a 后 , 剩 下 的 19 
人 的 公共 朋友 是 a, 即 fAB\ta}) = a, 我 们 称 B 为 好 子 集 ,全 体 好 子 集 构成 的 集 族 记 为 
为. 于 是 ,对 任意 BE 纹 , 存 在 a € B 使 A(B\(a)) = a, 我 们 就 令 B 与 B\{a) 对 应 , 构 
成 一 个 从 及 到 多 的 映射 g. 下 面 证 明 g 为 单 射 

事实 上 ,对 DB € ,Bi B, ,存在 a €E Bi,as € 也 使 f(Bi\(\a}) 一 C1， 
f(B\\iaz}) 一 az. 右 8g(Bi) = g(B;),B Bi\(ai} = B;\{as) , 则 aa = f(Bi\(a1?) = 
fl(Bs\(as}) 一 az. 又 BiNtal) = Be\ a2 ,从 而 有 Bi 二 Bs ,矛盾 , 故 g 为 单 射 . 

由 此 可 得 | 约 | 委 | | 二 08 过 C8 一 | 多 |. 

这 说 明 8 中 必 有 一 个 元 Mo (CI 的 20 元 子 集 ) 不 是 好 子 集 , 即 对 任意 a E Ms ,从 Ms 中 去 
挥 a 后 ,剩余 19 人 的 公共 朋友 不 是 a. 

例 33 (美国 第 24 届 数学 奥林匹克 题 ) 一 个 社团 内 ,每 一 对 人 不 是 好 友 的 就 是 敌 
对 的 ,说 这 个 社团 中 共有 ?个 人 ,4 个 友好 对 子 , 并 且 任 何 3 人 中 至 少 有 一 对 人 是 敌对 
的 .证 明 :这 个 社团 中 至 少 存在 一 个 成 员 ,他 的 敌人 组 成 的 集合 中 友好 对 子 的 个 数 不 多 
于 gq(l— 4g/n’). \ 

证 明 用 平面 内 nn 个 点 Al,As,，…,A, 表示 n 个 人 (其 中 任意 3 点 不 共 线 ). 若 两 人 
是 友好 的 , 则 对 应 点 的 连 线 染 红色 ;车 两 人 是 敌对 的 , 则 对 应 点 的 连 线 染 蓝 色 . 设 从 A 
出 发 有 4; 条 红线 ,n 一 1 一 d; 条 蓝 线 (i = 1,2,…,n), 于 是 


Dd 一 oR | (DD 


设 两 边 红 _ 边 蓝 的 三 角形 有 a 个 ,两 边 蓝 一 边 红 的 三 角形 有 个 依 题 意 ,不 存在 
三 边 全 为 红色 的 三 角形 , 故 


a— DG (2) 


我 们 称 从 一 点 出 发 的 两 条 不 同色 的 线段 组 成 一 个 异 色 角 . 一 方面 显然 异 色 角 有 
2Ca 十 B) 个 , 另 一 方面 以 A; 为 项 点 的 异 色 角 有 4d;(n 一 1 一 di) 个 , 故 


2(a 十 有 = > di(n—1—d,). 3) 
1 二 1] 


由 ,多 ,并 利用 柯 西 不 等 式 得 
] ~ 1 ~ 
= Fd ld) eo= sodn ld ) 一 二 Dadid—D 


一 Da > < 4 Da -1ay 
1] i=—=] 1 二 ] 1—] 


2 
$4 = ng(1— 4). 


设 A; 的 策 人 集合 中 一 个 友好 对 子 为 (Bi,B;), 则 和信 A;B4B; 是 两 边 蓝 一 边 红 的 三 角形 ， 
将 所 有 红 边 所 对 顶点 为 A; 的 两 边 蓝 一 边 红 的 三 角形 个 数 记 为 xz; (i 一 1,2,… ,7), 则 


> 了 一 8 过 四 (1 一 29)， 
i 二 1 


一 77 一 


和平 均值 原理 知 存在 (1 之 吉之 加 ,使 之 十 忆 z 过 401 一 牧 ) 


即 存在 一 人 A; ,他 的 敌人 集合 中 友好 对 子 的 个 数 不 起 过 gq(1 一 ,2)， 


(5) 数学 归纳 法 
” 例 34 (1999 年 上 海 市 竞赛 题 ) 平面 内 给 定 ”之 4 个 点 ,其 中 任意 三 点 不 共 线 , 若 
每 两 点 间 的 距离 是 确定 的 , 则 称 这 n 点 是 稳定 的 . 证 明 : 如 果 这 ?之 4 个 点 之 间 有 


Fnln 一 3) 十 4 对 点 之 间 的 距离 是 确定 的 ,那么 这 7 个 点 是 稳定 的 . 


证 明 n= 二 4 时 ,4 个 点 一 共 可 形成 Ci 二 6 对 点 ,其 中 有 六 ~X4X(4—l +T4=6 
对 点 之 间 的 距离 是 确定 的 , 故 这 4 个 点 是 稳定 的 . 
设 n 二 上 之 4 时 结论 成 立 , 即 当 上 个 点 之 间 有 kk 一 3) 十 4 对 点 之 间 的 距离 是 确 


定 的 ,这 k& 个 点 是 稳定 的 . 那么, 当 n 二 十 1 时 ,i 这 k 十 1 个 点 之 间 有 元 (& 十 1) (一 2) 十 4 


对 点 之 间 的 距离 是 确定 的 . 我 们 将 这 些 有 确定 距离 的 点 对 连 一 线段 ,于 是 从 每 点 出 发 
的 线段 数 之 和 为 (& 十 1)(k 一 2) 十 8, 从 而 其 中 必 有 一 点 A, 从 它 出 发 的 线段 数 为 


(十 1)( 一 2) 十 8 四 
{< k+l k 一 2 二 1 一 一 + 


因为 之 4 时 [年 过 1, 所 以 Lk 一 1. 去 掉 点 A 以 及 从 A 出 发 的 线段 ,还 剩 上 个 点 ， 
它们 之 间 所 连 线段 数 不 少 于 
十 DIE 一 2) 十 4 一 人 一 ]D) 一 二 (一 3) 十 和 


尘 冰 亢 凋 切 兵 本 入 吉 划 漠 O 
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故 由 归纳 假设 知 这 & 个 点 是 稳定 的 ,于 是 从 A 出 发 问 这 有 个 点 有 
方 (十 Dk 2)— C= 3 


个 距离 是 确定 的 .不妨 设 AB 二 xz,AC 二 y,AD = 二 xz 是 确定 的 ,这 时 点 和 A 必 惟 一 确定 , 否 
则 同一 平面 内 存在 点 A 关 A', 使 AB==x,A'C = y,A'D = xz, 于 是 B.C.D 都 在 线段 
AA 的 中 垂 线 上 ,这 与 已 知 条 件 无 三 点 共 线 矛盾 , 故 这 十 1 个 点 也 是 稳定 的 . 这 就 完成 
了 归纳 证 明 . 

例 35 (美国 第 31 届 数学 奥林匹克 题 ) 设 S$S 是 含 2002 个 元 素 的 集合 ,NN 为 整数 , 满 
足 0 记 入 过 2 .证明 可 将 S 的 所 有 子 集 染 上 黑色 或 白色 ,使 得 下 列 条 件 成 立 : 

(1) 任何 两 个 白色 子 集 的 并 集 是 白 的 ; 

(2) 任何 两 个 黑色 子 集 的 并 集 是 黑 的 ; 

(3) 怡 好 存在 NN 个 白色 子 集 . | 

证 明 “对 任意 2 元 集合 S, 二 {a1,as,… ,a,) 及 任意 整数 NI0 过 六 和 受 2") ,可 将 S， 
的 所 有 子 集 染 成 黑色 或 日 色 , 使 得 它们 满足 题目 条 件 (1), (2), (3). 

3 n= 1 时 ,大 N = 0, 则 将 及 (a) 都 染 黑 色 符 合 要 求 ; 若 NN -一 ], 则 将 好 染 黑 
色 ,{al} 染 日 色 符 合 要 求 ; 若 N = 2, 则 将 名 及 {al} 都 染 白 色 符 合 要 求 . 

设 当 nn 二 上 时 ,对 上 元 集合 Si 及 整数 0 过 NN 过 2:, 存 在 符合 条 件 (1),(2),(3) 的 染 
色 法 ,考虑 k 十 ] 元 集合 ATi 一 {a 02 QH 及 整数 0 委 N < 2 和 , Al -一 5. U 
《CAHl }. 

在 0 委 六 委 2 冯 , 则 由 归纳 假设 知 可 将 S 的 所 有 子 集 染 成 白色 或 黑色 满足 条 件 (1)， 
(2),(3) ,再 将 售 ce 的 所 有 子 集 染 黑色 ,于 是 仍 满足 条 件 (1),(2),(3). 

若 六 一 入 十 rr 一 1 2 2), 则 可 先 将 含 ca 的 2 个子 集 染 白色 ,并且 由 归纳 
假设 可 将 Si 中 个子 集 染 白色 ,其 余 染 黑色 ,使 满足 条 件 (1) , (2) ,(3) ,这 时 对 Su 一 
共有 六 = 二 2 十 r 个 子 集 染 白色 , 即 条 件 (3) 满足 , 且 条 件 (1),(2) 也 满足 ,这 就 完成 了 归 
纳 证 明 , 特 别 n 二 2002 时 , 原 题 结论 成 立 . 

(6) 构造 法 / / 

例 36 证明 :对 任意 正 整数 2 2, 平 面 内 都 存在 ”个 不 全 在 一 条 直线 上 的 点 ,使 
每 两 点 间 的 距离 都 为 整数 . 

证 有 明 ”在 y 轴 上 取 点 A(0,2ap),z 轴 上 取 点 B = (a 一 ,0),a,b 为 整数 , 则 A 与 
B 的 距离 为 AB 二 V (a 一 万 六 十 (200)? 二 @ 十 如, 这 是 一 个 整数 . 故 对 任意 正 整数 n， 
可 在 y 轴 上 取 点 Ao640,7m) ,其 中 避 = 2pi1p2o… ps(pi1,ps，…, pa 为 互 不 相等 的 素数 ), 在 
ZX 和 轴 上 上 取 操 A;((pi 呈 pi 一 (ppi,0) G2 二 1,2 中 yn 一 1), 则 个 点 Ao,Ai,…， 
4A， 中 每 两 点 的 距离 都 为 整数 . 


EAT 5S > a 
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例 37 是 否 存 在 如 图 11 -4 的 无 “ 头 ” 五 角形 ,使 图 中 四 


个 三 角形 及 一 个 五 边 形 的 13 条 边 长 是 互 不 相等 的 正 整数 ? 遇 
分 析 和 解 “因为 边 长 为 正 整 数 3,4,5 的 直角 三 角形 是 林 
边 长 为 整数 的 最 简单 的 三 角形 ,我 们 以 它 为 部 件 ( 其 他 部 件 
是 与 它 相 似 的 直角 三 角形 ) 来 构造 满足 题目 条 件 的 无 “ 头 ”五 数 
角 星 ( 如 图 11-5), 其 中 a,5,c 是 互 不 相等 且 大 于 1 的 正 整 数 . + 
由 人 ABC , 八 AGD ,和信 FED 都 相似 于 人 EBD 得 的 
(4 二 56) : (4a 十 m2) : (54 十 3c 十 36) 二 3:4:5， 1 真 
题 
0D 
(5 十 40) : (54 十 30) : (3 十 m 十 44a)= 二 3:4:5， 析 

© 

(3-m): (3g 二 5c): (5 十 4 十 4c) 一 3:4:5， 

四 


由 四 及 四 知 4 十 5 及 5 十 40 均 为 3 的 倍数 , 故 可 取 
6 一 3& 十 1(REINE) ,由 人 得 

da 二 1m 二 20k 十 12,54 十 3c 二 25k 十 15 一 36 一 16& 十 12. 
由 此 可 得 a 二 2k,c = 二 2k 十 4,m 一 12k 十 12 为 其 一 组 解 ， 
经 检验 若 它 们 也 满足 四,Q. 为 了 使 图 中 的 13 条 线段 互 不 
相等 ,我 们 取 & = 2, 便 得 到 满足 题目 条 件 的 无 “ 头 ” 五 角 
星 ( 如 图 11 -6). 


例 38 设 S, = {1,2,3,…, 志 (3" 十 1)}, 证 明 : 存 在 
5; 的 一 个 舍 2 个 元 又 的 子 集 M, ,使 其 中 任何 三 个 数 不 成 


等 差 数 列 . 
分 析 与 解 2 一 1 时 ,S 二 {1,2), 取 Mi = {1,2)} 靶 
满足 题目 要 求 ;n 二 2 时 ,S;, 二 人 ,2,3,4,5}, 取 MM 二 {1， 图 11~6 


2,4,5) 即 满足 题目 要 求 ;n 二 3 时 ,Ss = {1,2,3,…,14}， 
取 M 二 {1,2,4,5,10,1]1,13,14) 即 满 足 题 目 要 求 ,并且 注 意 到 若 zyyz 不 成 等 莽 数 
列 , 则 对 任意 a,a,a 十 z,a 十 y,a 十 z 也 不 成 等 差 数列 ,以 及 Ms 中 元 素 有 下 列 关系 10 一 
1 十 3 ,11 一 2 十 32， 13 一 4 十 3 14 一 5 十 32. 

下 面 我 们 用 归纳 构造 方法 证 明 满足 条 件 的 子 集 M 是 存在 的 . 

2 一 1 时 ,如 前 所 述 A 满足 条 件 . 

设 对 正 整 数 2 存在 5S; 的 一 个 含 2 个 元 的 子 集 M; ,使 M 中 任何 三 个 数 不 成 等 差 
数列 , 令 Ms: 一 AU 二 alaENM} 


当 冰 和 镶 凋 亚 下 性 玉江 加 芳 性 O 


于 是 Mu 中 有 2 | M, | 一 2 2" 一 2"0 个 元 素 , 且 Mi 中 的 最 大 元 素 不 超过 方 (3" 十 


1) 十 3” 一 53" 十 1), 故 AM, 是 Sa 的 一 个 含 3 个 元 素 的 子 集 . 如 果 Ma 中 存在 


三 个 数 rz,yz (x 二 yy 二 zz) 成 等 差 数列 , 则 z,y,z 不 能 都 属于 M， ,也 不 能 都 属于 {3 a 
a | a EM,), 故 内 I 有 ZzxXEM,z2El! 3"+ala EN 


阁 yE M,, 则 由 y 达 亏 (3" 十 1D),z 之 1, 得 
2 = 2y 一 z 扫 2X 方 (2 十 D) 一 1 — 3"， 
这 与 zz€ (43 十 aljaEA zz 之 3 十 1 和 克 慎 . 
和 YE {3ala E M,), 则 由 y 宇 3 十 1,z 达 广 (3" 十 1) 得 


zz 二 2y 一 xz 之 2(3" 十 1) 一 地 (3 1) 二 (3" 十 3)， 


这 与 x€ My,x 声 (3 十 1) 矛盾 . 


这 就 证 明了 Mi 中 任何 三 个 数 不 成 等 差 数 列 . 于 是 ,我 们 用 归纳 构造 的 方法 证 明 
了 满足 题目 条 件 的 子 集 M, 是 存在 的 . 

3. 组 合 最 值 问题 

组 侣 最 但 问题 是 数学 苋 赛 中 最 弟 见 的 一 类 综合 问题 ,求解 组 合 最 值 问题 一 般 需 要 
按 如 下 步骤 处理. 

探索 所 求 的 最 大 (小 ) 值 ; 

@ 证 明 所 找 的 值 满足 要 求 ，; 

@) 构造 实例 说 明 已 找到 的 值 能 够 达到 . 

实际 解答 问题 时 , 常 仙 是 第 中 ,GO 步 (或 第 ,@ 步 ) 同时 进行 ,也 就 是 说 ,我 们 常 
党 是 在 分 析 论 证 中 探索 和 找 出 最 大 (小 ) 值 ,或 在 构造 中 探索 和 找 出 最 大 (小 ) 值 . 

例 39 〈1995 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 M= {1,2,…,1995), 和 A 是 M 的 子 集 且 满足 条 
件 : 当 xz EE A 时 ,15x A, 则 A 中 元 素 个 数 最 多 是 

分 析 与 解 ” 填 1870. 理由 ; 广汉 1995 = 133X15, 月 133 一 9x15, 于 是 下 列 125 
个 数 对 {9,9 x 15),{10,10 x 15),…,{133,133 x 15)} 中 每 一 个 数 对 内 至 少 有 一 个 数 不 
属于 A, 故 A 中 至 多 有 1995 一 125 二 1870 个 数 . 另 一 方面 , 取 

A= {1,2,.…,8} (J {134,135,.…,1995), 
则 | A | 二 1870, 有 是 A 满足 题目 条 件 , 故 A 中 元 素 个 数 最 多 是 1870. 
例 40 ” 求 最 大 正 整 数 n, 使 I= {1,2,…,n) 可 分 拆 为 两 个 不 相交 的 子 集 A 和 B 满 
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足 同一 子 集 内 任何 三 个 数 不 成 等 差 数列 . 

解 ” 当 n= 二 8 时 , 令 A 一 (1,4,5,8},B 王 {2,3,6,7), 则 A、B 中 同一 子 集 内 任意 
三 个 数 不 成 等 差 数 列 . / 

当 ? 之 9 时 ,大 了 可 分 拆 成 两 个 不 相交 的 子 集 4 和 B 满足 同一 子 集 内 任何 3 个 数 
不 成 等 差 数列 , 则 只 有 下 列 三 种 情形 ; 

(1)1 与 2 属于 同一 子 集 ,3 属于 另 一 子 集 , 不 妨 设 1,2 € A,3€B. 

(a) 右 4€ A, 则 6,7€ B, 从 而 5,8 € A, 于 是 A 中 三 个 数 2,5,8 成 等 差 数列 , 矛 
盾 . 
(b) 夺 4€ B, 则 5E€ A, 从 而 8,9 € B, 推 出 6,7€ A, 于 是 A 中 三 个 数 5,6,7 成 
等 差 数列 ,矛盾 . 

(2)1 相 3 属 于 同一 个 子 集 ,2 属于 另 一 子 集 ,不妨 设 1,3E A,2€ B, 从 而 5€ 8B， 
8€A. 

(a) 右 4€ A, 则 7 € B, 从 而 9€ A,6 € B, 于 是 B 中 三 个 数 5,6,7 成 等 差 数 列 ， 
矛盾 . 

(b) 夺 4€ B, 则 6 E€ A, 从 而 7,9 € B, 于 是 B 中 三 个 数 5,7,9 成 等 差 数 列 ,矛盾 . 

(3)2 和 3 属于 同一 个 子 集 ,1 属于 另 一 子 集 ,不 妨 设 1€ A,2,3 € B, 从 而 4€ A， 
? EB, 由 此 推出 5€ A,9€ B, 从 而 6€ A, 于 是 和 A 中 三 个 数 4,5,6 成 等 差 数 列 ,矛盾 . 

可 殉 , 当 之 9 时 ,不 存在 满足 题目 要 求 的 分 拆 法 , 故 所 求 n 的 最 大 值 为 8. 

例 41 《〈1994 年 国家 集训 队 题 ) 设 S = {1,2,3,…,10),Ai,As,…,A, 是 S 的 子 
集 ,满足 条 件 : 

(1) | A; |= 5G = 1,2,.…,k), 

(2) | A; NM A; |<20 <i<ji<h). 


求 & 的 最 大 值 . 
解 作 10XA 的 数 表 ,其 中 第 : 行 第 7 列 处 的 数 为 
(车 i€ A4)) 


二 二 (1 = 1,2,.%,10,7 = 1,2,...,k), 
' “(0( 若 i& 有 A,) 


则 表 中 第 1 行 元 素 之 和 7 ; 一 aE 表示 : 属于 和 Al , A, ,A 中 7 ; 个 集 人 台 , 表 中 第 ; 列 


元 素 之 和 | A | 一 > zy 表示 集合 A, 中 元 素 的 个 数 . 由 已 知 条 件 (1) 有 


肝 冰 曾 凋 委 王 时 渤 油 四 涉 沽 O 


尘 冰 证 凋 亚 医 枉 演示 司 江 姜 O 


Sq 涛 红 曲 


若 1 同时 属于 两 个 集合 Ai,Aj(i 关门 ; 则 将 {1,Ai,A;) 组 成 三 元 组 , 设 这 种 三 元 组 
的 个 数 为 S. ， 
10 
面 ,对 任意 A;,Aj(i 关 门 ,它们 有 | A; 门 A; | 个 公共 元 ,可 形成 | A; 门 A | 个 合 A;,A 
的 三 元 组 ,所 以 S$= 2，14 人 AI 委 2C8 一 AR 一 1]). 于 是 ,由 柯 西 不 等 式 及 @ 得 


li 


10 ] 1 10 
k(k—1) = 2 一 F277 > 方 ) 
1 一 1 
二 1-1 
2 二 三 二 2 
3 ri] = BLSk) 5k] 


解 不 等 式 得 & 委 6. 
其 次 ,下列 6 个 集合 满足 题目 条 件 (1) 和 (2): 
4 = {1,2,3,4,5}, A, = {1,2,6,7,8};,A; = {1,3,6,9,10)， 
4 = {2,4,7,9,10),As = {3,5,7,8,10}),A。 = {4,5,6,8,9), 


故 所 求 & 的 最 大 值 为 6. 


【 解 题 思维 策略 分 析 】 

例 42 (1991 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 S 一 (1,2,…,n}) ,A 为 至 少 仿 两 项 的 公差 为 正 
的 等 差 数列 ,其 项 都 在 S 中 且 添 加 S 中 的 任何 元 素 中 A 均 不 能 构成 与 A 有 相同 公差 的 
等 差 数 列 . 求 这 种 A 的 个 数 , 这 里 只 有 两 项 的 数列 也 看 作 等 差 数 列 . 

解法 一 设 A 的 首 项 为 a ,公差 为 d, 依 题 意 u 一 4d 过 0,a 十 d 达 nn;y 即 a 过 4 声 
1 一 4, 从 而 a 过 六 

于 是 对 每 一 个 a, 公差 可 取 nn 一 2a 十 1 个 值 ， 即 以 a 为 首 项 的 等 差 数 列 有 nn 一 2a 十 
1 个, 故 所 求 的 等 差 数 列 个 数 为 


[县 ] 


2 ] 一 [名 1 如] 十 DD 十 [名] 一 (mn 一 [如 [如 7 


a 二 | 


rn 
mm, 


2 
解法 二 当 n 一 2k 时 ,满足 条 件 的 等 差 数 列 A 必 有 相 邻 两 项 使 得 前 一 项 在 11 


EN 
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2 ,+ ,Rk} 中 ,后 一 项 在 {十 1,k 十 2,*… ,2k) 中 .从 {1 ,2,.…,k} 中 任 取 一 个 数 , 从 {十 1， 
十 2,…,2k&} 中 任 取 一 个 数 , 以 取出 的 两 数 作为 相 邻 两 项 可 做 出 惟一 一 个 符合 条 件 的 


等 差 数列 A, 这 种 对 应 是 一 一 对 应 , 故 所 求 A 的 个 数 为 Cl .Cl 一 已 一 
当 n 二 2k 十 1 时 ,情形 类 似 ,惟一 不 同 的 是 第 2 个 集合 信 十 1,8 十 2,…,2k 十 1) 中 
有 上 十 1 个 元 素 ,这 时 ,所 求 A 的 个 数 为 CiCh; = RCR 十 1) 二 二 一 


例 43 (莫斯科 第 3 届 数 学 奥林匹克 题 ,1990 年 国家 集训 队 题 ,1991 年 加 拿 大 数学 
奥林匹克 题 ) 是 nn 边 形 的 任意 三 条 对 角 线 不 相交 于 形 内 一 点 , 问 这 些 对 角 线 将 上 是 nn 边 形 
分 成 了 多 少 个 区 域 ? 

解法 一 设 凸 n 边 形 分 成 的 区 域 中 , 边 数 最 多 的 凸 多 边 形 为 m 边 形 . 设 & 边 形 的 
区 域 有 ni 个 (R 三 3,4,…,m), 于 是 

一 方面 ,名 多 边 形 内 角 总 和 为 

ns3，180 二 74 。360 十 … 十 1 (一 2) 。180?. (QD) 

万 一 方面 , 形 内 每 个 对 角 线 交点 处 的 内 和 角 和 为 360", 且 形 内 对 角 线 交点 总 数 为 
G( 计 数 问 题 中 例 8 的 结论 ) ,而 原 凸 n 边 形 的 各 顶点 处 的 内 角 和 为 (nn 一 2)。180°, 故 各 


区 域 的 内 人 角 总 和 又 为 

CGC »360° 十 (n—2)。180". (2) 
由 由 及 得 

ns3。180 十 24。，360 十 十 nm 一 2)。，180” = 二 04。360° 二 (nn 一 2)。180°, 即 

13 十 274 十 十 (mM 一 2)。n, 二 20 十 (2 一 2). GQ) 

又 各 区 域 的 顶点 数 的 总 和 为 

3n3 十 47 十 … 十 7 (4) 

为 一 方面 , 形 内 有 GG 个 交点 ,每 个 交点 是 4 个 区 域 的 公共 交点 ( 因 无 三 条 对 角 线 交 
于 形 内 一 点 ). 又 凸 2 边 形 的 每 个 顶点 是 2 一 2 个 区 域 的 公共 交点 , 故 各 区 域 的 顶点 数 的 
总 和 又 为 

4G + n(n— 2). (5) 
由 由 和 必得 

3ns 十 4724 十 … 十 1， 一 4C4 nn 一 2)， (6) 


(四 一 @) 二 2 便 得 加 十 4 十 … 十 1 二 Ct 二 C2， 
即 凸 n 边 形 被 分 成 的 多 边 形 区 域 数 为 C! 十 C2 

解法 二 因 每 去 掉 一 条 对 角 线 , 则 区 域 个 数 减少 a; 十 1. 这 里 w 是 去 掉 的 第 ; 条 对 
角 线 与 其 余 还 没有 去 掉 的 对 角 线 的 交点 数 . 逐步 将 C 一 nn 条 对 角 线 去 掉 , 最 后 只 剩 一 


“ 4 
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个 区 域 , 故 所 求 区 域 数 为 S 二 1 十  (u, 十 D), 且 六 w 恰 为 对 角 线 在 形 内 的 交点 总 数 


Cs, 故 所 求 区 域 数 为 

SS 一 1 二 CI 十 (人 一 由 一 人 十 Ci 

解法 三 。” 设 晤 nn 边 形 被 对 角 线 分 成 的 区 域 数 为 4a,, 则 as = 1,as 二 4. 

在 四 nO— 1 边 形 AiA: “A 基础 上 增加 顶点 A, ;得 到 凸 nH 边 形 Al1A,…:A， ;从 而 增 
加 一 个 人 Ai1A_1A,. 再 连接 A.Az,AiA;3,…,A,A,:, 这 nn 一 3 条 对 角 线 上 增加 了 
Gi 一 Ce 个 交 扣 ;这些 交 咏 将 一 3 条 对 和 角 线 分 成 C 一 Ci 十 (n 一 3) 段 ,每 段 将 原 区 
域 一 分 为 二 , 故 又 增加 了 GG 一 Ca 十 (rn 一 3) 个 区 域 ,所 以 

al 二 1 十 CC 一 Ci 十 一 3) 二 CC 一 Ct 二 +n 2). (x) 
补充 定义 az 二 0,G = 二 G3 二 0, 则 (C(x) 对 一 切 n 宇 3 成 立 .所 以 ,所 求 凸 n 边 形 被 分 成 
区 域 的 个 数 为 


= Dama)=0+ DC—0) 4 Yk 2) 
k=3 k=3 k=3 
= CI 六 [LO 一 2 一 2) 一 CCP 


解法 四 《” 设 卢 半边 形 被 分 成 的 区 域 数 为 S$, 则 全 平面 被 分 成 的 区 域 数 为 下 = S 十 
1 ,顶点 数 ( 包 丘 中 半边 形 的 顶点 及 对 角 线 的 交点 ) 为 V == G4 十 n, 边 数 为 E == 2C1 十 


37 “(一 1) 二 2C1 十 C2 1( 因 为 从 凸 n 边 形 每 个 顶点 出 发 有 n 一 1 条 边 , 从 形 内 每 个 对 


角 线 交点 出 发 有 4 条 边 , 故 从 各 顶点 出 发 的 边 数 之 和 为 n(n 一 1) 十 4C = 二 2G 十 40 ,但 
上 述 计 数 中 ,每 条 边 计 算 了 两 次 , 故 所 求 边 数 玉 == 5 (4C: 十 2G;) 二 2G 十 CC), 代 入 欧 
拉 公 式 V 十 FF 一 玉 二 3, 得 

S=E—V++l1=20+4C— (Cn)1=0 C0,. 

例 44 (2003 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 由 nn 个 点 和 这 些 点 之 间 的 7 条 线段 组 成 一 个 空间 


图 形 ,其 中 4 二 十 g 十 1,1 之 地 q(q 十 1)* 十 1,9 之 2,9 € Ni. 已 知 图 形 中 任意 四 点 不 


共 面 ,每 点 至 少 连 一 线段 ,存在 一 点 至 少 连 有 g 十 2 条 线段 .证 明 : 图 中 必 存 在 -一 个 空间 
四 边 形 ( 即 由 四 点 A、B.C、D 和 四 条 线段 AB ,BC ,CD ,DA 组 成 的 图 形 ). 

分 析 要 证 明 存 在 空间 四 边 形 ABCD ,只 需 证 明 存 在 两 点 B,D, 它们 与 另外 两 点 
A.C 都 连 有 线段 ， 

证 明 ” 设 n 个 顶点 的 集合 为 M = {Ao,Al,…,A, 1), 且 与 A, 连 有 线段 的 点 集 记 
为 B;,; 并 设 | B; | 二 aj(i = 二 0,1,2,…,n 一 1), 于 是 


各 赛 


经 
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Da 一 21 之 gq(q 二 1) 十 2 = 二 (gq 十 1)(n 一 1) 十 2. 中 


太一 ] 


上 且 不 妨 设 wm 之 0 十 2. 
若 存 在 i 使 | Bo 门 B; | 三 20 过 ;和 2 一 1D): 取 AAA € Bo 门 BG 关 , 则 
AAAA 为 空间 四 边 形 ,结论 成 立 , 故 不 妨 设 | Bo 门下 | 夺 1( 志 1 寺 n 一 了 ). 记 Bo = 


MN\B, 为 Bo 在 MM 中 的 补 集 , 于 是 ] 已 NB | 一 Bb; 一 | b; [1 Bo | 之 ci 一 1 一 ] ,Le 


— 1). 
右 两 点 A; ,A 部 与 男 一 太 A; 连 有 线段 , 则 称 CA; ,Ai) 为 属于 A; 的 点 对 ,于 是 分 别 


属于 Ai ;和 AA， 9""" , A, 1 的 点 对 数 至 / 少 为 入 ai 一 ] ,但 bo 中 任何 两 点 不 组 成 属于 A 的 点 对 


( 因 | Bo 门 B; | 才 1), 故 分 别 属于 AA， As, …,A; 1 的 点 对 只 能 是 MBo 中 的 点 对 ,这 样 
的 态 对 至 少 有 Cr 个 . 

若 能 证 明 De > C2 四, 则 表明 在 CG 1 中 计数 有 重复 , 即 存在 一 个 点 对 
(B,D) 同时 属于 不 同 的 两 点 A， CIA,B,C, De MD 由 此 得 出 存在 空间 四 边 形 ABCD， 
故我 们 只 需 证 明 @ 成 立 

由 柯 西 不 等 式 及 @ 有 


1 一 7 re-"] 
Ci- = pp — 36+2) > a) — 3a t+2n 1) 
i=—— |] fi 一 】 


扩 一 ] 


20 DL 0 一 DID 2 


Te 二 ID 一 1 十 2 一 一 0 一 DJLC 十 DG 一 1 十 2 一 


一 5 


0 — 2 (7 一 1) | 


= Fg a) ng gnt3 bh), 


2(n 
X Cr 一 - 3 (na) na —1) 一 Fc Ln Dn a) na 二 1) | 
= 元 下 [go 二 DO 一 ao 一 ae 二 D]， 


而 (ng 一 g 十 2 一 4) 一 (9q 十 1)(2 一 ao) 一 do 一 0g 一 2 十 2 这 9(C 十 2) 一 0 一 2 十 2 一 1 0， 
(ng 一 0 一 2 十 3 一 co) 一 4002 一 ao 一 1) 一 (一 1])ao 一 2 十 3 全 (一 1)( 十 2) 一 十 3 

一 0， 

并 且 ng 一 qg 十 2 一 @o 宇 2 一 1 十 2 一 (x 一 1) 一 1 十 1>00g 一 g 一 7 十 3 一 ao 之 


HHUEHE 


半 冰 和 商 间 妇 生 性 渤 进 下 入 泪 O 
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2(n—1)—~n+3—(n—1)=2>0, 族人 Cs 1 这 Cr ， 于 是 题目 结论 得 证 . 


注 ”从 本 例 可 以 看 出 ， 证 明 存在 四 边 形 时 ， 用 两 种 方法 估算 同时 与 某 点 连 有 线段 
的 点 对 数 是 一 种 弟 用 的 技巧 . 
例 45 求 最 大 正 整 数 n, 使 得 存在 7 个 实数 x ,xs，,… ,x, 满足 对 任意 1 志 1 二 j 声 
Nn, 有 (1 十 Xxxz;)*0.99(1 十 Xz) (1 十 x?). 人 ) 
分 析 “因为 @ 全 100(1 十 ziz))2 过 99(1 十 好 )(C1 十 了 2) 
全 (1 十 ZiZi 关 和 妥 99LCL 十 妇 )C1L 十 好 ) 一 (十 下) 


~ 一 99(， 一 并 iD) 
1 
2 
SFT” > 99: 


tanl — tanl. 


解 ” 设 nn 个 实数 为 x; = tan0.(i = 1,2,…,n),0: E€ (一 了 ,六 ) HQ 


i. 一 一 一 一 时 ,又 因 0 一 包 < fy 所 以 tan2 (0 一 分 ) < tan ~ ， 


当 0 一 和 = 


一 -x 时 , 因 @, 一 0 = (0,—0,1)+(0,1+0 
故 存在 5 入;i 委 2 一 D) 使 pn 一世 二 ,从 而 tan (On 一 9) < tan 一 

可 兄 , 总 存在 i,7j( 民 之 7 二 j 世 0) 使 tan: (0 一 69) 过 tan 一 ， 即 ( 了 和 >》 < 
tan 一 ,由 此 可 得 (sin? 一 —)(l rr;)” > (cos’ 一 ) (2 一 好) ， 
两 边 同 加 (cos: 一 )(1 十 zizj))2 得 得 

(1 十 ii) > cos’ ~—[(z, 一 Xi) 十 (十 Ti 

一 cos: 一 (十 好 )(G 十 好 )， 
当 ? 之 32 时 ,cos 天 二 1 一 s 记 六 六 1 一 ( 基 关 1 一 (区 大 六 1 一 0 12 = 0. 99. 


Bin 之 32 时 ,对 任意 2 个 实数 工 1 ,zz ，… ,zs, 必 存在 两 个 实数 zj,xj (1 过 i 二 jj 过 nn) 使 
(1 + zr;)? > 0. 99(1 + xz?) (1 4 x?). 


又 
故 所 求 的 nn 的 最 大 值 和 31. 
另 一 方面 ; 当 n 二 31 时 , 取 31 个 实数 为 Xx; 二 tan20(i 二 1,2,*…,3),0= 二 而 


则 ang = - 击 二 交 0 二 于 之 tan 本, 故 0 过 9 二 于, 对 任意 1 <i 之 j 之 31， 
0 0 a a1 <7—0, 
一 
故 tan (0 —0) < tan’ld = 二 ' 即 (个 元 ) < 55， 


由 此 可 得 ,对 任意 1 志 i1 二 jj 过 31,(1 十 Xx);)? 声 0.99(1 十 xX?2) (1 十 zx?). 

综 上 和 若 所 求 n 的 最 大 值 为 31. 

例 46 (第 4 届 CMO 题 ) 空间 中 有 1989 个 点 ,其 中 任何 三 点 不 共 线 ,把 它们 分 成 
尽数 各 不 同 的 30 组 ,在 任何 三 个 不 同 的 组 中 各 取 一 点 为 顶点 作 三 角形 . 问 :要 使 三 角形 
的 总 数 最 大 ,各 组 的 点 数 应 为 多 少 ? 

分 析 ”我 们 将 用 调整 法 来 证 明 各 组 的 点 数 ,相差 越 小 则 三 角形 数目 越 大 ,从 而 求 
出 所 要 求 的 最 大 值 及 各 组 的 点 数 . 

解 设 30 个 组 为 Mi ,M; Ma 各 组 的 点 数 依 次 为 VU Hl2 9" 7030 (m1 = 
mz 二"… 过 7230 ) ,于 是 三 角形 的 总 数 为 


S= >， mm mis Dm = 1989. 


li kAR30 
首先 证 明 : 当 S 取 最 大 值 时 ,mi 一 一 Mi 全 2(1 碾 1 太 30). 事实 上 奎 存在 1 声 i1 志 30 
使 mi i 之 3, 不 妨 设 m， Mi 宇 3, 令 1 一 /771 十 1,m’， 一 mC—1,m i: -一 mi(3 三 


30 30 
E30), 则 ml! 过 ms 过 ms Om Dum’ 一 Dm:; 一 1989. 
;=] 


设 对 应 的 三 角形 总 数 为 S = 一 > mm jm ， 则 


1<i<j<k<30 


30 
/ / / / / 
S—S= > (1 + m2 mm 十 mim 2m; 一 


3<Cj he30 j=3 


| >》, (7 十 m2 )772k772 十 2 jm mem; 
j=3 


3 RE30 


30 z 
一 2 [Gi 十 1) C2 — 1) — mrms |m; 


一 = Do Hl — 1)m; 一 
这 与 S 的 值 最 大 矛盾 


.1 本 


六 池 启 壮 于 卫 性 涟 包间 渤 奖 OO 


专 题 研究 系 列 


其 次 ,我 们 证 明 S 取 最 大 值 时 使 mi 一 m; 二 2 的 i 只 有 惟一 一 个 .事实 上 , 厂 存 在 
| 1<] 过 29, 使 Wi TI; 一 2, Bm;n 一 1 一 2, 则 令 — 1 十 1 ,nt jh -一 71 —1， 
m4 二 Mr(k 关 jj 十 1) ,对 应 的 三 角形 总 数 记 为 S = 2》 mm jm, 则 同上 可 证 


ls 0 
S 一 S 0, 这 与 S 取 最 大 值 了 矛盾 . 
故 S 取 最 大 值 时 ,可 设 各 组 的 点 数 为 
zj oi) 十 1 | -二 (k 一 1) s 711 十 (Ek 十 1) | 十 30. 


于 是 各 组 点 数 之 和 为 30m 十 广 x 30(30 十 1) 一 & 一 1989， 


即 307 —k = 1524. 
而 1524 二 30 X51 一 6, 所 以 ma 二 51,k 二 6. 故 要 使 三 角形 数目 最 大 ,各 组 点 数 为 {51， 
92,°*,506,58,59,..*,81}. 

例 47 (第 5 届 中 国 国 家 和 集训 队 题 ) 在 一 个 车 朋 里 ,任何 m( 宇 3) 个 旅客 都 有 惟一 
的 公共 朋友 ( 当 甲 是 乙 的 朋友 时 , 乙 也 是 甲 的 朋友 ,任何 人 不 作为 自己 的 朋友 ). 问 车 腊 
中 朋友 最 多 的 人 有 多 少 个 朋友 ? z 

分 析 本题 的 条 件 只 有 一 个 , 即 每 m 位 旅客 只 有 惟一 一 位 公共 朋友 ,只 有 紧 紧 抓 
住 这 一 对 应 关系 ,才能 找到 问题 的 答案 ， 

解 ” 设 朋友 最 多 的 人 和 A 有 位 朋友 ,因为 每 m 个 旅客 都 有 惟一 公共 朋友 a, 即 a 至 
少 有 mm 个 朋友 ,不 宇 滩 . 

厂 7 区 人 的 个 朋友 为 Bl ,万 ,*** , Be ;并 记 B =— (Bi,B,,*…,B.,} ,对 BB 的 任 
意 m 一 1 元 子 集 {B; ,Bi;, ;BB; }， 则 A,B; » Bi, » "Bb, 有 惟一 公共 朋友 C;, 因 C. 是 
A 的 朋友 , 故 C; €E B, 我 们 不 令 {B; » Bi; | 与 对 应 ,得 到 从 B 的 所 有 m 一 1 元 
于 集 组 成 的 集 族 8 到 B 的 一 个 映射 f. 下面 证 明 f 是 单 射 

事实 上 , 设 {B; » 也; ,bP; } 和 {B;  B;, 0 } 是 B 的 两 个 不 同 的 m 一 1 元 子 
集 ,它们 对 应 的 除 A 外 的 惟一 公共 朋友 分 别 为 C; 和 C;. 车 C; 二 G;( 记 为 0), 则 {B, ,…， 
B; } U 《了 0 上 全 省 有 m 个 元 又 ,但 它们 却 有 两 个 不 同 的 公共 朋友 A 和 (CC ,这 
栖 已 知 丈 丑 , 故 了 是 单 射 ,所 以 | 8| 志 | B |, 即 Cem' 过 

但 洒 & 伍 六 人 3 时 ,一 2 全 和 一 1 人 2,CO 全 CC 人 CI 一 A, 矛 盾 , 故 这 到 不 成 
并 ,所 以 & 二 m, 即 有 朋友 最 多 的 旅客 有 m 个 朋友 . 


水 冰 闸 音 下 得 配 杰 进 巾 注 尊 O 


【模拟 实战 十 一 ) 


Oo 


(人 


A 组 


. 在 某 次 乒乓 球 单打 比赛 中 , 原 计 划 每 两 名 选手 恰好 比赛 一 场 ,但 有 三 名 选手 各 比赛 


了 两 场 之 后 就 退出 了 比赛 ,这 样 比赛 -- 共 只 进行 了 50 场 ,那么 上 述 三 名 选手 之 间 比 


赛 的 场 数 是 (。” ). 
A.0 B. 1 (CC.2 D. 3 

. (1993 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 三 位 数 100,101,…,999 共 900 个 ,在 卡片 上 打印 这 些 三 
位 数 , 如 198 倒 过 来 看 为 861, 有 的 卡片 则 不 然 , 如 531 倒 过 来 看 是 189 . 因此, 有些 
卡片 可 以 一 卡 两 用 ,于 古 至 多 可 以 少 打 张 卡 厂 . 

。 (美国 第 Zl 届 高 中 数学 竞赛 题 ) 直线 Li ,二 ,二 100 是 相 异 的 , 且 所 有 的 百 线 L,, 是 


互相 平行 的 (2 为 正 整数 ), 所 有 的 直线 Ls 过 一 个 已 知 扣 ln 是正 整数 ). 整个 集合 
中 交 操 数目 的 最 大 值 是 


ee 6 个 全 等 的 正三 角形 区 域 A、B.C、D、E、F, 在 这 6 个 区 域内 栽种 


贰 植物 ,要 求 则 一 块 中 种 同一 种 植物 , 相 邻 两 块 中 种 不 同 植物 . 现 有 4 种 不 同 的 植 
区 可 供 适 芭 则 有 种 栽种 方案 . 


. 各 位 数字 之 和 等 于 12 的 4 位 数 有 个 . 
. 将 一 个 正四 楼 锥 的 每 一 个 项 后 染 一 种 颜色 ,并 且 使 同一 条 楼 的 两 端 不 同色 . 今 有 5 


种 颜色 可 供 使 用 ,那么 不 同 的 染色 方案 总 数 是 (约定 经 过 纯 四 棱锥 
的 对 称 轴 旋 转 后 可 以 变相 同 的 染色 方案 是 同一 种 染色 方案 ). 


.〈 第 30 届 IMO 试题) 设 n 和 k 是 正 整 数 ,S 是 平面 上 nn 个 点 的 集合 ,满足 :(1)S 中 任 


何 三 点 不 共 线 ;(2) 对 S$ 中 每 一 点 P,S 中 至 少 有 个 点 与 P 的 距离 相等 . 证 明 :k 一 
二 十 Van. 


. 4 人 互相 传 球 , 要 求 每 人 接 球 后 马上 传 给 别人 . 由 甲 开始 传 球 ,并 作为 第 一 次 传 球 ， 


求 经 过 10 次 传 球 后 球 一 定 回 到 发 球 人 甲 手中 的 不 同 传 球 方式 的 总 数 . 


《2000 年 上 海 市 竞 属 题 ) 说 aiazasaias 是 1,2,3,4,5 的 排列 ,满足 对 任意 1 志 i 志 4， 


alaz43…ai 不 是 1,2,…,i 的 任何 排列 . 求 这 种 排列 的 个 数 . 


10. 120 个 学 校 每 校 派出 20 人 组 成 20 个 小 分 队 , 每 个 小 分 队 里 每 个 学 校 怡 有 1 人 , 求 最 


小 正 整数 ,使 得 每 个 小 分 队 选 出 & 人 后 ,在 选 出 的 所 有 人 中 必 有 20 人 来 自 同一 所 
学 校 . 


半 冰 商 竟 下: 医 芋 党 进 划 党 浮 O 


革 阔 疮 凋 合生 性 滨 进 同 入 沽 Oo 


Es 


CD 


> 


CI 


B 组 


. (1992 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 集合 SO 一 (1,2,…,n), 右 ZZ 是 S， 的 于 集 , 把 Z 中 所 有 


元 素 之 和 称 为 Z 的 “容量 ”( 规 定 空 集 的 容量 为 0). 若 Z 的 容量 为 奇 ( 偶 ) 数 , 则 称 Z 为 
5S; 的 奇 ( 偶 ) 子 集 . 

(1) 求证 :S, 的 奇 子 集 与 偶 子 集 的 个 数 相等 . 

(2) 求证 :n 宇 3 时 ,S, 的 所 有 奇 子 集 的 容量 之 和 等 于 所 有 偶 子 集 的 容量 之 和 . 

(3) 当 n 宇 3 时 , 求 5, 的 所 有 奇 子 集 的 容量 之 和 . 


。 已 知 集合 M = 《1 9 交 D 3 9 它 的 47 十 3 个 子 集 A , A， 3 具有 下 列 


性 质 ， 
(1)M 中 每 十 1 个 元 素 恰 属于 惟一 一 个 子 集 A,(1 之 i << 4n 十 3); 
(2 ) A., | 之 2n 十 ] (2z 一 1,2，…471 十 3). 


证 明 , 任 意 两 个 子 集 A;,Aj(1 过 i 过 jj 之 4n 十 3) 怡 有 nn 个 公共 元 . 
3. 《2004 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 对 整数 nn 宇 4, 求 最 小 正 整数 f(7) ;使 对 任何 正 整 数 mx, 集 


合 M= {mm 十 l,m 十 2,…,m 十 nn 一 1， 的 任 一 个 f(n) 元 子 集中 均 有 至 少 3 个 两 
两 互 聚 的 元 素 . 


我 们 将 祖父 和 外 祖父 统称 为 祖父 ,孙子 和 外 孙 统 称 为 外 孙 . 20 个 小 孩 参加 一 次 聚会 ， 


己 和 其 中 任何 两 个 小 孩 均 有 一 个 共同 的 祖父 , 问 这 些 祖父 中 有 孙子 最 多 的 祖父 最 少 
有 几 个 孙子 ? 


， (2002 年 日 本 数学 奥林匹克 题 )14 人 进行 一 种 日 本 棋 循环 赛 , 每 个 人 与 另外 13 人 对 


询 , 在 比赛 中 无 平局 , 求 “ 三 角 联 ”的 最 大 值 (这 里 “三 角 联 ” 指 3 人 之 间 的 比 绩 每 人 都 
是 一 胜 一 负 ). 


议 1 二 (1,2,…,n),W 是 1 的 一 些 三 元 子 集 组 成 的 集 族 ,满足 以 中 任何 两 个 元 素 (1 的 


二 元 了 于 集 ) 至 多 有 一 个 公共 元 ,证 明 : 存 在 了 的 一 个 子 集 Z ,满足 ， (1) 必 中 任何 元 素 (1 
的 三 元 子 集 ) 不 是 X 的 子 集 ;(2) | Z | 宇 [V2x1. 


第 12 章 ”概率 与 统计 


【基础 知识 】 


高 中 数学 引入 概率 统计 的 内 容 , 使 教学 内 容 增添 了 更 多 的 变量 数学 ,拓展 了 学 习 
和 人 研究 的 领域 . 概率 的 计算 既 要 用 到 排列 .组合 的 知识 来 解答 ,也 要 用 到 排列 .组合 的 
解 题 思路 . 

在 求解 概率 与 统计 的 问题 中 ,我 们 应 善于 运用 如 下 结论 来 处 理 . 

结论 1 右 试 验 只 有 有 限 ( 记 为 n) 种 结果 ,把 结果 称 为 基本 事件 ,并 且 各 种 结果 出 


现 的 可 能 性 相同 ,而 事件 A 由 其 中 & 个 基本 事件 组 成 , 则 事件 A 的 概率 为 P(A) 二 <， 


n 


结论 2 设 A、B 是 两 个 事件 , 且 PC(B) > 0, 在 事件 如 发生 的 条 件 下 事件 A 的 条 件 


5 _ P(AB) 
概率 为 P(A | B) 一 PB - 


特别 地 , 奇 A、B 为 互相 独立 的 事件 , 则 P(A | B) = P(A). 

结论 3 设 事 件 A 的 概率 为 P(A), 则 对 应 事件 A 的 概率 为 P(A) = 1 P(AY. 
结论 4 ”知事 件 A ,A,,…,A, 两 两 互 斥 , 则 

POA U A; UU A,) = P(A1) + P(A;) -+ POA,). 

结论 5 ”对 任意 两 事件 A 与 B, 有 

(1DP(A 一 B) = 二 P(A) 一 P(AB), 其 中 A 一 B 表 示 A 发 生 且 B 不 发 生 . 
(2)P(A U B) = P(A) + P(B) — P(AB). 

结论 6 设 $(i 二 1,2,…,n) 为 n 个 随机 变量 , 则 

已 (名 十 名 十 …… 十 总 ) 二 E(81) 二 EC6,) + EC(E). 

结论 7 设 X 是 一 个 取 有 限 个 值 的 离散 随机 变量 ,其 分 布 列 为 

P(X = Xx) = pk C= 1,2,.…,n, 


妾 冰 徊 凋 导 开导 入 各 同和 尘 汪 O 


则 ”ECX*) 实 成 (XX) ,等 式 成 立 当 有 目 仅 当 二 x 一 … 一 并 一 FE(X). 
事实 上 ,由 天 (X2) 一 E2(X) 一 D(X)— 3 [x;— E(X)T 0 即 可 推 得 . 
【基本 问题 与 求解 方法 】 


例 1 (2004 年 全 国 高 考 湖南 卷 题 ) 某 公司 在 甲乙 、 丙 、 丁 四 个 地 区 分 别 有 150 个 、 


法 冰 亢 洞开 后. 性 园 进 下 汶 泪 O 


Te 


120 个、 180 个 、 150 个 销售 点 人 DA 0 


抽取 7 个 调 | 克基 销售 收入 和 售后 服务 等 情况 让 项 凋 大 人 则 完成 G@ @ 这 两 项 调 
查 宜 采用 的 抽样 方法 依次 是 ( ” ). 

A. 分 层 抽 样 法 ,系统 抽样 法 B. 分 层 抽 样 法 ,简单 随机 抽样 法 

C. 系统 抽样 法 ,分 层 抽 样 法 D. 简单 随机 抽样 法 ,分 层 抽样 法 

解 ” 选 B. 理 由 :对 于 不 同 特征 的 总 体 宜 采用 不 同 的 抽样 方法 ,本 题 中 调查 @ 的 总 
体 由 甲 、 乙 两. 丁 四 个 地 区 的 销售 点 构成 ,属于 “由 差异 明显 的 几 部 分 组 成 总 体 ” 的 情 
况 , 因 此 ,对 调查 中 宜 采 用 分 层 抽样 法 . 调查 @ 中 总 体 仅 为 20 个 个 体 , 要 抽取 一 个 容量 
为 7 的 样本 ,这 属于 总 体 中 的 个 体 数 较 多 ,可 以 从 总 体 中 逐个 抽取 的 情形 ,因此 宜 采 用 | 
简单 随机 抽样 法 . 

例 2 (1)(2004 年 全 国 高 考 湖南 卷 题 ) 同时 抛 撕 两 要 相同 的 均匀 硬币 ,随机 变量 

< 一 1 表示 结果 中 有 正面 向 上 ,é& = 0 表示 结果 中 没有 正面 向 上 , 则 下 = 

(2)(2003 年 山东 省 竞赛 题 ) 在 一 场 篮 球 比赛 临终 场 还 有 0. 1 秒 时 ,A 队 获 得 一 个 
两 次 刑 球 的 机 会 ,当时 A 队 以 100 : 101 落后 . 关于 该 队 罚 球 队 员 两 次 罚球 命中 率 的 统 
计 资 料 显示 :其 第 一 投 的 命中 率 为 0. 6. 若 第 一 投 命中 , 则 其 第 二 投 的 命中 率 为 0. 8; 若 
第 一 投 不 中 , 则 其 第 二 投 的 命中 率 为 0.7. 该 队 罚球 后 得 分 的 数学 期 望 值 为 

解 (1) 填 0.75. 理 由 :用 A; 表示“ 第 i 枚 硬币 正面 向 上 ”的 事件 ,其 中 i 二 1,2, 则 
人 


根据 题 设 条 件 P(A;) = -一 5,P(A, ) 一 -一 地 i=1， 2 , Al .和 A， 相互 独立 ， 则 P(A， “A,) 一 一 


本 ,PC 。 A,) = 地 ,P(A 。 A,) = 地 ,P(A 。 A ) = 地 .从 而 PC = 1) = P(A “ 4: ) 十 


P(A, .4A) 4 PCA, .4) 一 ,P= 0) = P(A, . A,) = 


| 


故 到 二 1 xXx0.75 二 0x0.25 = 0.75. 

(2) 填 101. 36. 理由 ;以 & 记 该 队 最 终 的 得 分 数 , 则 P(E= 100) 一 0.4X0.3 一 
0.12,P(E = 101) = 0.6x0.2++0.4x0.7=0.4,P(é = 102) = 0.6x0.8= 0.48. 

故 EE(&) 一 100X0.12 十 101X0.4 十 102X0.48 = 101. 36. 

例 3 (1987 年 新 加 坡 竞赛 题 ) 一 张 圆 桌 边 有 9 把 椅子 ,4 人 随机 地 就 坐 , 问 没有 两 
人 相 邻 的 概率 是 多 少 ? 

解 ”第 一 个 人 可 坐 任 意 位 置 ,其 余 三 人 总 共有 8。7。6 种 围 坐 方法 . 

万 一 方面 , 右 要 求 没 有 两 人 相 邻 ,那么 第 一 个 人 可 坐 任 意 位 置 , 其 余 3 人 按 顺 时 针 
间 隐 相 坐 有 6 种 方法 ,最 后 多 余 一 把 椅子 可 以 有 4 个 位 置 ,这 样 方法 总 数 是 4. 6 = 24. 


所 以 所 求 概率 为 8- 学 一 下 


例 4 (1988 年 美国 Mathcounts 竞赛 题 ) 在 集合 {一 9， 一 ”一 一 工 ,0, 工 ,1, 生 ,2 
中 不 放 回 地 取 两 个 数 , 求 所 取 两 个 数 为 一 对 正 交 直线 斜率 的 概念 . 
解 两 个 数 为 一 对 正 交 百 线 的 斜率 , 即 两 个 数 的 乘积 为 一 1. 满足 这 个 条 件 的 数 对 
有 :一 3 和 地, 一 站 入 ,一 方 和 2, 共 3 对 


在 8 个 数 中 取 两 个 数 ,共有 C8 二 了 关 了 = 28 种 取 法 , 故 所 求 概率 为 过 


六 池 订 闪 全 丘 打 潍 里 渤 净 OO 


例 5 (1990 年 加 拿 大 数学 奥林匹克 题 ) 将 22 寺 了 个 不 同 的 数 随机 地 排 成 如 图 


12-1 的 三 角形 阵 . 设 Mi 为 第 & 行 (从 上 往 下 ) 的 最 大 数 , 试 求 M 二 MM 一 … 一 MM 的 


图 12-1 
解 。” 记 所 求 概率 为 六 , 则 pl = 1. 


对 于 n 十 1 行 的 表 , 最 大 数 守 十 2 十 人 应 在 第 十 1 行 ,其 概率 为 


1 十] 2 
(2 十 1)(2 十 2) nn 十 2 


然后 可 任意 地 填 满 第 ”十 1 行 ,最 后 ,余下 的 恰 2 击 也 个 数 填 和 前 x 行 . 符合 要 求 的 


2 
概 认 为 p,, 故 ”pi 二 7 ob 


， 2 
所 以 pr = 
— 2 
(nd 1)t 
例 6 (1972 年 美国 数学 奥林匹克 题 ) 假设 一 个 随机 数 选择 器 只 能 从 1,2,…,9 这 
九 个 数字 中 选 一 个 ,并 且 以 等 概率 做 这 些 选择 . 试 确定 在 nn 次 选择 (n> 1) 后 ,选中 的 
个 数 的 乘积 能 被 10 整除 的 概率 . 


半 冰 亢 间 本 玫 性 注 对 同 潍 王 O 
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解 ”为 使 选 出 的 个 数 的 乘积 能 被 10 整除 ,其 中 至 少 有 一 次 选择 5, 并且 至 少 有 
一 次 选择 偶数 2,4,6,8 之 一 . 

设 事件 A 表 示 没 有 一 次 选择 5, 事 件 吾 表示 没有 一 次 选择 偶数 ,约定 PCX) 表示 事 
件 XX 的 概率 , 则 所 求 的 概率 是 1 一 PCA U B), 从 而 有 
1— P(AUB)=1— P(A)— P(B)-+ P(ANB) 


/Sv /0 4、,， "二 20" 一 4” 
=1— (9) -+ =1— 


于 是 选 出 的 个 数 的 乘积 能 被 10 整除 的 概率 为 1 一 全 十 一 和 


例 7 (1983 年 美国 数学 奥林匹克 题 ) 在 给 定 的 圆周 上 随机 地 选择 A,B,C,D,E,FF 
六 个 后 ,这 些 点 的 选择 是 独立 的 ,而 且 相 对 于 弧 长 而 言 是 等 可 能 的 . 求 和 人 ABC, 八 DEF 
不 相交 ( 即 没 有 公共 点 ) 的 概率 

解 。” 注意 到 分 布 在 圆周 上 的 六 个 不 同 的 点 的 循环 排列 数 为 

A5 = 5! = 120. 
并 且 由 于 分 布 的 对 称 性 ,这 些 排列 有 相同 的 概率 ,其 中 人 4ABC 和 八 DEF 不 相交 的 不 同 
的 排列 数 是 人 Ai。 4 二 31 x 31 二 36. 
这 是 由 A,B,C 的 内 部 顺序 和 D、E、F 的 内 部 顺序 决定 的 . 

因此 ,人 ABC 与 作 DEF 不 相交 的 概率 是 : 


例 8 有 5 个 指定 的 席位 , 坐 在 这 5 个 席位 上 的 5 个 人 都 不 知道 自己 指定 的 号 码 ， 
当 这 5 个 人 随机 在 这 5 个 席位 上 就 坐 时 , 求 
(1)5 个 人 中 恰 有 3 个 人 坐 在 指定 的 席位 上 的 概率 ; 


(2) 车 要 这 5 个 人 举 在 自己 指定 的 席位 上 的 概率 不 小 于 去 ,至 多 有 几 个 人 坐 在 自 


已 指定 的 席位 上 ? 

解 ”对 5 人 分 别 编 1.2、3、4、5 五 个 号 ,对 5 个 席位 也 编 上 1、2、3、4.5 五 个 号 ,由 题 
设 易 得 n 二 Ai. | 

13 个 人 坐 在 指定 席位 分 两 步 考 虑 :第 一 步 从 5 人 中 选 3 人 坐 指定 席位 有 C3 种 方 
法 ,第 二 步 排 余下 两 人 . 例如 1.2.3 号 人 坐 相 应 号 码 , 则 4.5 号 人 只 能 坐 5.4 号 位 有 1 种 
方法 , 即 7r 一 Ci 。]1， 

C3 。1] 

改 了 工 一 大 访 

(2) 由 (1) 知 ,3 个 人 坐 在 指定 的 席位 上 不 符合 题 意 , 先 看 2 人 的 情况 ;第 一 步 从 5 


纲 训 


人 中 选 2? 人 坐 指定 席位 有 C8 种 方法 ,第 二 步 排 余下 三 人 . 例如 1.2 号 人 坐 相应 号 码 , 刚 
3.4.5 号 人 只 能 坐 4.5、3 与 5.3.4 号 位 2 种 方法 , 即 加 二 G2, 故 P= 二 = 省 ， 
满足 题 意 ,所 以 至 多 有 2 个 人 坐 在 自己 指定 的 席位 上 ， 

例 9 (1975 年 美国 数学 奥林匹克 题 ) 一 副 纸牌 共有 N 张 ,其 中 有 三 张 A. 现 随机 
地 洗 牌 (假定 纸牌 可 能 的 分 布 都 有 相等 的 机 会 ), 然 后 从 项 上 开始 一 张 接 一 张 地 翻 牌 


直到 翻 到 第 二 张 A 出 现 为 止 . 求证 翻 过 的 纸牌 数 的 期 望 (平均 ) 值 是 ~ 二 . 


解 ” 设 Xx,X2,X3 表示 三 张 A 在 任 一 分 发 中 由 上 数 起 的 位 置 , 即 三 张 A 依次 是 第 
地 ] 张 .第 地 2 张 和 第 3 张 . : 
那么 这 种 分 发 的 道 分 发 , 即 从 最 后 一 张 牌 发 起 ,那么 第 二 张 A 在 序列 中 的 位 置 是 
zy 一 NTT1L1 一 zx， 
于 是 不 管 N 是 奇数 还 是 偶数 ,平均 位 置 是 


2 2 


显然 这 就 是 所 求 的 翻 过 的 纸牌 数 的 期 望 值 . 

例 10 (2003 年 新 课程 高 考题 )A.\B 两 个 代表 队 进 行 乒乓 球 对 抗 赛 ,每 队 三 名 队 
员 ,A 队 队员 是 Al、A;、A;,B 队 队员 是 Bi、B;、B;, 按 以 往 多 次 比赛 的 统计 ,对 阵 队 员 之 
同 胜 人 负 概 率 如 下 : 


妆 阔 凋 避 下 性 秋 进 合算 业 O 


现 控 表 中 对 阵 方 式 出 场 , 每 场 胜 队 得 1 分 . 负 队 得 0 分 , 设 A 队 、B 队 最 后 所 得 总 分 
分 别 为 和 .7 
(1) 求生 .7 的 概率 分 布 ; 
(2) 求 EC(6) ,El(n). 
解 (1) 求 &.7 的 可 能 取 值 分 别 为 3.2、1.、0. 
2 2 8 


一 3 一 和 vv<v2 8 
人 一 3 一 本 义 于 义 羡 二 郊 ， 


2_v2、_、3 1、v、2、2 2、3、2 2 
1 
奥 z 
林 P(# 二 1) 一己 义 了 XX 六 十 二 X 扣 X 写 十 言 X 守 XX 于 二 汪 ， 
匹 
克 nN lv3.3_3 
数 P(E = 0) 本义 言 义 二 寺 ， 

A 
由 根据 题 意 知 < 十 7 = 3, 所 以 
的 _8 
真 P(7 一 0) 一 PP 一 3) 75 ， 
人 28 
5， 
析 
ro-ae-b 
3 
P(y= 3) = P(§=0)= 
(2)E() 二 3X 充 十 2X 完 十 1X 二 < 十 0X 计 一 纤 
《< 25 15° 


所 以 天 CT) = 3—E()= 完 


设 生 nA A 从 队 员 Ai(i 一 1,2,3) 每 场 的 得 分 , 则 6 二 十 色 十 &. 
又 入 的 分 布 列 为 


所 以 ,ECG6) 二 1X 所 二 0X 二 二 己 
同 理 ,E(f,) 二 1X 二 = 十 0X 汪 = 全 ， 
~ 了 3 2 
E(&) =1XS+0xE = E 


所 以 ,EE( 一 ES 十 名 十 各) 一 EE( 生 ) 十 E( 钨 ) 十 E( 和 名) 一 十 


| 
十 

le 
| 


FEF(n 一 了 (3 一 5 ~— 3—E(é 一 全 
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例 11 对 于 0 之 + 之 1, 求 证 了 CG [Oxir ri(l—r)’]=1. 


证 明 现在 用 概率 知识 证 明 这 个 等 式 . 假设 A 和 B 两 队 参 加 一 项 体育 锦标 赛 , 比 
赛 中 不 存在 平局 , 先 赢 得 2 十 1 场 胜利 的 一 个 队 将 成 为 冠军 . 设 * 是 A 队 在 任何 比赛 中 
成 胜 BB 队 的 概率 ,于 是 1 一 x+ 是 B 队 战 胜 A 队 的 概率 .在 2 十 1 十 > 场 比赛 中 (> 可取 0， 
1,2,…,n),A 队 只 有 取得 最 后 一 场 胜 利 ,并 在 前 十 r 场 比赛 中 取得 n 场 胜利 后 才 获 得 
于 军 , 于 是 A 队 在 nn 十 1 十 r 场 比赛 中 获胜 的 概率 


P(A) = DO HK 一 区) 


同 理 ,B 队 在 这 nn 十 1 十 r 场 比赛 中 获胜 的 概率 P(B) = > C01 — "tr 
由 P(A) 十 PC(B) = 1 得 到 恒等式 成 立 . 


例 12 (2001 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 在 一 个 正六 边 形 的 六 个 区 
域 栽种 观赏 植物 (如 图 12 - 2) ,要 求 同 一 块 中 种 同一 种 植物 , 相 邻 WAN 
的 两 黄种 不 同 的 植物 . 现 有 4 种 不 同 的 植物 可 供 选 择 , 则 有 几 种 


栽种 方案 ? NeoANe 
解 现在 用 概率 知识 求解 这 个 问题 AN 


不 妨 设 AF 边界 剪 开 展 成 图 12 - 3. 
可 供 选 择 的 4 种 不 同 植物 设 为 a.b、c.d, 题 设 限制 条 件 即 A 


至 相 邻 的 两 块 种 不 同 的 植物 , 且 首 尾 A、F 
所 种 植物 也 不 同 | YY 


考虑 和 A 域 种 植 品 种 有 4 种 选择 ,假设 种 4a， 

则 BB 域 种 植 只 有 3 种 选择 , 设 为 5;C 域 又 可 从 

a、c.d 三 种 号 种 中 选择 ,以 下 类 推 , 至 五 域 仍 为 3 种 选择 .但 末尾 下 域 种 植 必 须 视 A .FE 

域 所 种 品种 之 异同 而 定 选 择 范围 . 如 A、E 域 所 种 为 同一 品种 植物 , 设 为 a, 则 六 域 仍 可 

由 b、c.d 中 选择 ,有 G3 种 方式 ;如 和 AE 域 所 种 相 异 , 设 为 a.6, 则 下 域 只 能 从 cd 中选， 
有 C2 种 方法 . 

下 面 考 察 A 域 所 种 植物 相同 的 概率 . 根据 对 立 事 件 的 概率 的 和 等 于 1, 以 及 两 

个 相互 独立 事件 同时 发 生 的 概率 等 于 每 个 事件 发 生 的 概率 的 积 . 对 于 本 题 , 设 A 域 所 


种 品种 为 a, 则 B 域 种 的 概率 为 0.C 域 种 a 的 概率 为 二 . 由 题 设 限制 ,D 域 种 a 的 概率 


图 12-2 


图 12-3 


为 (1 一 二 ) X 志 一 人类 ,种 。 的 概率 为 (1 一 也 ) x 广 一 去. 对 应 地 ,EA 
种 植 品种 相 异 的 概率 为 1 一 元 = 字 . 于 是 ,由 两 个 原理 可 得 总 方法 数 为 


| 
1- 上 
1 


沪 沪 应 痊 王 于 涟 遇 回 渤 疾 OO 


法 冰 浅 疯 下 考证 进 同 渡 郊 
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4X3X3X3X3X(3XxX 矶 十 2X 窟 ) = 12X61 二 732( 种 ). 
例 13 设 a.bc E Rt, 求证 : 

a b C 3. 
(DFT 2 
(2)c 十 棺 十 c 十 一 十 志 十 一 之 2 十 0 十 c)， 

证 明 ”现在 用 概率 知识 ( 即 结 论 7) 来 证 明 这 两 个 不 等 式 . 


(1) 设 随机 变量 X 的 分 布 列 为 P(X 二 二-) = 2 于 ,P(X = 5 ) 一 上 < 十 <， 
) 十 2 ca 25 


P(X = 7) = 4 二 ,其 中 s 二 a 十 6 十 c. 由 结论 7 即 证 得 不 等 式 成 立 . 


(2) 原 不 等 式 等 价 于 二 二 1 全 二 1 之 20 十 6 十 9 
设 随机 变量 X 的 分 布 列 为 P(X = 4 二 了) = ,P(X = 全 二 1) 一 ,P(X 一 


2 
一 ) 一 三 ,其 中 sa 二 bc. 


4 4 二 
不 难 算得 ECX?) = 二 (和 二 十 乱 寺 十 二 二 20,ECOO 一 [十 史 十 3)1 


和 4 4 
由 缚 论 7, 有 二 (生生 二 人 直人 二 25) 之 [二 (a? 十 太 十 一 3)?], 此 式 妓 
为 
避 十 太 十 十 二 十 二 十 二 之 二 (@: 十 所 十 一 3)? 一 2s. 由 此 即 证 得 原 不 等 式 成 
立 . 
【 解 题 思维 策略 分 析 ) 


1. 注意 概率 计算 公式 或 有 关 结 论 的 灵活 运用 

概率 与 统计 问题 求解 中 ,把 所 求 问 题 在 符合 公式 或 结论 前 提 的 情况 下 对 号 人 座 ， 
这 是 首选 策略 . 

例 14 《2003 年 天 津 市 竞赛 题 ) 有 20 张 卡 片 分 别 写 着 数字 1,2,…,19,20. 将 它们 
放 人 一 个 盒 中 ,有 4 个 人 从 中 各 抽取 一 张 卡 片 , 取 到 两 个 较 小 数字 的 两 人 在 同一 组 , 取 
得 两 个 较 大 数字 的 两 人 在 同一 组 . 各 其 中 两 人 分 别 抽 到 5 和 14, 则 此 两 人 在 同一 组 的 
概率 等 于 ( ” ). 


专 题 研究 系 列 


解 。” 选 D. 理 由 :由 于 有 两 人 分 别 抽 到 5 和 14 两 张 卡片 ,另外 两 人 需 从 剩 下 的 18 
张 卡片 中 抽取 ,共有 18 x 17 种 情况 . 若 抽 取 5 和 14 的 两 人 在 一 组 , 则 有 两 种 情况 . 

(1)5 和 14 为 较 小 数 , 另 两 人 需 从 15 ~ 20 的 6 张 卡片 当中 抽取 ,有 5 X 6 种; 

(2)5 和 14 为 较 大 数 , 另 两 人 需 从 1 一 4 的 4 张 卡片 当中 抽取 ,有 3 X4 种 

于 是 , 抽 到 5 和 14 两 张 卡片 的 两 人 在 同一 组 的 概率 等 于 > <8 趟 了 “一 二 

例 15 (2004 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 一 项 “过 关 游戏 ” 规则 规定 :在 第 关 要 抛掷 一 
颗 货 子 ” 次 ,如 果 这 ?次 抛掷 所 出 现 的 点 数 之 和 大 于 2 , 则 算 过 关 . 问 ， 

(1) 某 人 在 这 项 游戏 中 最 多 能 过 几 关 ? 

(2) 他 连 过 前 三 关 的 概率 是 多 少 ? 

( 注 ; 骨 子 是 一 个 在 各 面 上 分 别 有 1,2,3,4,5,6 点 数 的 均 邹 正方体, 抛掷 肉 子 落地 
静止 后 , 问 上 一 面 的 点 数 为 出 现 点 数 , ) 

解 ”由 于 骸 子 是 均匀 的 正方 体 , 所 以 抛掷 后 各 点 数 出 现 的 可 能 性 是 相同 的 . 

“1) 因 般 子 出 现 的 点 数 最 大 为 6, 而 6.4>24;6.5< 一 25, 因 此 当 # 之 5 时 和 次 出 

现 的 点 数 之 和 大 于 2" 已 不 可 能 . 故 这 是 一 个 不 可 能 事件 ,最 终 过 关 的 概率 为 0. 所 以 最 
多 只 能 连 过 4 关 

(2) 设 事件 A, 为 “第 n 关 过 关 失 败 ”, 则 对 立 事件 A 为 “第 nn 关 过 关 成 功 ”. 

第 nn 关 游 戏 中 ,基本 事件 总 数 为 6" 个 . 

第 1 关 : 事 件 A! 所 含 基本 事件 数 为 2( 即 出 现 点 数 1 和 2 这 两 种 情况 ). 所 以 ,过 此 
关 的 概率 为 

2 _ 2 


P(A1) = 1 PA) = 一 下 = 了 


第 2 关 : 事 件 A 所 含 事件 数 为 方程 + 十 y = a, 当 a 分 别 取 2,3,4 时 的 正 整 数 解 组 
数 之 和 , 则 有 人 十 GG 十 二 6( 个 ). 所 以 ,过 此 关 的 概率 为 


PAs) = 1 P(A,) = 1 一 总 = 之， 


第 3 关 : 事 件 A 所 含 基本 事件 为 方程 xy 十 z 二 a, 当 a 分别 取 3,4,5,6,7,8 时 
的 正 整 数 解 组 数 之 和 , 则 有 CGI 上 CC 二 CE 二 CGC3 二 56《 个 ). 所 以 ,过 此 关 的 概率 


i DO 20 
为 P(As) 二 上 一 上 443) 一 工 一 下 一 和. 
故 连 过 前 三 关 的 概率 为 
A). PAY. PA 2.5.20_ 100 
P(A1).». P(A;) ». P(A;) = 3 6 7™ 543 


注 第 2,3 关 的 基本 事件 数 也 可 以 列举 出 来 . 
例 16 如 图 12-4,Ja、Js、JeJp 是 同一 种 自动 控制 开关 ,已 知 在 一 段 时 间 内 , 世 


2 让 :1 el rl 
ee. 
a 7 
ee 


亲 冰 效 凋 严 性 秋江 同 入 净 O 


半 冰 桨 凋 亚 开怀 还 考区 小 旺 O 


EE 


专 题 研 究 系 列 


们 正常 闭合 的 概率 都 是 p(0 二 p 二 了), 且 相 互 之 间 是 独立 的 . 求 在 这 段 时 间 内 线路 中 


的 指示 灯 内 亮 的 概率 . 
解 ”由 题 设 , 本 题 的 一 个 基本 事件 可 设计 成 在 
( ， ， ) 的 横 线 上 填 上 “ 开 ” 或 


“ 周 ” 的 可 重复 排列 如 ( 开 , 财 , 闭 , 团 ) 就 表示 四 个 开关 
Ja、Js、Jc、Jpo 依次 是 J 开 起 ,J 闭合 .Jc 闭合 .Jp 闭合 
的 一 种 情况 . 于 是 ,基本 事件 的 总 数 有 2 一 16 个 . 

记 Ja、Js、Jc、Jp 财 合 分 别 为 事件 A、B.C.D,; 则 上 
面 的 ( 开 , 闭 , 闭 , 财 ) 对 应 着 事件 ABCD, 由 于 A、B.C、D 


是 相互 独立 的 ,所 以 概率 PLABCD) = p;(1 一 加 ,而 1? 4 
P(ABCD) == pr(1 一 p)?, 这 就 说 明 , 当 pp 承志 时 ,16 个 
基本 事件 的 概率 不 全 是 相等 的 


记 M = 二 “指示 灯 闪 学 ”, 则 z 
P(M) = P(R+S) = P(A++B+S) 
~ 1— P(ABS) 
~ 1— P(A)P(B)P(S) 
—]—(1—p) (il— pp) 
~ 2p—27’ 二 pt. 
例 17 一 个 工人 照看 三 台 机 床 ,在 一 小 时 内 ,甲乙 、 丙 三 台 机 床 需 要 照看 的 概率 
分 别 是 0. 9、0. 8 .0. 85. 在 一 小 时 内 , 求 ， 
(1) 没有 一 台 机 床 需 要 照看 的 概率 ，; 
(2) 至 少 有 一 台 机 上 床 需 要 照看 的 概率 . 
解 设 4AB、C 分 别 表示 甲 . 乙 .两 三 台 机 床 需 要 照看 ,那么 ,4、5.C 分 别 表示 甲 、 
乙 .两 三 台 机 床 不 需要 照看 . 则 依 题 意 知 :P(A) = 0.9,P(B) = 0.8,P(C) = 0.85, 且 
P(A) = 0.1,P(B) = 0.2,P(C) = 0. 15, 
(1) 甲 、 乙 .内 三 台 机 床 没有 一 台 机 床 需 要 照看 , 即 是 指 4A .B.C, 由 于 A、B.C 相 互 
独立 ,所 以 P(A .万 .C) = P(A) .。P(B).。P(C) = 0.1x0.2x0.15©= 0,003. 
(2) 设 D 表示 甲乙 、 丙 三 台 机 床 中 至 少 有 一 台 机 床 需要 照看 , 则 D= (A .BB. 
C) UNA .BCIUGCA.5.CIUCA.B.CIUCA.5.CcUG.B。.CcU(CA， 
B。C), 又 (4.B.CIA.B.C) CA 5.CI ABC CA.5.C) 有. B。C)、 
(4。DB….C) 互 厅 , 且 4.B.C. ABC 相互 独立 ,所 以 ,至 少 有 一 台 机 床 需 要 照看 的 概率 
为 : 
P(D)= P(A.B.C)+P(A. B.C)+P(A.B.OC+PA. B.C)+P(A, 


TH jt 和 下 进 ‘it Ti a Te 全 计 牛 
由 [Ei i 时 

i 出 科 的 间 午间 引 和 [富士 江 和 HH 本 后 对 时 时 

i i 1 : sd i ti: 

则 由 ttt 有 让 二 下 加 


B.C)+PA.B.OC+P(A.B.O) 
— P(A) »« PB) . PO PA). PO(B) . PO + PA)» PB) . P(O) +P(A). 
P(B) » PO + PA)» PB) » PCO + PCA) » PCB) » POO P(A) » P(B) .PC(O) 
— 0.9x0,2x0.15++0.1x0.8xXx0.15+0.1x0.2xXx0.85++0.9x0.8xX 
0.15 二 0.9X0.2X0.85 十 0.1X0.8x0.85 才 0.9X0.8xX0.85 
一 0. 997. 

2. 注意 数学 思想 方法 的 运用 

例 18 〈 加 拿 大 第 12 届 数 学 奥林匹克 题 ) 掷 一 枚 硬币 ,每 次 正面 出 现 得 1 分 ,反面 


出 现 得 2 分 , 试 证 :恰好 得 分 的 概率 是 地 [2 十 (一 却 )"] 

分 析 一 。 事件 “恰好 得 分 ”的 对 立 事件 是 “ 先 得 一 1 分 后 (不 一 定 是 气 了 nn 一 1 
次 ) ,再 挪 得 一 次 反面 ”, 于 是 得 一 数列 递 推 公式 P, == 1 一 却 Po 

解法 一 设 事件 “恰好 得 ”分 ”的 概率 为 P,, 则 事件 “恰好 得 1 分 ”的 概率 为 P, 一 
到 ?事件 “恰好 得 2 分 ” 是“ 掷 得 2 次 正面 或 仅 掷 1 次 得 反面 ,其 对 立 事件 为 “得 1 分 后 
(概率 为 P, )”, 又 掷 得 1 次 反面 ,概率 为 P, = 1 一 广 P; 事 件 “恰好 得 3 分 是 “ 搁 得 3 次 
正面 或 掷 2 次 得 1 次 反面 .1 次 正面 ", 其 对 立 事件 为 “得 2 分 后 (概率 为 P,) ,又 搁 得 1 次 
反面 ,概率 为 Ps: 一 1 一 5P2* 事件 “恰好 得 n 分 ”的 对 立 事件 是 “ 先 得 一 1 分 后 ( 概 


率 为 P, 1) ,再 掷 得 一 次 反面 , 丛 好 得 了 ?十 1 分", 所 以 有 已 = 1 一 地 Pn. 


l 1 ] ] 、 
由 于 Pi 二 5,Pi 二 1 一 FPi,Ps 二 1 一 FP ,了 PP, 一 1 一 Pm, 迭代 得 
1 1 .1 1 1 
P,=1 > 十 地 十 (一 1) 一 32+( > )",. 
分 析 二 “和 恰好 得 2 分 ”的 情形 可 以 是 先 得 了 ?一 2 人 RR, 以 是 
先 得 了 nn 一 1 分 , 表 撕 得 一 次 正面 . 于 是 得 男 一 递 推 公式 P, = 二 Pi 十 亏 ;Ps. 


解法 二 设 事件 “恰好 得 n 分 ”的 概率 为 P;, 因 为 事件 “恰好 得 7 条 的 情形 可 以 
是 先 得 了 n 一 2 分 (概率 为 P,;) ,再 拖 得 一 次 反面 ;也 可 以 是 先 得 了 ”一 1 分 (概率 为 


P, 1) ,再 掷 得 一 次 正面 ,从 而 得 “恰好 得 ”分 ”的 概率 为 P, 一 广 P,， 十 却 Pz， 妓 


2P, 一 Pi 二 P, 2. 
则 2P. 十 P, == 2P,i 十 Pz, 肥 复 迭 代 有 


芝 冰 唐 凋 亚 王 尾 溺 灌区 站 三 


法 冰 滑 童 -下 候 沼 浊 同和 六 恒 O 


2P, + Pl 一 2P， 十 Ps 一 2P 2 Prs = *** = 2P,+P 
1 1 1 ,i 
一 “ 义 ( 方 十 广义 记 ?十 本 一 2 


故 ”P, = 1 一 方 Pi. 下 面 解法 同 解法 一 . 


例 19 甲乙 两 人 相约 在 0 时 至 1 时 之 间 在 某 地 约会 , 早 到 者 到 达 后 应 等 20 分 名 
方 可 离 去 . 如 果 两 人 到 达 的 时 刻 是 相互 独立 的 , 且 在 0 时 至 1 时 之 间 的 任何 时 刻 是 等 概 
率 的 , 问 他 们 相遇 的 可 能 性 有 多 大 ? 

解 ” 设 两 人 到 达 约 会 地 点 的 时 刻 分 别 为 z、y, 依据 题 意 ,必须 满足 | zx 一 y | 过 坟 ， 
才能 相遇 . 

我 们 把 他 们 到 达 的 时 刻 分 别 作为 横 坐 标 和 和 纵 坐 标 ， 
于 是 两 人 到 达 的 时 刻 均匀 地 分 布 在 一 个 边 长 为 1 的 正方 
形 工 内 (如 图 12 - 5 所 示 ), 而 相遇 现象 则 发 生 在 阴影 区 域 
G 内 , 即 甲乙 两 人 到 达 时 刻 (z,y) 满足 1z 一 y | 过 韦 , 所 


以 两 人 相遇 的 概率 为 区 域 G 与 区 域 工 的 面积 之 比 : 


So 3” 5 
P=5= ] 9 
即 他 们 相遇 的 可 能 性 为 二 


注 ”此 例 利 用 数 形 结合 的 思想 来 求解 可 直观 形象 地 反映 概率 的 本 质 属性 . 
例 20 (美国 第 8 届 数 学 奥林匹克 题 ) 给 定 三 只 相同 的 面 角 子 ,它们 的 对 应 面 标 


上 同样 的 任意 整数 证 明 ;如果 随机 投掷 它们 ,那么 向 上 的 三 面 上 的 数 的 和 被 3 整除 的 
概率 大 于 或 等 于 地. 


分 析 ”问题 只 涉及 和 能 否 被 3 整除 ,于 是 问题 可 以 从 被 3 除 的 余数 来 分 类 考虑 . 
证 明 ”把 每 个 面 上 的 数 按 除 以 3 的 余数 分 类 . 设 每 个 骨 子 上 除 以 3 余 0 的 有 a 个 ， 
除 以 3 余 1 的 有 5 个 , 除 以 3 余 2 的 有 c 个 .其 中 a.bc 是 适合 下 列 条 件 的 整数 


OabcRnat+bi+c=n. 山 
随机 投掷 三 只 角子 ,总 有 wm 种 等 可 能 情形 ,其 中 朝 上 三 个 数 的 和 被 3 整除 的 情形 
有 以 下 四 种 类 型 ( 除 3 的 余数 为 0) : 


0,0,0;1,1,1;2,2,2;0,1,2. 
第 一 类 有 a 种 ,第 二 类 及 种 ,第 三 类 有 cs 种 ,第 四 类 有 31abc = 6apc 种 . 


ES 
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因此 原 问题 转化 为 在 中 下 ,证 明 不 等 式 “ 十 和 二 十 8 > 地, 即 


OO) 

4(as 十 让 十 中 十 6abc) 之 (a 十 5b 二 0， 革 

上 式 等 价 于 as 十 刀 十 cs 十 6apc 之 a:b 十 a:c 二 Ba 二 +b c+ca+t+cb. (CC) 着 匹 

不 妨 设 < 之 6 之 c, 风 

a + 二 2abc—ab—ab:—ac—bc= (ab) (a+b—c) 之 0， G) 目 学 

ca 十 apc 一 ca 一 6 一 ca 一 c)(8 一 c) 之 0， (4) 
十 @ 可 得 a 十 十 十 3abc 宇 a:b 十 qic 十 Ba 二 Bc ca 二 cb. 真 

从 而 式 成 立 ， 人 
(模拟 实战 十 二 ) " 


和 A 组 


1. (1986 年 美国 高 中 数学 者 试题 ) 从 {1,2,3,…,10} 中 随机 取出 6 个 不 相同 的 整数 . 在 
这 些 选 法 中 ,第 二 小 的 数 是 3 的 概率 是 ( ” ). 
A. 0 B. = C. 二 D. 二 
E. 不 是 以 上 各 数 

2. (1984 年 美国 高 中 数学 考试 题 ) 一 个 盒子 里 有 11 个 小 球 , 它 们 分 别 标 有 1,2,3,…， 
11. 如 果 随 机 地 从 盒子 中 取出 6 个 小 球 ,那么 取出 的 这 些小 球 的 数 标的 和 为 奇数 的 


概率 是 ( ). 
100 115 1 118 : 6 
全 231 ”231 C5 D. 331 ”11 
3. 若 a,p,c 是 从 集合 {1,2,3,4,5} 中 任 取 的 三 个 元 素 ( 不 一 定 不 同 ) , 则 ow 十 c 为 偶数 的 
概率 为 ( ). 
2 59 1 64 3 
AAA. 5 Bb, 125 人 9 z [). 125 E, 5 


4. (1988 年 美国 高 中 数学 考试 题 ) 从 1 到 9 这 九 个 数字 分 别 写 在 九 张 纸 上 放 在 帽子 里 ， 
杰 元 随机 取 了 一 张 义 放 了 回去 ,接着 吉尔 也 随机 取 了 一 张 , 间 杰 元, 吝 尔 两 个 人 所 取 
数字 和 的 个 位 数 最 可 能 的 数字 是 (  ). 

A.0 B. 1 C.8 D.9 
E. 每 个 数 子 可 能 性 一 样 
5. 《1990 年 美国 高 中 数学 考试 题 ) 首先 从 {1,2,3,…,99,100} 中 任意 选取 a, 然 后 从 同 


对 冰 箭 凋 亚 捷 心 党 二 同和 尘 将 oO 
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一 集合 中 任意 选取 0, 则 3 十 7* 的 末 位 数字 是 8 的 可 能 性 为 ( “). 
] 


] ] 3 站 + 
A. 16 B. 总 C. 6 D, E EF. 4 


0. 《1985 年 美国 高 中 数学 考试 题 ) 假定 按 下 列 方式 选取 非 零 数字 ;使 数字 a 被 选 到 的 
概率 是 lg(4d 十 1) 一 lgd, 问 数字 2 被 选 到 的 概率 是 下 列 集合 中 的 数字 能 被 选 到 的 概 
率 的 元 的 是 ( 。 )， 

A. {2,3) B. {3,4} C. {4,5,6,7,8} D. {5,6,7,8,9) 
E. {4,5,6,7,8,9) 

1. (1987 年 美国 高 中 数学 考试 题 ) 将 2.5 随机 地 分 解 成 两 个 非 负 数 之 和 ,如 2.5 二 

2. 143 十 0.357 或 2.5 一 V3 十 (2.5 一 一 v3) ,再 把 每 一 数 改 为 与 它 最 接近 的 整数 ,如 前 


第 一 例 的 2. 143,0. 357 分 别 改 为 2,0, 第 二 例 的 V3,(2. 5 一 V3 引 ) 分 别 改 为 2,1 ,那么 最 
后 得 的 两 整数 和 为 3 的 概率 是 ( 。  ). 
3 3 


] z 
A. 7 B. E (人 了 D. 5 EF. 4 


. 《1991 年 美国 高 中 数学 考试 题 ) 在 X,Y 和 Z 三 三 罗马 参加 的 比赛 中 不 会 出 现 平局 的 情 
况 , 如 果 X 赢 的 机 会 是 3 比 1,Y 赢 的 机 会 是 2 比 3, 那 么 Z 赢 的 机 会 是 (.， ). 


( 注 :“H 束 的 机 会 是 户 比 g 意思 是 五 服 得 比赛 的 概率 为 一) 


A.3 比 20 B.5 比 6 C.8 比 5 D7 EF.20 比 3 

(1983 年 美国 高 中 数学 考试 题 ) 记号 为 1,2， 3 的 三 个 球 放 在 一 个 包子 中 . 将 一 个 球 从 
氏 中 取出 ,把 它 的 号 码 记 下 来 ,然后 再 将 它 放 回 到 包子 里 . 这 个 过 程 重复 三 次 ， 每 个 
球 在 每 次 过 程 中 被 抽出 的 机 会 是 等 可 能 的 . 如 果 记 录 的 数码 之 和 为 6， 那么 其 中 记 
号 为 2 的 球 三 次 全 被 抽 中 的 概率 为 (  )， 


] ] l 
A. 27 B. 8 (. 7 DD. 6 EK. 3 


OO 


OO 


“10. (1994 年 美国 高 中 数学 考试 题 ) 掷 次 普通 仍 子 得 到 点 数 和 为 1994 的 概率 大 于 0， 


且 与 得 到 点 数 和 为 S 的 概率 相等 , 则 S 的 最 小 值 是 ( 。 
A.333 B. 334 C. 337 D. 339 E. 341 

11. (1993 年 美国 高 中 数学 考试 题 ) 一 只 盒子 中 装 有 三 三 枚 光亮 的 新 硬币 和 四 枚 灰 瞳 的 
旧 便 币 , 从 盒 中 随机 地 一 个 接 一 个 不 返回 地 取出 硬币 ， 如 果 到 新 硬币 全 部 取出 时 所 
取 次 数 多 于 4 次 的 概率 为 二 , 且 公 是 既 约 分 数 ,那么 a 十 5 为 ( ). 


A.ll] BB.20 C. 35 D. 58 E. 66 


242 | | | 1 


12. 


] 3. 


14. 


15. 


16. 


17. 


19. 


7 只 页 经 只 Y 


(1992 年 美国 高 中 数学 考试 题 ) 一 枚 不 均匀 的 硬币 抛 出 落下 正面 朝 上 的 概率 是 入. 


如 果 将 此 硬币 抛 50 次 ,那么 ,正面 朝 上 的 次 数 是 偶数 的 概率 为 ( )， 
50 1 2 

A. 25() B. 广 ( 一 高 ) C. 到 D. 广 ( 十 高) E. < 
(1980 年 美国 高 中 数学 考试 题 ) 盒子 里 有 2 只 一 分 .4 只 五 分 和 6 只 一 角 的 硬 钱 币 ， 
从 中 依次 取出 6 只 硬币 ,每 次 取出 不 再 放 回 ,每 只 硬币 被 选中 的 概率 相等 . 取出 的 
便 币 的 值 至 少 是 50 分 的 概率 是 ( ). 
A. 立 人 .车 . 15 D. < 

924 924 924 924 


E. 这 些 都 不 对 
(1994 年 美国 高 中 数学 考试 题 ) 一 袋 正 在 爆 的 玉米 ,其 中 4 是 白 粒 的 ,二 是 黄 粒 的 ， 


又 知 白 粒 的 有 方 会 爆 开 , 黄 粒 的 有 -4 会 爆 开 . 今 从 袋 中 任 选 一 粒 放 锅 中 发 生 爆 花 ， 


试问 它 是 白 粒 玉米 的 概率 为 ( “). 
1 D 4 

A. 2 Bb. ry C. 7 DD. 3 FE 3 

(1999 年 美国 高 中 数学 考试 题 ) 圆 上 给 定 六 点 ,任意 组 合 形成 四 根 弱 ,它们 能 形成 

凸 四 边 形 的 概率 是 ( ). 


3 2 


1 1 1 1 -上 
A 15 > 51 ~ 273 2 455 1365 


(1996 年 美国 高 中 数学 考试 题 ) 一 圆周 上 均匀 分 布 着 1996 个 点 ,从 中 均等 地 选 出 
4.B.C、D 四 个 不 同 的 点 , 则 弦 AB 与 CD 相交 的 概率 是 ( ”  ). 


1 1 1 A 3 
A. 7 B. = C. 3 D. E. ~ 


(1983 年 美国 高 中 数学 考试 题 ) 事件 A 出 现 的 概率 是 二 ,事件 B 出 现 的 概率 是 己 ， 
设 p 是 A 和 了 同时 出 现 的 概率 ,那么 包含 的 区 间 是 (。。). 


| 1 5 1 了 和 2 2 1 2 
A. Ls' 3 B. L153 C.l3:3 D. [i333 已 [15 本 - 


. 《1989 年 美国 高 中 数学 考试 题 ) 在 100 与 200 之 间 随 机 选取 一 个 实数 z, 如 果 


LVzj] =12, 那 么 LV100z] = 120 的 概率 为 ( ). 


2 241 1 96 
A. DE B. 2500 C. 15 LD). DoE E. 1 


(1985 年 美国 高 中 数学 考试 题 ) 在 男生 和 女生 混合 的 班 中 , 选 一 个 学 生 作 为 该 班 的 


tte le 
| 主人 下 下 半生 | 和 生生 和 | |, 
由 lt el tis pals! Het tt 

Et | 二 鬼 EE ; 


WtpePFir db 


汪 冰 曾 音 属 后 性 当 直 加 入 沽 oO 


闻 冰 六 凋 亚 玫 性 注 进 区 入 沽 oO 


20， 


.A. 工 B. 2 C. 二 D. 总 E 


21. 


je 


22. 


23， 


24. 


| 29， 


nn 


代表 ,每 一 个 学 生 被 选中 的 可 能 性 都 是 一 样 的 , 且 一 个 男生 被 选中 的 概率 是 一 个 女 


生 被 选中 的 概率 的 4 , 则 男生 的 人 数 在 全 班 总 人 数 中 的 比率 是 ( 


1 1 3 2 
A. 瑟 B. 二 C. 也 D. 二 E. 三 
(1996 年 美国 高 中 数学 考试 题 ) 一 普通 蜗 子 被 掷 3 次 ,生前 两 次 所 掷 点 数 之 和 等 于 
第 三 次 的 点 数 , 则 硼 得 点 数 至 少 有 一 次 是 2 的 概率 是 ( ). 
7 
6 ”216 2 15 ”12 


(2004 年 全 国 高 考 天 津 卷 题 ) 从 4 名 男生 和 2 名 女生 中 任 选 3 人 参加 演讲 比赛 , 设 
随机 变量 表示 所 选 3 人 中 女生 的 人 数 . 

( 工 ) 求生 的 分 布 列 ; 

(本 ) 求 的 数学 期 望 ， 

(于 ) 求 “ 所 选 3 人 中 女生 人 数 过 1” 的 概率 . 

(2004 年 全 国 高 考 浙 江 卷 题 ) 盒子 中 有 大 小 相同 的 球 10 个 ,其 中 标号 为 1 的 球 3 
个 ,标号 为 2 的 球 4 个 , 标 叶 为 5 的 球 3 个 . 第 一 次 从 盒子 中 任 取 1 个 球 , 放 回 后 第 二 
次 再 任 取 1 个 球 ( 假 设 取 到 每 个 球 的 可 能 性 都 相同 ). 记 第 一 次 与 第 二 次 取 到 球 的 
标号 之 和 为 & / 
〈《 工 ) 求 随机 变量 的 分 布 列 ， 

( 卫 ) 求 随机 变量 $ 的 期 望 E&. 

(2004 年 全 国 高 考 福建 卷 题 ) 甲乙 两 人 参加 一 次 英语 考试 ,已 知 在 备 选 的 10 道 试 
十 中 , 甲 能 答对 其 中 的 6 题 , 乙 能 答对 其 中 的 8 题 , 规定 每 次 考试 都 从 备 选 题 中 随机 
抽出 3 题 进行 测试 ,至 少 答对 2 题 才 算 合 格 . 

(了 ) 求 甲 答对 试题 数 & 的 概率 分 布 及 数学 期 望 ; 

( 卫 ) 求 甲 . 乙 两 人 至 少 有 一 人 考试 合格 的 概率 . 

(2004 年 全 国 高 考 重庆 卷 题 ) 设 一 汽车 在 前 进 途 中 要 经 过 4 个 路 口 ,汽车 在 每 个 路 


口 遇 到 绿灯 (允许 通行 ) 的 概率 为 子 , 遇 到 红 灯 (禁止 通行 ) 的 概率 为 二 . 假定 汽车 


只 在 遇 到 红 灯 或 到 达 目 的 地 时 才 停 止 前 进 , 和 表示 停车 时 已 双 通过 的 路 口 数 求 : 
( 工 ) 的 概率 分 布 及 期 望 EE; 
( 工 ) 停车 时 最 多 已 通过 3 个 路 口 的 概率 . 
(2004 年 全 国 高 者 湖北 卷 题 ) 某 罕 发 事件 ,在 不 采取 预防 措施 的 情况 下 发 生 的 概率 


为 0.3, 一 旦 发 生 ,将 造成 400 万 元 的 损失 . 瑰 有 甲 、 乙 两 种 相互 独立 的 预防 措施 可 
人 殿 选 择 . 单独 采用 甲乙 预防 措施 所 需 的 费用 分 别 为 45 万 元 和 30 万 元 ,采用 相应 预 


26. 


21. 


28. 


29, 


30， 
31. 
32. 


33. 


34. 


35. 


防 措 施 后 此 突 发 事件 不 发 生 的 概率 分 别 为 0.9 和 0. 85. 若 预 防 方案 允许 甲乙 两 种 
预防 措施 单独 采用 、 联 合 采 用 或 不 采用 ,请 确定 预防 方案 使 总 费用 最 少 .〈( 总 费 
用 = 采取 预防 措施 的 费用 十 发 生 突 发 事件 损失 的 期 望 值 . ) 

(2004 年 全 国 高 考 湖南 卷 题 ) 甲乙 、 丙 三 台 机 床 各 自 独立 地 加 工 同 一 种 零件 ,已 知 


甲 机 床 加 工 的 零件 是 一 等 品 , 而 乙 机 床 加 工 的 零件 不 是 一 等 品 的 概率 为 七 , 乙 机 床 
加 工 的 零件 是 -等 品 而 丙 机 床 加 工 的 零件 不 是 一 等 品 的 概率 为 15, 甲 \ 丙 两 台 机 


床 加 工 的 零件 是 一 等 品 的 概率 为 6 


( 工 ) 分 别 求 甲乙 、 丙 三 台 机 床 各 自 加 工 的 零件 是 一 等 品 的 概率 ; 

( 卫 ) 从 甲乙 、 丙 加 工 的 零件 中 各 取 一 个 检验 , 求 至 少 有 一 个 一 等 品 的 概率 . 

有 ABC.、D 四 封 信 和 1 号 .2 号 .3 号 三 个 信箱 , 若 四 封 信 可 以 任意 投入 信箱 , 投 完 
为 止 , 求 ;(1) 三 号 信箱 恰好 有 1 封 信 的 概率 ;(2)A 信 恰好 投入 1 号 或 2 号 信箱 的 概 
从 0、1.2、3、4、5 这 六 个 数字 中 , 选 2 个 奇数 .2 个 偶数 组 成 无 重复 数字 的 4 位 数 , 则 
组 成 4 位 偶数 的 概率 是 多 少 ? 

在 5 张 彩票 中 有 1 张 奖 票 ,5 个 人 按照 排 定 的 顺序 从 中 各 抽 1 张 以 决定 谁 得 到 其 中 
的 奖 昧 ,那么 先 抽 还 是 后 抽 ( 后 抽 人 不 知道 先 抽 人 抽出 的 结果 ), 各 人 抽 到 奖 票 的 概 
率 相等 吗 ? 

将 一 枚 仍 子 任意 抛掷 500 次 , 问 1 点 出 现 ( 标 有 1 点 的 面向 上 ) 多 少 次 的 概率 最 大 ? 
从 1,2,3,…,100 这 100 个 数 中 , 任 取 3 个 数 , 求 其 和 能 被 3 整除 的 概率 . 

(1989 年 美国 数学 邀请 赛 题 ) 把 一 枚 质地 均匀 的 人 硬币 抛掷 5 次 ,正面 朝 上 恰 为 一 次 


的 可 能 性 不 为 0, 而且 与 正面 朝 上 恰好 两 次 的 概率 相同 . 


令 既 约 分 数 二 为 硬币 在 5 次 抛 搁 中 有 3 次 正面 朝 上 的 概率 , 求 ;十 7 的 值 

(1988 年 美国 数学 邀请 赛 题 ) 若 任意 从 10” 的 正 约 数 中 选取 一 个 , 它 正好 也 是 108 
的 信 数 的 概率 为 本 ,其 中 m 和 互 质 , 求 十 

(1984 年 美国 数学 邀请 赛 题 ) 一 个 园丁 要 把 三 棵 枫 树 、 四 棵 橡树 .五 棵 桦 树 栽 成 -- 
行 ,他 随机 地 确定 这 些 树 的 排列 顺序 ,各 种 不 同 的 安排 都 是 等 概率 的 . 用 了 表示 任 


何 两 棵 桦 树 都 不 相 邻 的 概率 (化 成 最 简 分 数 以 后 ) , 求 m 十. 
(1985 年 美国 数学 邀请 赛 题 ) 设 正四 面体 的 四 个 顶点 是 4,B,C,D, 各 楼 长 度 为 ] 
米 . 有 一 个 小 虫 从 4 点 开始 按 以 下 规则 前 进 : 在 每 一 个 顶点 处 用 同样 的 概率 选择 通 


条 人 宁 净 煤 恰 五 忧 潍 测 间 迁 闭 O 


和 于 将 并 莹 卫 站 溢 沁 回 注 OO 


pt 


CA 


Cl 


sn EEE 


过 这 个 顶点 的 三 条 楼 之 一 ,并 一 直 把 到 这 个 楼 的 尽头 , 设 它 息 了 7 米 以 后 恰好 位 于 
顶点 A 的 概率 是 p = 二. 求 n 的 值 


B 组 


. 《1970 年 美国 高 中 数学 考试 题 ) 如 果 从 某 个 五 位 数 的 集合 中 随机 地 抽出 一 个 数 , 它 


的 各 位 数字 和 均等 于 43, 这 个 数 可 以 被 11 除 尽 的 概率 是 (  ). 


2 ] 1 1 1 
A. 专 B. = C. 专 D. 下 E. 去 
.〔〈1974 年 美国 高 中 数学 考试 题 ) 一 只 货 子 掷 六 次 ,至 少 达到 5 点 至 少 是 五 次 的 概率 是 
( ). 
13 12 2 3 、 
A. -26 B. = C. 7 D. <>6 E. 这 些 都 不 对 


. (1979 年 美国 高 中 数学 考试 题 ) 任意 选择 一 对 有 序 整数 (5,c) ,其 中 每 一 个 整数 的 绝 


对 值 小 于 或 等 于 5 ,每 一 对 这 样 的 有 序 整 数 被 选择 的 可 能 性 是 相等 的 . 方程 式 x 十 
br 十 c 二 0 没有 相 蜡 正 实 根 的 概率 是 ( ). 


106 108 110 1]12 
240 二 二 二 已 由 不 二 


. 《1988 年 美国 高 中 数学 考试 题 ) 毛 一 枚 “不 均匀 ”的 钱币 ,正面 袁 上 的 概率 为 p, 设 沁 


为 在 5 次 互相 独立 的 投掷 中 正面 朝 上 正好 是 3 次 的 概率 ,如 果蔬 一 5595, 则 ( 。 )， 


A. 户 一 定 是 也. 户 一 定 是 言 “C. 户 一 定 比 言 大 _D. 思 不 惟一 确定 


: _ 144 
E. 没有 pp 值 使 w = GDE 


. (1981 年 美国 高 中 数学 考试 题 ) 阿利 斯 、 博 勃 和 卡尔 三 个 孩子 轮流 毛 山 子 . 阿利 斯 先 


掷 , 博 勃 总 是 紧 接着 阿利 斯 掷 , 卡 尔 总 是 紧 接着 博 勃 再 掷 . 找 出 卡尔 第 一 个 掷 中 6 的 
概率 是 ( 。“). (在 每 一 次 掷 仍 子 中 ,得 到 6 的 概率 为 二 ,并 且 各 次 掷 散 子 之 间 是 相 


互 独立 的 . ) 
1 2 5 25 36 
A. 3 B. 0 (, 18 D. 9 E. ol 


. 《1999 年 美国 高 中 数学 考试 题 ) 一 个 正四 面体 有 两 球 分 别 内 切 和 外 接 于 它 , 又 在 正 


四 面体 每 个 面 与 外 接 球 之 间 又 有 四 个 球 切 于 该 面 中 心 ,后卫 为 外 接 球 内 一 点 , 则 P 
落 在 五 个 小 球 内 的 概率 最 接近 于 ( ). 
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A.0 B. 0. 1 C. 0.2 D. 0.3 上 . 0. 4 


.《〈1976 年 波兰 数学 奥林匹克 题 ) 某 艘 渔船 未 经 外 国 允 许 在 该 国 领海 上 捕 鱼 ,每 撤 一 


次 网 将 使 该 国 的 捕 鱼 量 蒙 受 一 个 价值 相同 的 损失 . 在 每 次 撒 网 期 间 渔 船 和 被 外国 海 尾 
巡逻 队 拘 留 的 概率 等 于 1/k, 这 里 和 是 某 个 国家 的 目 然 数 . 假定 在 每 次 撒 网 期 间 由 渔 
船 筱 拘留 或 不 锌 拘留 所 组 成 的 事件 是 与 其 前 的 捕 鱼 过 程 无 关 的 . 大 渔船 被 外 国 海岸 
巡逻 队 拘 留 , 则 原先 捕获 的 鱼 全 部 没收 ,并 且 今后 不 能 再 来 捕 鱼 . 船长 打算 捕 完 第 
网 后 离开 外 国 领 海 . 因为 绝 不 能 排除 渔船 第 外 国 海 尾 巡 逻 队 拘留 的 可 能 性 ,所 以 捕 
鱼 所 得 收益 是 一 个 随机 变量 . 求 数 n, 使 捕 鱼 收益 的 期 望 值 达到 最 大 . 


(1987 年 美国 数学 邀请 赛 题 ) 对 一 个 由 互 不 相同 的 实数 组 成 的 已 知 序列 mm， 
rs，,… ,7 进行 一 次 操作 ,是 指 将 其 第 二 项 与 第 一 项 比 , 当 且 仅 当 第 二 项 较 小 时 ,将 它 
们 互 换 位 置 ; 如 此 继续 下 去 ,直到 将 最 后 一 项 与 它 新 的 前 一 项 比 , 当 且 仅 当 最 后 一 项 | 


较 小 时 ,将 它们 互 换 位 置 . 例如 下 图 显示 了 序列 1,9,8,7 是 如 何 通过 一 次 操作 转换 
成 序列 1,8,7,9 的 . 每 步 所 比较 的 两 数 用 “一 ”在 它们 下 面 标 出 . 
1 9 8 7 
7 
9 7 


8 
8 7 9 


显然 , 任 一 已 知 序列 均 可 通过 一 次 或 多 次 这 样 的 操作 ,使 最 后 排 成 一 列 递增 序列 . 


现 假设 1 一 40, 日 ri 9129°""9740 互 不 相同 ;并 随机 地 排列 , 设 亡 ( 既 约 分 数 ) 表示 通过 


一 次 操作 将 原来 第 20 项 (rz ) 换 至 第 30 项 的 概率 , 求 p 十 g 的 值 . 

(1990 年 美国 数学 邀请 赛 题 ) 某 生 物 学 家 想 要 计算 湖 中 鱼 的 数 自 ,在 5 月 1 日 他 随机 
地 捞 出 60 条 鱼 并 给 它们 做 了 标记 ,然后 放 回 湖 中 ,在 9 月 1 日 他 又 随机 地 提 了 70 条 
鱼 , 发 现 其 中 有 3 条 有 标记 ,他 假定 在 5 月 1 日 时 湖 中 的 鱼 有 25 多 在 9 月 1 日 时 已 经 
不 在 湖 中 了 (由 于 死亡 或 移居 ),9 月 1 日 湖 中 的 鱼 的 40 多 在 5 月 1 日 时 不 在 湖 里 (由 
于 新 出 生 或 刚刚 迁 入 湖 中 ) ,并且 在 9 月 1 日 捞 的 鱼 能 代表 整个 湖 中 鱼 的 情况 , 问 5 
月 1 日 湖 中 有 多 少 色 ? 


10. (1990 年 美国 数学 邀请 赛 题 ) 一 个 均匀 的 硬币 投掷 10 次 , 令 地 为 正面 不 连 着 出 现 


1]1., 


12. 《1994 年 美国 数学 邀请 赛 题 ) 一 种 单 人 纸牌 游戏 ,其 规则 如 下 :将 6 对 不 相同 的 纸牌 | 。 


的 概率 ,其 ij 无 公 因 数 , 求 i 十 
(1973 年 美国 数学 奥林匹克 题 ) 在 一 个 给 定 的 正 2 十 1 边 形 的 顶点 中 随机 地 选取 


三 个 不 同 的 顶点 ,如 朱 一 切 这 种 取 法 的 可 能 性 是 相等 的 , 求 这 个 正 多 边 形 的 中 心 位 


于 随机 所 取 的 三 点 构成 的 三 角形 内 部 的 概率 . 


六 冰 光 间 村 王 伍 涨 进 站 入 汪 O 


”7 EEE 


放 人 一 个 书包 中 ,游戏 者 每 次 随机 地 从 书包 中 抽 牌 并 放 回 ,不 过 当 抽 到 成 对 的 牌 
时 ,就 将 其 放 到 一 边 . 如 果 游 戏 者 每 次 总 取 三 张 牌 , 右 抽 到 的 三 张 牌 中 两 两 互 不 成 
对 ,游戏 束 结 束 ,否则 抽 牌 继续 进行 ,直到 书包 中 没有 纸牌 为 止 . 设 书包 空 的 概率 为 


全 ,这 里 pq 为 互 质 正 整数 , 求 p 十 9g. 


(1974 年 美国 数学 奥林匹克 题 ) 父亲 ,母亲 , 儿 于 决定 举行 某 种 游戏 的 家 庭 比 赛 , 每 
局 由 两 人 参加 ,没有 和 局 . 因为 父亲 是 最 弱 手 ,所 以 让 他 选 定 第 一 局 的 两 个 参加 者 . 
每 局 获胜 者 与 未 参加 此 局 比赛 的 人 进行 下 一 局 的 比赛 ,在 比赛 中 某 人 首先 获胜 两 
局 就 算 取得 锦标 . 如 果 儿 子 是 最 强 的 ,那么 从 直观 上 看 , 父亲 若 决定 自己 与 母亲 进 

- 行 首 局 比赛 将 使 他 获得 锦标 的 概率 最 大 . 试 证 这 种 策略 确定 是 最 优 的 (假定 任 一 选 
手 每 局 成 胜 其 他 选手 的 概率 在 整个 比赛 过 程 中 不 变 ). 

14. 用 概率 方法 证 明 :让 dl az an 为 两 两 不 等 的 正 整数 , 试 证 : 


wk - ] 
一 二 > 一， 
他 1 之 


15. 用 概率 方法 证 明 > 一 全 二 下 


nm 


条 闻 和食 兽王 于 性 浴 时 全 渤 效 0O 
只 


张 某 城市 地 图 的 一 部 分 . 小 长 方形 表示 住宅 和 
房屋 ,它们 之 间 的 空隙 表示 街道 有 一 个 学 生 ， 
每 天 早晨 按照 图 中 所 示 街 道 从 A 处 步行 到 B 
处 ,并 且 只 能 朝 东 或 朝 南 走 . 在 每 一 个 交叉 路 


吕 ,他 都 有 一 个 概率 为 5 的 向 东 或 向 南 的 选择 


(每 一 个 选择 与 其 他 选择 间 都 是 相互 独立 的 ). 
这 个 学 生 步 行 通过 C 处 的 概率 为 多 少 ? 12 -6 


16, (1982 年 美国 高 中 数学 考试 题 ) 图 12 -6 是 一 必 二 站 站 LL 


第 13 音 初等 数论 


【基础 知识 | 


1. 整数 的 整除 性 

(1) 设 a,b 是 整数 ,6b 关 0, 如 果 存 在 整数 c 使 4a = 二 tr, 则 称 5 整除 a , 记 为 上 la, 并 称 
b 是 a 的 一 个 约 数 (或 因子 ), 而 5 为 a 的 倍数 . 如 有 果 不 存在 上 述 整 数 c, 则 称 5 不 整除 a， 
记 作 2 十 a. 

整除 有 下 列 人 简单 性 质 ， 

(ji ) 若 ap,c 为 整数 上 且 a | 5,6 | c, 刘 a 1c. 

CH) 行 ai 人 2 9 ”9 人 宵 是 5 的 倍数 , 则 1 | ( 士 Q 士 Q2 士 … 十 a,). 

( 几 ) 车 a 15, 则 5 = 0 或 者 | a | 志 161. 

(2) 最 大 公约 数 与 最 小 公 倍 数 

行 整 数 上 同时 整除 有 限 个 整数 al ,as,…,a;, 则 称 5 是 a1,az,…' ,a 的 公约 数 . 由 性 
质 ( 诈 ) 推出 非 零 整数 的 约 数 至 多 只 有 有 限 个 , 故 al yaz，…av 的 公约 数 只 有 有 限 个 ,其 
中 必 有 惟一 一 个 是 最 大 的 , 我 们 称 它 是 a1,az，…,a, 的 最 大 公约 数 ， 记 为 
(al ya QQ ). 

若 a1 ,42，… ,a 都 整除 整数 上 关 0, 则 称 5 为 a ,az 的 公 倍 数 ,al az，…a 的 一 切 正 
的 公 倍 数 中 必 有 惟一 一 个 最 小 的 ,我 们 称 它 为 ayaz，……an 的 最 小 公 倍数 , 记 为 Lal， 
aa 1]. 

最 大 公约 数 与 最 小 公 倍 数 有 下 列 人 简单 性 质 : 

(| 站) 者 a,b 为 非 零 整数 , 则 (a,6) 二 (a 一 5,5). 


(ii) 否 4,6 为 非 等 整数 , 则 La,6bj = Le Dy 


(3)( 带 余 除法 ) 设 ae, 为 整数 ,b > 0, 则 存在 整数 g 和 7r 使 a = WB 十 rr， 其 中 0 过 
r<< 0, 并且 9 与 r 由 上 述 条 件 惟一 确定 . 

人 设 a,b 为 整数 ,b > 0， 则 存在 惟一 的 整数 qo 91，… go 及 no， 

,Tr 使 得 : 

4 一 qob 二 ro(0 之 ro <b)0= qiro 十 六 (0 < 六 <C 70 ) ,ro — 2 十 r2(0 过 7 < rr), 
oF? dn 十 《0 过 Ti 之 71) yrn1 一 9 并且 (ayD) — 了, 
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q] 虹 刘 经 典 


(5) 互 素 

若 (a,p) 一 1, 则 称 整 数 a 与 5 互 素 , 利 用 驾 转 相 除 法 可 以 证 明 下 列 裴 蜀 定 理 : 对 任 
意 整数 a,b, 不 定 方程 cz 十 by 二 (a,b) 必 有 整数 解 C(z,y). 由 此 可 得 : 

整数 a 与 9 互 素 的 充 要 条 件 是 存在 整数 z+,y, 使 azt 十 by ==1. 

(6) (平方 数 ) 若 a 为 整数 , 则 a? 称 为 平方 数 . 

( i) 整数 的 平方 的 个 位 数字 只 可 能 为 0,1,4,5,6,9, 即 个 位 数字 为 2,3,7 或 8 的 整 
数 不 是 平方 数 . 

(ii ) 偶数 的 平方 是 4 的 倍数 ,奇数 的 平方 被 4 除 余 1, 被 8 除 也 余 1, 即 被 4 除 余 2 
或 3 的 整数 不 是 平方 数 . 

(7) 系数 与 合 数 

仅 有 1 和 本 身 两 个 正 约 数 且 大 于 1 的 整数 叫做 素数 (或 质数 ). 一 个 正 整 数 除 了 1 和 
本 喘 外 ,还 有 其 他 正 约 数 的 整数 称 为 合 数 . 1 既 不 是 素数 也 不 是 合 数 . 

{ 正 整数 } 二 {1} U {素数 } UU { 合 数 }). 

(8) (算术 基本 定理 ) 每 一 个 正 整 数 a 可 以 表 成 下 列 形式 :a 二 好 不 … 放 四 ,其 
中 Pi, Pz pe 是 互 不 相同 的 素数 ,ayaz ,… ,a 均 为 正 整 数 ， 如 果 不 计 过 因数 在 乘积 
中 的 顺序 ,那么 上 述 分 解 方 式 是 惟一 的 ,并 且 称 中 为 a 的 标准 分 解 . 

(9) 记 T(a) 为 正 整 数 a 的 正 约 数 的 个 数 ,ola) 为 a 的 所 有 正 约 数 之 和 ， 各 采 4 的 标 
准 分 解 如 中 , 则 

ta) = (al 十 1)(Cas 十 1)…(oas 1), 


g(a) = p"" —!1 并 四 ”一 1 
pi 


“ 专 题 研究 系 列 


(10) 对 任意 正 整 数 a 和 a 及 任意 素数 p, 记 号 p% | “表示 pp" 1a 但 p%™ 小 a, 即 
p* 是 a 的 标准 分 解 中 出 现 的 p 的 最 高 寡 次 . 
对 任意 正 整 数 n 及 素数 p, 设 pr n1, 则 


一 [2] 一 [ 生 ] 十 [ 马 ] 十 [ 访 ] 十 … 
因 pr’ > ?时 [ 蕊 ] = 0, 故 上 式 中 只 有 有 限 多 个 项 非 零 
(11) 任意 7 个 连续 正 整 数 之 积 必 是 1 oe 
例 1 (1993 年 全 国 高 中 联赛 题 )[ 一 一 一 」 的 末尾 两 位 数字 是 


(Lxzj] 表示 不 大 于 二 的 最 大 整数 . ) 
解 ” 填 08. 理 由 :因为 10% 一 (003 十 33 一 3 二 (10 十 3)[(103)? 一 1031 。3 十 
3 | 一 3 ,所 以 


a 十 3 


原 式 (103) 一 101。3 十 3 一 1 三 1031110” 一 3 十 8. 
故 它 的 末尾 两 位 数字 是 08. 
例 2 (全 俄 第 10 届 数 学 奥林匹克 题 ) 如 果 正 整数 nn 使 得 2n 十 1 和 3n 十 1 都 是 完 
全 平方 数 , 试 问 5n 十 3 能 否 是 一 个 素数 ? 
解 。” 依 题 意 22 十 1 一 镀 ,32 十 1 一 (CR EC Nj), 于 是 
5 十 3 一 4(272 十 1) 一 (372 十 1) 一 4 及 一 1 = (2k 二 +m) (2k 一 1) ， 
因为 54 十 3 守 (C3n 十 了 十 2 二 十 2 放 2m 十 1 所 以 2k 一 m4 关 1( 否 则 5n 十 3 = 二 2k 十 
m 一 2m 十 1, 逆 盾 ). 从 而 5n 十 3 二 《2k 十 区) (2 上 一 洪 ) ,是 合 数 . 
例 3 (1990 年 日 本 第 一 轮 选拔 赛 题 ) 设 ao == 50 十 到 ,nn 二 1,2,… 求 4, 与 awni 的 
最 大 公约 数 d, 二 (a, ,awn) 的 最 大 值 . 
解 dd;, = (a,,ann) = 二 (50 十 于,50 十 (nn 十 1)? 一 (50 十 到 )) 
一 《50 十 Www,2n 十 1) 二 (2(50 二 2) ,2n 十 1)( 因 2n 十 1 是 奇数 ) 
一 (2(50 十 ww) 一 n(2n 十 1),2n 十 1) 二 (100 一 hn,2n 十 1) 
一 (100 一 n,2n 十 1 十 2(100 一 nn)) 一 (100 一 ,201) 过 201. 
又 n= 二 100 关 201k(kE Ni) 时 ,qd = 201, 故 (aa ) 的 最 大 值 是 201. 
例 4 《美国 第 5 届 数 学 邀请 赛 题 ) 设 [r,sj] 表示 正 整数 7,s 的 最 小 公 倍数 , 求 有 序 
三 元 组 (a,65,c) 的 个 数 , 其 中 [a,65] 一 1009,[6,c] 二 2000,fcya] 二 2000， 
解 ” 显 然 a,b,c 部 是 形 如 2”"。5" 的 数 , 设 4a = 二 2" ，5%,b 一 2%。5% ,c= 二 2%。5". 
申 La,6|] 三 1000 = 二 2 .553 知 max{mi,;,mz) 一 3,max{m ;nn2) 一 3. 同 理 max{nm ,m3) 一 
4,max{nz ,nn3} = 3,max{mi ,m3} — 4,max{ni ,ns} = 3. 
因此 ms 应 是 4, 且 mm ,mz 中 必 有 一 个 是 3, 男 一 个 可 能 是 0,1,2 或 3 中 任意 一 个 ， 
因此 ,ma > Mi2 的 取 法 有 C4 十 G4 一 上 一 / 种 . XN1 722 9713 中 必 有 两 个 是 3, 为 一 个 可 能 是 
0,1,2 或 3, 因 此 ,n,nz ,ns 的 取 法 有 GG 十 4 = 二 10 种, 故 mm; ,ni(i = 二 1,2,3) 的 不 同 取 法 
共有 7 X 10 = 70 种 , 即 三 元 组 共有 70 个. 
2. 同 余 
(1) 假设 m 是 正 整 数 ,a,6 是 整数 ,如 果 m | (a 一 已 , 则 称 a 和 2( 关 于 ) 模 m 同 余 ， 
记 为 a 二 b(modm). 显然 a 和 4b 模 m 同 余 的 充 要 条 件 是 a 和 6b 除 以 m 后 所 得 的 余数 相 
同 . 
对 固定 的 模 m, 同 余 式 与 通常 的 等 式 有 许多 类 似 的 性 质 ， 
(|)( 反 和 刁 性 )a 三 a(modm). 
(ji ( 对 称 性 ) 如 果 a 三 pmod ) ,那么 5 二 a(modm). 
( 放 )《 传 衣 性 ) 如果 a 三 b(modm),b 三 clmodm) ,那么 a 二 cl(modm). 
(jy) 如 果 a 三 bl(modm),c 二 d(modm), 那么 a 十 cc 二 56 十 d(modm) 自 
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ac 三 bd (modm). 
(V) 如 果 a 三 b(modm) f(x) 是 整 系数 多 项 式 , 那 么 f(a) 三 f(b6)(modm). 


(Vi) 如 果 ac 二 , 则 a 圭 b(mod 一 一 一 ). 
(Cc,7) 


(Yi) 如 果 a = 关 0,; 则 a 二 b(modma). 

Cvii) 如 果 a 二 pmod DG 二 1,2, 呈 ,7), 则 a 三 b(mod| mi,…,m, 1). 

(2) 剩余 类 和 完全 剩余 系 

全 体 整 数 集合 可 按 模 mx 来 分 类 : 当 征 仅 当 a 三 b(modm) 时 ,a 和 2 属于 同一 类 .于 
是 全 体 整数 按 模 疡 被 分 为 m 类 ,每 一 个 这 样 的 类 称 为 模 mw 的 剩余 类 . 在 zn 个 剩余 类 中 
各 取 一 个 数 作 代 表 , 这 样 的 mx 个 数 称 为 模 m 的 一 个 完全 剩余 系 . 例如 0,1,…,m 一 1 是 
模 m 的 一 个 完全 剩余 系 , 称 为 最 小 非 负 完全 剩余 系 . 

完全 剩余 系 有 下 列 性 质 : 

(|) 如 果 ci ,cz，… ,cs 是 模 m 的 一 个 完全 剩余 系 , 是 整数 ,那么 ci 十 6,cs 土 5,…， 
cm 土 5 也 是 模 mx 的 完全 剩余 系 . 

(ii ) 如 果 ci ,cs ,… ,cs 是 模 m 的 完全 剩余 系 ,a 是 整数 日 (a,m) = 1, 则 aci,…,ac， 
也 是 完全 剩余 系 . 

(3) 费 尔 马 (Fermant) 小 定理 . 和 阁 (a,p) 二 1, 且 pp 为 素数 , 则 a? 二 1(modp). 

(4) 威尔逊 CWilson) 定理 . 设 p 为 素数 , 则 (p 一 1)! 三 一 1Cmodz). 

(5) 欧 拉 (Euler) 定理 , 用 pCm) 表示 不 超过 入 且 与 mm 互 素 的 正 整 数 的 个 数 . 在 (a， 
m) 一 1, 则 a”” 二 1C(modm), 其 中 v(m) 称 为 欧 拉 函数 . 

显然 费 尔 马 小 定理 是 欧 拉 定理 的 特殊 情形 (因为 p 为 素数 时 ,gp(p) = 二 p 一 1). 

(6) 孙子 定理 (中 国 剩余 定理 ). 设 nn -之 Lm M2 97722 是 两 两 互 素 的 正 整数 , 记 


M =mim2 mM 一 (i 二 1 ,2,…,n), 同 余 方程 组 


X= ci(modm), 
三 = c» (modm, ) 9 


TX 汪 Cc, (modm;s) 


的 一 切 为 了 二 > MM :ci(modMD) ,其 中 MAM ,二 1(modm;),i = 1,2,… 


例如 我 国 古代 (孙子 算 经 》 有 着 著名 的 “ 物 不 知 数 ” 问 题 :“ 今 有 物 不 知 其 数 , 三 三 
之 剩 二 ,五 五 数 之 剩 三 ,七 七 数 之 剩 二 , 问 物 几何 ?” 就 是 解 下 列 同 余 方程 组 
= 一 一 2(mod3) ’ 


”一 一 3(Cmod5 ) ? 
三 20mod7). 


奥 况 经 曲 | 
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此 时 na = 3,1mz = 二 5,ms 二 7,M= 3X5X7= 105,c 一 2,cs 一 3c3 一 LA = 35, 
NM =21,M; 一 15. 又 2X35 一 70 三 1(0mnod3) 知 M' =2,1X21 志 1(mod5) 知 M, 二 
1,1 X15 寺 1(mod7) 知 Ms 二 1. 故 由 孙子 定理 问题 的 解 为 x 二 2X35Xx2 填 1x21x 
3 十 1X15X2 二 233 二 23(mod105), 故 “ 物 不 知 数 ” 问题 的 最 小 正 整 数 得 为 23, 且 23 
加 上 105 的 倍数 也 是 问题 的 解 . 

例 5 (1992 年 “友谊 杯 ” 国 际 数学 竞赛 题 ) 求 最 大 正 整 数 &, 使 得 3* | (2 十 1) ,其 
中 入 是 任意 正 整 数 . 

解 ” 当 m= 二 1 时 ,2” 十 1 一 9 一 32, 故 有 二 2. 又 由 于 

27 十 1 一 (23)?” 十 1 二 (一 1)” 十 1 三 0Cmod32)， 
所 以 对 任意 正 整 数 mm,3: | (2” 十 1), 故 所 求 & 的 值 为 2. 

例 6 〈1989 年 新 加 坡 中 学 生 数 学 竞赛 题 ) 设 总 一 1 十 2 十 3" 十 和, 求 所 有 能 使 
被 5 整除 的 正 整数 nn. 

解 ”因为 2 三 2(mod5),22 二 4(mod5) ,2 二 3(mod5) ,2 二 1(0mod5) ,所 以 2" 二 


2™ (mod5). 同 理 3 = 81 . 2" 二 2*(mod5) ,4" = 256 。4 二 各 (mod5) ,因此 也 三 | 


pmod5). 而 加 = 0(mod5),p; = 0(mod5), ps = 0(mod5),p, = 4(mod5), 

故 一 切 不 是 4 的 整数 倍 的 正 整数 n,p, 是 5 的 倍数 , 

例 7 (第 17 届 IMO 题 ) 当 44444444 与 成 十 进 制 数 时 , 它 的 各 位 数字 之 和 是 A,B 是 
A 的 各 位 数字 之 和 , 求 B 的 各 位 数字 之 和 . 

解 ”首先 每 一 个 十 进 制 正 整数 部 = ao10 十 a10 和 十 … 二 ari ，10 十 as 三 ao 十 
al 十 … 十 aeCmod9), 即 每 一 个 数 与 它 的 数字 和 关于 模 9 同 余 . 

其 次 ,因为 444444 的 位 数 不 超过 4X4444 = 二 17776, 所 以 A < 大 177760 ,和 过 1 十 5 义 
9 二 46,B 的 各 位 数字 之 和 C 委 4 十 9 二 13. 而 

C 一 一 B 一 A 一 一 4444444 一 = T 4444 一 《73 ) 1 x 7 一 一 ] 1481 x 7 二 一 7(mod9) ， 
改 C 二 7, 妈 B 的 各 位 数字 之 和 是 7. 

3. 不 定 方程 

(1) 一 次 不 定 方程 azx 十 by = cla,6 为 非 零 整 数 ,c 为 整数 , 且 (a,65) | c, 有 整数 解 的 
充 要 条 件 是 (a,6b) | c. 若 方 程 azr 十 by = cla,。 为 非 零 整 数 ,c 为 整数 且 (4a,6,) | c) 的 一 
组 整数 解 为 x = 二 zo,y = yo， 则 不 定 方 程 az 十 by = ec 的 一 切 整数 解 为 


Z0 十 已 a / p 
(a (1 ED) ,其 中 4 = 0 = 


(2) 一 次 不 定 方 程 ( 勾 股 方程 )z? 十 y 二 z? 满足 (x,y) = 1,y 为 偶数 的 全 部 正 整 数 
解 为 T= 二 a 一 ,y= 二 2ab ,z= 二 十 区 
其 中 a,b 是 满足 a 汪 65 > 0,a,b 一 奇 一 偶 且 (a,5) = 1 的 任意 正 整数 . 
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(3) 沛 尔 (PelD 方程 x? 一 dy? = 1。 其 中 4 为 非 平方 数 且 4 > 0. 如 果 (z1,y) 是 上 


奥 述 方程 的 正 整数 解 (z,y) 中 使 z 十 y va 最 小 的 解 , 那 么 上 述 方程 的 一 切 正 整数 解 由 

让 zx» = [Lr Vdy)" + Cr —Vdy1)"], 

克 /7 ni -一 ] ,2,3,.…: 

数 n —— (XT] 1)” 一 (一 dy1)” . 

党 y 7 十 Vay yi 

出 | 给 出 
真 例 8 (1997 年 瑞士 数学 奥林匹克 题 )n 为 正 整 数 ,n 一 200, 且 nw 十 (xn 十 1)? 是 完全 
条 | 平方 数 , 求 

析 解 。” 依 题 意 nw 十 (十 1)? = 二 有 (4k 为 正 整 数 ), 则 (nn 十 1,k) 为 勾 股 数目 (2 十 


1) 二 1, 故 存在 s,i(s 全 2) 满足 


1 一 5 一 此 1 十 一 和 将 一 必 ， 
Dat so 


kk 二 十 k= s+ 
大 成 立 , 则 5 一 2z 一 (zr 一 1) 一 0, 解 得 
一 上 十 V22 一 1， 


故 22 一 1 为 完全 平方 数 . 又 因 n 二 200,n 十 1 二 25 二 201, 叉 1 过 5s, 故 二 二 100,1 一 10. 
经 检验 ,只 有 :二 1 或 5 时 22 一 1 为 完全 平方 数 . 当 i = 二 1 时 ,s 二 2,n = 二 3,n 十 1 = 4， 
k= 5. 当 t=5 时 ,s = 12,n = 119,n+1= 120,k = 169. 

若 回 成 立 , 则 5 一 2z 一 (2 十 1) = 0, 解 得 

5 一 上 十 V212 十 1， 
故 2 十 1 为 完全 平方 数 . 又 n= 二 25 二 200, 有 是 1 二;s, 故 疙 二 100,t 二 10. 经 检验 只 有 1 一 2 
时 22 十 1 为 完全 平方 数 . 当 1 = 二 2 时 ,s = 二 5,n 二 20,n 十 1 二 21,k 二 29. 

综 上 知 满足 题 设 的 2 为 3,20,119. 

例 9 (全 苏 第 15 届 数学 奥林匹克 题 ) 求 方程 x 一 y= zy 十 61 的 一 切 正 整数 解 

解 显然 zx 二, 设 工 一 y 十 dd 为 正 整 数 ), 则 

(y 十 dd) 一 六 一 (yy 十 dy 十 61， 

(3d— 1)y: +d(3d—1)y+d: = 61. 中 
由 四 知 吧 二 61, 因 此 ,gd 去 3. 

看 dd 一 1 则 化 为 2 光 十 2y 一 60 = 二 0,y 十 y 一 30 二 0， 
解 得 y 一 5,y 一 一 6( 售 去 ), 从 而 二 = 6. 
在 4 一 2, 则 外 化 为 5 十 10y 一 53 一 0, 此 方程 无 正 整数 解 . 
在 了 一 3, 则 四 化 为 8 十 24y 一 34 一 0, 此 方程 也 无 正 整 数 解 . 


综 上 所 述 , 原 方程 只 有 一 组 正 整 数 解 (x,y) 一 (6,5)， 


解 ” 设 zw 十 1 是 mm 一 1 的 倍数 , 则 G5 十 1 十 nm 一 1 二 nr 十 mm) 被 mm 一 1 整 
际 ,而 7 与 nm 一 1 互 素 , 故 开 十 m 被 nm 一 1 整除. 由 对 称 性 ,不 妨 设 m 汪 n， 


3 
车 一 1, 则 由 三 二 二 = 一 人 是 整数 得 (Gm 一 1) | 2, 从 而 m 二 2 或 3. 


夺 7 = 二 mm; 则 由 Gx 一 1) | (wi 十 m) 得 tn 一 1) 1 1, 故 n 二 m= 2. 

车 m 放 n 宇 2, 如 果 开 十 区 宇 2Cmm 一 了 ,) 则 十 n 宇 m24 一 1) 之 (nn 十 DD(2n 一 
1), 即 3 实 mn 十 n 且 n 守 2, 这 不 可 能 , 故 只 有 十 m= 二 wm 一 1,(n 十 1)(n 一 1) 十 2 = 
m(n 一 1), 这 表明 (一 1) | 2. 故 n= 二 2 或 3, 从 而 m= 二 5 或 5. 

综 上 可 得 ,所 有 的 有 序 正 整数 对 (m,n) 有 9 组 :(2,1),(3,1),(1,2),(1,3),(2,2)， 
(5,2),(5,3),(2,5), (3,5). 


例 2 设 a,b,n 为 整数 ,n 二 0,a 关 5, 且 nn | (a" 一 以), 证 明 :n | (和 一人) 
证 明 ” 记 c = 二 a 一 b. 任 取 n 的 一 个 素 因 数 p， 并 设 六 | nCp 为 素数 ) , 即 pr 是 能 整 


除 1 的 素数 pp 的 最 高 次 寡 . 
如 果 访 十 cc， 那么 (pp CC) = 1 ,于 是 从 


OO 

【基本 问题 与 求解 方法 ) 其 
1. 整除 性 问题 及 整数 的 性 质 刘 

(1) 利用 整除 的 定义 和 性 质 | 
例 1 (第 35 忆 IMO 题 ) 求 出 所 有 的 有 序 正 整数 对 (m,n) 使 得 艺 士 上 是 一 个 - 
整数 真 
是 

分 

析 


pr | (a —p) Ea mc eb 和 一色, 即 加 | 开 二 多 
如 末 p | c, 那 么 由 二 项 式 定理 
GEO nl il 
a—b | C 2 C% C 
注意 到 当 1 委 ;有 委 ”时 ， 
i—1 
(DC 一 MX(1 一 1 一 2 十 1)0 生 rt 四 


并 且 n! 中 含 p 的 最 高 次 竹 是 


[二 < i 
1 一 ] 


CU) 
与 国 
林 
匹 
克 
数 
学 
中 
的 
真 
是 
分 
祈 


列 


On 一 Pr 


又 因为 加 | cm 六 |w 故 由 加 知 加 | Go 从 而 加 | 和 


综 上 所 述 ,由 p 的 任意 性 ,我 们 便 证 明了 | 全 二 

注 ”从 例 2 可 以 看 出 ,要 证 n | m, 只 要 证 n 中 任意 一 个 素 因数 p 的 最 高 次 究 
p” | m. 这 里 实际 上 用 到 了 正 整 数 的 惟一 分 解 定 理 . 

例 3 (捷克 和 斯 洛 伐 克 第 51 局 才 党 奥 林 玫 克 是 ) 证明， 正 整 数 A 是 完全 平方 数 的 
充分 必要 条 件 是 对 任意 整数 n,(A 十 1)? 一 A, (A 十 2)? 一 A,…,(A 十 n)’? 一 A 中 至 少 有 
一 项 被 n 整除 : 

证 明 ”必要 性 .车 A=d(d€E Ny), 则 (A 十 站 一 A= (qd: 一 4 站 (d: 十 d 十 y)， 
而 一 d 十 yGJ 二 1,2,…,n) 是 2 个 连续 正 整 数 ,其 中 必 有 一 个 被 2 整除 , 故 一 定 存在 一 
个 1 使 (4 十 ) 关 一 4 被 ”整除 . 

充分 性 . 在 4 不 是 完全 平方 数 , 则 4 中 必 有 素 因 数 户 ,其 最 高 次 数 窜 为 奇 次 宕 , 即 存 
在 &E ,使 p* "| A. 而 p* 直 A, 而 由 已 知 条 件 知 对 n= p* ,一 定 存在 ) E N ,使 得 
p” ”| [L(A 十 让 * 一 Aj. 因 为 p* 直 A, 所 以 p* 下 (4 十 站 7, 但 由 p* | [CA 十 站 一 A] 及 
pP” | 和 A 得 p”* "| A, 所 以 p*' | (A 十 站 .而 由 于 (A 十 门 ? 为 完全 平方 数 , 必 有 p* | 
(A 十 门 *, 蔬 盾 . 这 就 证 明了 ,如 果 ( 和 A 十 让 ?一 AG = 1,2,…,n) 中 有 一 个 被 n 整除 , 那 
么 A 必 是 完全 平方 数 . / 

(2) 利用 同 余 式 | 

例 4 (2001 年 爱尔兰 第 14 届 数学 奥林匹克 题 ) 求 最 小 正 整数 a, 使 存在 正 奇 数 n， 
满足 2001 | (55” 二 a 。32"). 

解 ”由 于 2001 = 87 x 23, 故 由 题 意 知 ,存在 正 奇数 ,使 87 | (55" 十 a。32") 且 
23 | (55" 十 a。32"), 于 是 z 

0 三 50 二 ar32 三 (一 32)" 十 qa* 32” = 32"(a 一 1)(mod87), 故 a 一 1 二 0(mod87)， 
并 且 0 寺 55" 十 a。32" 二 32” 十 a。32" 一 32"(a 十 1)(mod23)， 

卜 a 十 1 寺 0(mod23). 于 是 问题 转化 为 求 最 小 正 歼 数 4, 使 87 | (a—1) B23 | (g++1), 
为 此 可 设 a = 87k 十 1. 于 是 由 23 整 除 4 十 1 = 87k 十 2 二 3X23k 一 5k 十 2, 故 23 | (5k 
一 2), 设 5k 二 23。m 十 2Cm € N)), 问 题 转化 为 求 最 小 正 整 数 区 ,使 23。m 十 2 被 5 整 
际 , 经 试 算 易 得 最 小 的 正 整 数 m = 1, 从 而 二 5, 所 求 最 小 正 整 数 a = 87X5 十 1 = 436. 

例 5 〈1994 年 罗马 尼 亚 国家 队 选 拔 考 试题 ) 如 果 正 整数 n 的 因数 中 无 一 个 是 完全 . 
平方 数 ,求证 :没有 互 质 的 正 整数 xz 和 yy, 使 得 x 十 y* 是 (x 十 y) 的 倍数 . 

证 明 ”因为 正面 证 明 不 存在 互 质 正 整数 z,y 具 有 题 设 性 质 较为 困难 ， 故我 们 采用 
反 证 法 . 
假设 存在 互 质 正 整 数 x,y 使 (x 十 y); | (x 十 y), 令 ;一 十 y, 于 是 之 2. 


当 为 偶数 时 ,Xx”" 十 yw 二 x” 十 (5 一 并 )” 二 x" 十 (一 xX)" 一 2z2(0mnoqds)， 
而 由 反 证 法 假设 有 x 十 y 夺 0(mods) ,因此 ,有 27x' 夺 0Cmods). 因 (5s,7X) 一 (s 一 XxX,X) 一 
《y,X) 一 1, 故 只 有 2 三 0(mody). 又 之 2, 故 一 2, 从 而 > 二 1],y 二 1, 此 时 x 十 y= 二 2， 
(zx 十 y)” 二 8, 这 与 反 证 法 假设 矛盾 . : 

当 nn 为 奇数 时 ,zx" 十 y= 二 十 (5 一 X)* 二 Qls( 一 x)! 十 Cs?( 一 TY™ Cmods ) ,其 


29 十 丸和 二 7 全 一 下 2 x (mods’ ). 


由 于 x" 十 y 是 s; 的 倍数 , 故 存在 整数 ,使 得 
nl — — ks ， | OD 
| 故 s | arr 但 (sz) 二 1, 故 s | ns 从 而 由 名 可 知 | 共 2 sz. 那么 从 @ 又 可 得 


到 |nz” ,从 而 ss | n, 此 与 题 设 条 件 “n 的 因数 中 无 一 个 是 完全 平方 数 ” 矛 盾 . 于 是 原 
命题 得 证 . 

例 6 (全 苏 第 14 届 数学 奥林匹克 题 ) 接连 写 出 19 至 80 的 两 位 数 . 问 所 得 到 的 数 
19202122…787980 能 被 1980 整除 吗 ? 

解 ” 设 A 二 19202122…787980. 显然 20 | A, 由 于 

100* 一 (99 十 1 六 = 1(mod99), 
于 是 有 

A = 19.。1005 十 20。1005 十 21。1005 十 … 十 78。1002 十 79 。100 十 80 

一 19 十 0 十 41 十 … 十 78 十 79 十 80 一 31。99 三 0Cmod99). 

于 是 99 | A, 又 因为 (20,99) = 1, 所 以 20。99 | A, 即 1980 | A. 

(3) 数学 归纳 法 

例 7 (1981 年 基辅 数学 竞赛 题 ) 设 p, 是 第 n 个 素数 (如 pi = 2,ps = 二 3,…). 证 明 
p, 2 


nr 


证 明 首先 证 明 pi 过 1 十 Pip2…pi. 事实 上 ,因为 pi, ps,… ,ps 不 整除 g 二 1 十 


pip2*: … 思 (人 否则 pi | ]， 不 可 能 ) 9 于 是 或 者 dq 是 泰 数 ,但 它 不 同 于 Piypjpzy Zr， 于 是 
Pet 过 q, 或 者 gq 是 合 数 , 则 9 必 有 一 个 不 同 于 pi ,ps ,… ,ps 的 正 因数 ,于 是 又 有 pan < 
9. 
下 面 用 归纳 法 证 明 本 题 . 
(1) 当 n = 二 1 时 , 力 = 二 2 过 2? ”是 显然 的 . 
(2) 假设 对 n 之 上 有 不 等 式 成 立 , 则 二 十 1 时 ,有 
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= 1+2327 = = 1 十 22 了 之 17. 


于 是 n= p41 时 ,不 等 式 成 立 . 

由 (1) 和 (2) 知 对 一 切 正 整数 n, 有 p, 二 2 、 

注 “本 题 第 一 段 实 质 上 证 明了 了 素数 有 无 穷 多 个 . 这 是 因为 如 果 系 数 只 有 有 限 个 : 
pi Pz，… pi; 那么 或 者 9 一 1 十 pip2…pi 是 不 同 于 pi ,ps,… ,pi 的 一 个 素数 ,或 者 g 有 
一 个 素 因 数 是 不 同 于 pi ,pz ，…,ps 的 素数 ,这 与 素数 只 有 & 个 下 盾 . : 

例 8 (1995 年 南斯拉夫 数学 奥林匹克 题 ) 设 n 是正 整数 ,n 的 二 进 制 表 示 中 恰 有 
1995 个 工 求证 2 一 后 整除 71. 

证 了 明 我们 证 明 更 一 般 性 命题 (A) :如 果 半 的 二 进 制 表示 中 恰 有 产 = m2(n) 个 1， 
那么 2"”” 整除 nn1. z 

首先 ,我 们 易 求 出 ;对 任意 gE€ NNN, 使 2” (20)1( 即 2”| (29)1, 而 2” 下 (29)1) 的 
m 为 


m 二 [ 邹 ] 十 [ 千 ] 十 [ 完 ] 十 二 2 十 2 十 … 十 2 十 1 一 2 一 1 Ko 


其 次 ， 人 人 对 m 用 归纳 法 证 明 加 强 命 题 (A). 

m 二 ] 时 ,n 是 2 的 方 虹 2 ,显然 由 四 知 2"” 一 zz 一 1 整除! 二 一 (2?)1, 邵 mm 一 
1 时 命题 (A) 的 结论 成 立 . 

设 对 m 之 1 命题 (A) 的 结论 成 立 , 那 么 对 于 x 十 1, 设 n= 二 2 十 k,kEN ,hk 二 2 
且 n() = m, 因 为 / 

nl 二 (27)1。(29 十 1)(29 十 2)…(22 十 有 ). 
由 中 知 (2)1 三 0(mod22 一 ) 加 ,又 (2 十 1) (2 十 2)…(29 十 &) 是 连续 个 正 整数 的 
乘积 , 故 这 个 乘积 能 被 &! 整 除 , 而 由 归纳 假设 知 &! = 0(mod2*”*) ,所 以 

(27 十 1《22 十 2)…(29 十 有 ) = 0(mod2*"), .3 
由 饭 , 二 得 

ME 0(mod22 -1 。247) = 0(mod22 He ) 

-_ = 0(mod2 一 “+l) ) ， 

即 对 m 十 1， 命题 (A) 的 结论 成 立 . 特别 命题 (A) 中 取 一 1995, 便 知 原 题 结论 成 立 . 

注 “将 一 个 涉及 具体 的 正 整数 的 问题 推广 到 更 一 般 的 一 类 正 整 数 ,甚至 全 体 正 整 
数 ,得 到 一 个 加 强 命题 ,再 用 数学 归纳 法 来 证 明 , 这 是 解数 学 竞赛 题 的 一 种 常用 方法 . 
因为 推广 可 能 有 多 种 选择 (例如 1995 可 看 成 奇数 .5 的 倍数 、 正 整数 等 等 ) ,具体 到 一 个 
问题 ,究竟 作 何 种 推广 常常 要 进行 一 定 的 探索 才能 确定 . 当 一 种 推广 的 证 明 感 到 困难 
时 ,应 想到 它 的 其 他 各 种 推广 . 
例 9 (美国 第 27 届 数学 奥林匹克 题 ) 证 明 对 任意 E Ni,n 宇 2, 存 在 一 个 由 nn 个 
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整数 构成 的 集合 S$, ,使 得 对 S 中 的 任意 两 个 不 同 的 数 a 和 6, 均 有 (a 一 56)” | ab. 

证 明 ”我们 对 n 用 数学 归纳 法 构造 集合 S，. 

当 n 二 2 时 , 取 Ss 一 全 ,2), 则 有 (1 一 2)? | 1X2, 故 n= 2 时 命题 结论 成 立 . 

假设 2 一 & 时 合 题 成 立 , 即 存在 & 个 元 素 的 集合 Se 二 (ai ,az ，,…,as} 满足 条 件 : 对 
任意 1 过 i 过 jj 过 上 有 均 有 (a; 一 a;)? | aiaj. 

i A aiaz…Qk. 考虑 下 列 kl 个 数 ， 

AAA 二 ai A 十 ar 十 Ce， 

由 于 LA 十 ai 一 (A 十 cai) 于 一 (ai 一 ai (4A 十 ai )(A ta ) = A’ 二 (aa;)Aaa;. 
由 归纳 假设 及 A 的 定义 知 

(Ca:—a;) |aa; Raia; | A (a; ad)ATaa, 
因此 ,L(A 十 a)) 一 (A 十 a))]| (A+a)(At+a) Zi<ji< k)， 

并 且 L(A 十 a;)) 一 A 二 a?f | (A+a)A GG=1,2,…,k), 于 是 Sp 二 {A,A 十 al， 
人 A 二 as，,…,A 十 ar} 满足 题 设 要 求 , 所 以 n 二 上 十 1 时 命题 成 立 . 从 而 对 任意 n € Ni， 
n 之 2 ,命题 结 i 仑 成 六 . 

(4) 递 推 方法 

例 10 ” 设 普 是 一 个 正 的 奇数 ， 县 亚 不 被 3 整除 ; 证 明 4" 一 (2 十 V2)” 的 整数 部 分 
可 被 112 整除 . 

分 析 ”首先 , 易 知 4” 一 (2 十 V2)” 一 (2 一 V2)” 为 整数 , 且 0 二 (2 一 V2)” < 1, 故 
an 二 委 一 (2 十 V2)” 一 (2 一 V2)” 恰 是 47 一 (2 十 V2)” 的 整数 部 分 .又 112 = 16X7， 
(16,7) 二 1, 放 只 需 证 明 寿 m 是 不 被 3 整除 的 正 奇数 , 则 mm | cv. 

证 明 记 a 二 6 一 cm; 其 中 6b 二 各,cm 二 (2 二 V3)” 十 (2 一 V2)*(m 二 0,1,2,…)， 
于 是 bb 二 1,6b, 二 4, 且 mr 宇 2 时 ,16 | 6b, = 4”. 

而 c% 的 特征 根 为 ri,z 二 2 土 YV2 ,7 十 rz = 二 4,rirs 二 2, 故 特征 方程 为 r? 一 4r 十 2 = 0， 
所 以 c 满足 

co — 4cmii — 2cn Cm = 0,1,2,.*), GQ) 
直接 算出 co 一 (2 十 V2)° 十 (2 一 V2)° 二 2,0 一 (2 十 V2)1 十 (2 一 V2)1 一 4, 并 且 由 加 
可 逐步 算出 cs 二 12,cs = 二 40,c4 一 136,cs 一 464 一 16X29,ce 一 1584 一 16 99. 于 是 
16 | cs,16 | c6 ,假设 16 | ,16 | ceori《 宇 5), 则 由 人 得 16 |cnz. 这 就 证 明了 当 且 仅 当 
1 之 5 时 16 | cv， 

结合 前 面 的 推理 , 易 知 16 | av 二 b, 一 cnSm 一 1 或 mm 之 5. ©@ 

其 次 ,bis 二 64b, 二 b,, (mod7)， 

又 中 中 x 用 mx 十 1 代替 得 
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Cmi3 一 dems — ZCmnl. 
@ 一 3 xX Q@ 并 移 项 整理 得 cs 二 ?cmtz 一 14coH 十 6cm 圭一 cm (mod7)， 
帮 ”co 三 一 co 汪 cm (mod7), 有 所 以 

lane = bg — Cmte bn — cn = am (mod7). 
由 此 可 得 7 | a 人 SS7 | aw_s bm 宇 6) ,直接 算出 ao 二 bo 一 00 二 1 一 2 二 一 1,a 一 4 一 4 一 
De 二 4: 一 12 二 4,a3 二 和 4 一 40,a4 二 4 一 136 = 二 120,as 二 45 一 464 = 560, 其 中 有 

只 有 a 和 as 被 7 整除 ,于 是 ,我 们 得 到 : 

7 | an Sm 二 1 或 m= 二 6k 十 1 或 6k 十 5(k 二 0,]1,2,*…) 

Sm 为 不 被 3 整除 的 正 奇数 . : 由 

由 四 与 图 得 (注意 到 112 = 16X7 且 (16,7) = 1) 

112 | a 人 Sm 为 不 外 Q 3 整除 的 正 奇 数 . 
又 0 二 (2 一 V2)" 过 1, 且 a 二 全 一 (2 十 V2)” 一 (2 一 V2)”, 故 3” 一 (2 十 V2)” 的 整 
数 部 分 就 是 a. 因此 ,我 们 证 明了 当 且 仅 当 和 是 不 被 3 整除 的 正 奇数 时 ,4 一 (2 十 V2)” 
的 整数 部 分 被 112 整除 . 

注 ”本题 通 常 是 利用 二 项 式 定 理 来 证 明 的 ,其 计算 量 较 大 , 还 需要 一 定 的 凑 配 技 
巧 . 而 上 面 介 绍 的 递 推 方法 , 则 具有 思路 清晰 自然 ,计算 量 小 的 优点 ,而且 我 们 证 明了 
题目 给 出 的 条 件 不 仅 对 结论 是 充分 的 而 且 也 是 必要 的 . 

例 11 (第 25 届 IMO 候选 题 ) 求 LCV29 十 V21)3] 的 末 两 位 数码 . 

解 考虑 av, 一 (V29 十 V21)2 十 (V29 一 V21)2 二 (50 十 2 V609)" 十 (50 一 
2 V609)", 则 a 的 特征 根 为 rs = 50 士 2 V609,7i 十 rs 二 100,rirs 二 64, 故 特征 方程 
7 一 100r 十 64 二 0, 所 以 a, 满足 下 列 递 推 关系 z : 

dr2 = 100a 一 64a (2 = 0,1,2,.). QD 
且 ao 一 1 十 1 一 2,al 一 100， 应 用 数学 归纳 法 及 知 对 一 切 n 二 0,1， 2,…a" 皆 为 整数 . 
又 0 二 (V29 一 V5)” 一 1, 故 [(V29 十 VI)”] = a 一 1, 并 且 由 有 

0 三 一 040 三 6a 二 6a "a0 一 2。6 (mod100). 

因为 6 二 1296 三 一 4(mod100) ,所 以 

ao 三 2( 一 4)248 = 247 一 (224)20 。217 ， 
而 由 于 22 一 4096 三 一 4(mod100) ,224 二 16 二 2 Ws 

py = (24) 。 2 = 2 = (2 )1 . 2 = (24)4 站 

三 22 。25 王 一 4X32 三 一 128 三 72(modl00)， 

BH asos 的 末 两 位 数 是 72, 从 而 L( V 29 十 V 21)'1] 二 Qe 一 1 的 林 两 位 数 是 71. 
例 12 是 寿 存 在 无 穷 多 对 不 同 的 互 素 正 整 数 (a,5) ,使 得 ab | a? 十 好 十 1 
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分 析 ” 如果 这 样 的 无 穷 多 对 正 整 数 存在 ,那么 可 设 其 中 一 部 分 (或 全 部 ) 为 (ov， 
p,)(n = 1,2,…). 我 们 从 最 简单 的 情形 (a1 ,61) 二 (1,2) 开始 ,并 使 ws 一 ,逐步 试 算 
可 得 下 表 : 


尝 冰 请 山 亚 性 演 加 潍 业 O 


从 上 表 中 我 们 发 现 了 递 推 关系 2 十 品 十 1 = 3awb,, 且 取 ar = 6, 则 由 asii 十 
pb 二 34rpiban 可 算出 0. 例如 已 算出 as = 二 5,63 一 13, 则 取 a 一 13, 由 13 十 入 十 
1 二 3 X 130 可 解 出 = 5( 低 去) 或 6 = 二 34. 

为 了 寻求 w 的 构造 规律 ,我 们 么 过 观察 发 现 41 一 1 ,as = 2,dn2 一 3 一 an 一 
1,2,…)，, 此 式 也 可 用 待定 系数 法 , 设 as 一 如 二 94， 骨 利 用 dl 二 1,a2 一 2,as 一 5， 
au4 二 13 算出 pp 二 3,g 二 一 1. 

解 ”首先 ,我 们 证 明 下 列 引 理 : 

引 理 ” 议 ai 一 1as 一 2,arh 二 3Qrti 一 Qn(n 一 1 2 0)， 则 

3aa 一 4 十 cc 十 1 (2 一 2 …). 

证 明 2 王 1 时 ,3aias 一 3X1X2 王 6 一 1 十 2 十 1 一 af 十 a 和 十 1, 结 论 成 立 . 

设 n 二 上 时 结论 成 立 , 即 JaukakrHl 一 0 十 CH 十 1, 则 m= 二 有 十 1 时， 

3akataz 一 den (3a CO— ar) 一 9atl — 3ap1ax 

一 《3akHl 一 CD) 十 Saprias — a 一 akt2 十 (akti 十 ax 十 1) 一 GE 
一 Qkt2 十 QH 十 1. 
即 二 十 1 时 ,结论 成 立 , 于 是 引 理 得 证 . 

取 (a ,0) = (a sar) 一 112)， 这 样 的 正 整 数 有 无 穷 多 个 不 同 的 对 ， 且 由 (ai， 
a2) = (1,， 2) = = 1 Ra = 3ann 一 各 ,和 用 笋 二 内 纳 法 男 证 (ga, ,0mm》 一 一 1， 且 满 足 
ab =anQdnil 整除 a? 十 上 十 1] = 二 at 十 aas 十 ] = 3anb, 二 3ab. 

注 ”本 题解 法 的 关键 是 经 过 试 算 求 出 几 组 符合 条 件 的 (a,5) 时 ， 再 从 中 发 现 其 递 
推 关系 ,从 而 找 出 无 穷 多 个 满足 条 件 的 (a,6) 对 . 一 般 当 我 们 对 一 个 一 般 性 问题 无 从 人 
手 时 ,可 考虑 从 特殊 、 人 简单 的 情形 入 手 , 探索、 作 现 其 中 的 规律 ， 估 而 找到 解决 辣 题 的 
途 生 . 

(5) 分 类 和 分 步 讨 论 的 方法 

对 于 一 个 比较 复杂 的 初等 数论 问题 ,常常 应 按照 问题 的 实际 情况 分 成 ,类 (或 n 


半 冰 测 油 否 王 让 汪 进 由 江 汝 C 


步 ) 进行 讨论 和 解答 ,将 其 综合 起 来 就 得 到 了 原 问题 的 解答 
例 13 《第 13 届 CMO 题 ) 求 所 有 大 于 3 的 自然 数 , 使 得 1 十 Ci 十 CG 十 CG 整除 


22000 


解 ” 因 为 2 为 素数 ,因此 本 题 等 于 求 自然 数 n 放 >3, 使 1 十 GG 十 CG 十 Cx 二 2 (kE€ 
N, ,1 过 之 2000) ,而 z 


1CI Ce Cs 一 1 十 n(n 十 了 十 二 n(n 十 1)(2n 十 1) 


= 十 D(C 一 2 十 6)， 


故 有 (十 1)(2 一 2 十 6) 一 3X24 作 代 换 盖 2 十 1 得 
mm 一 372 十 8) = 3 XxX 22!, 
于 是 m | 3X 2 , 疏 m 只 有 下 列 两 种 可 能 情形 . 
() 若 加 = 二 2m 放 4,5 宇 3), 则 m2 一 3m 二 8 二 3X2'(€N). 
如 果 s 宇 4; 那么 3X2 = (2 一 3。 2 十 8 三 8(modl16)， 
由 此 得 上 一 3, 从 而 mr 一 3m 十 8 二 14, 即 rx(m 一 3) = 16， 
这 不 可 能 , 改 只 有 5 二 3,m 二 8, 即 n 二 7. 
(2) 夺 区 二 3X2m 计 4d 宇 有 D,) 则 mm 一 3 十 8 一 2 € N)， 
如 果 太 宇 4, 那 么 27 二 (3 X 2*)? 一 3(3X2*) 十 8 寺 8(mod16)， 
由 此 得 v= 二 3, 从 而 mm 一 3m 十 8 = 二 8, 即 区 (mm 一 3) 二 0， 
这 也 不 可 能 . 又 == 1 或 2 时 , 即 m 二 3x2 或 m= 二 3X2 时 ,不 可 能 使 m? 一 3m 十 
8 一 2 成 立 . 
当 x 一 3 好 和 天 3X2 一 24 时 和 三 了 一 1 一 23. 
男 一 方面 ,n 一 / 时 ,14C7 十 CC 十 CC 一 2 | 2 ,nn 一 43 时 ,1 十 C23 十 人 C23 二 C23 一 
211 | 22000. 
故 本 题 所 求 的 n= 二 7 和 n= 二 23. 
例 14 (2002 年 澳大利亚 数学 奥林匹克 题 ) 设 整 数 nn 和 9g 满足 nn 宇 5,2 志 gg 声 n， 


证 明 ;:g 一 整除 [2 二 ], 其 中 [xz] 为 不 超过 z 的 最 大 整数 . 


证 明 。” 当 g 二 n 时 , 则 gCg 一 | (x 一 D1, 所 以 (gq 一 1) 和 -Tl 


d 
当 g = n 时 ,分 两 种 情形 讨论 : 
(1) 者 9 为 素数 , 则 由 威 尔 进 定理 有 (nn 一 1)! = 一 1 圭 n 一 1 (modn) , 
义 因 为 (nm 一 1)1 寺 0 二 nn 一 lmod(n 一 1); 且 (n,n 一 1) 一 1, 故 有 
(nC—1)! = nn 1(modn(n— 1)). 


262 | 0 oe 、 1 


上 了 


3 b> 
EL 


于 是 存在 整数 ,使 得 (x 一 1)!1 = (xn 一 1) 十 (n 一 1)， 
故 [ 一 一] = [k(n 一 ]) 十 2 一 +] = k(n 一 1) 可 以 被 9 一 1 = 一 1 整除 


(2) 硅 9 为 人 台数, 设 是 n 的 最 大 妹 因 数 , 且 ?= pm; 则 1 过 mr 二. 因为 m|n 且 
(01 一 1) 二 1; 所 以 mr 过 nn 一 2. 同 理 p 过 nn 一 2， 

若 记 与 m 不同, 则 pp 和 mm 都 在 (x 一 2)! 二 1x2x3X…X (一 2) 中 的 2 一 2 项 
因数 中 出 现 , 所 以 ,n= 二 pm | Gx 一 2)1, 即 nxn 一 | (x 一 DD)1,; 故 gq 一 1 二 (x 一 1) | 


1 [和 一 ,结论 成 立 


天 

在 沪 与 刀 相 同 , 则 ”一 六 , 因 ”>>4, 故 加 天 2, 于 是 大 天 22. 又 因为 (22,m) 一 轧 ， 
(n 一 1,7) 二 1, 所 以 2p 关 nn 一 1, 于 是 2p 过 nn 一 2, 且 pp 与 2p 都 在 1 一 2)1 一 1X2X…X 
(2 一 2) 中 的 nn 一 2 项 因素 中 出 现 , 从 而 2p? | (nn 一 2)1, 即 有 n(x 一 1) | (n 一 1)1, 结 论 
仍 成 立 . 

注 “本题 中 除了 用 到 分 类 讨论 的 方法 外 ,关键 性 的 一 步 是 用 到 威尔逊 定理 . 一 般 
与 阶乘 24 有 关 的 整除 性 问题 要 联想 到 威尔逊 定理 , 而 与 守 a" 有 关 的 整除 性 问题 则 要 
联想 到 费 尔 马 小 乍 理 和 欧 拉 定理 . 

例 15 (莫斯科 第 45 届 数 学 奥林匹克 题 ) 试 求 出 一 切 可 使 。2" 十 1 被 3 整除 的 正 
整数 7 

证 明 ”因为 317m。2" 十 1em 。2" 三 2(mod3) ,而 

当 n = 6k 二 1(k = 0,1,2,…) 时 ， 

ne 2" = (6k1) .2 一 (2 十 2)，4 二 2。(3 十 1)* 三 2(0mod3); 

当 n 二 6 十 2(k = 二 0,1,2,…) 时 ， z 

ne 2" 一 (6 十 1) .22 一 (248 十 8)。42 二 8.1*==2(mod3); 

当 7 一 6 十 3( 二 0,1;2， 7 时， 

ne 2 =— (6 3).。 2 = 0(mod3); 

当 n = 6k+44(k=0,1 ;2，"…*) 时 ， 

ne* 2” = (6k 4) .2 = 1 。432 = 1342 = ] (tnod3) ， 

当 n 二 6k 十 5(k 一 0,1， 2 “) 有 时， 

n* 2" = (6k++5). 25 =2 .0 (341 .2=4=1(mod3); 

当 n = 6k(k = 0,1,2,.…) 时 ， 

ne 2”— 6k.。 2% = 0(mod3). 
故 由 以 二 可 知 当 且 仪 当 n= 二 6k 十 1 和 6k 十 2(k 二 0,1,2,…) 时 ,n。2" 可 被 3 整除 . 

2. 不 定 方程 的 求解 

(1) 代数 式 的 恒 等 变 形 ( 如 因 式 分 解 . 配 方 . 换 元 等 ) 方法 


污 冰 效 病 下 生性 涟 十 同 池 沽 oO 


芝 冰 部 凋 革 开心 注 洪 同 尘 闻 C 


本 qi 坪 龙 < rr 
例 16 (美国 第 44 局 高 中 数学 考试 题 ) 方程 生 十 < 二 1 的 正 整 数 解 (m,n) 的 个 数 


是 (  )， 
A.1 B. 2 C.3 D. 4 


E. 多 于 4 个 
解 ” 选 DD 理由 : 因 m,n 都 是 正 整数 用 过 1, 也 二 1, 即 mm 之 4,n 之 2 又 方程 和 十 


一 1 等 价 于 (m 一 4)(n-2) 二 8, 故 只 需 找 出 8 分 解 为 正 整数 乘积 的 所 有 方式 , 即 1。 


2 。4,4。2,8。1. 它们 对 应 着 4 组 解 Gxm,n) 一 (5,10),(6,6),(8,4),(12,3). 故 先世 


例 17 (1991 年 日 本 数学 奥林匹克 预赛 题 ) 满足 一 二 十 一 + 1551 的 


A 
n 
8， 


解 ” 显然 工 十 1,y 均 大 于 1991, 原 方程 化 为 

(ZX 十 1 一 199])(y 一 1991) 二 1991 X1992 二 2 。3。11。83。181. 
ZX 十 1 一 1991 可 为 上 式 左边 任 意 因数 ,因此 zz 的 个 数 等 于 1991 x 1992 的 正 因数 的 个 数 ， 
即 (3 十 了 (十 了) 十 DD 十 1) (十 1) = 25 一 64. 故 符合 条 件 的 正 整 数 解 (z,y) 有 64 
组 . 

例 18 (全 苏 第 25 届 数 学 奥林匹克 题 ) 求 方程 组 的 整数 解 : 

XY —Z% = 3， 

(2 十 二 1. 

解 ” 原 方程 组 两 边 平方 得 

本 2 — 4ryzt 二 4yt 一 9， 


SO 


Tt 2ryzt yz = 1. 
Q@ 十 2 XxX 名 ,整理 得 Cx? 十 2y) (xz: 十 212) 一 11. 
因而 十 2y = 二 1 或 zz 十 2 二 1. 
(1) 由 十 2y = 二 1, 得 y= 二 0,Xx 二 十 1, 从 而 由 原 方程 组 得 == 士 3,t = 土 1. 
(2) 由 zz 十 2f 二 1, 得 t = 二 0,z 一 十 1, 从 而 由 原 方程 组 得 x 一 士 3,y 一 士 1， 
经 检验 知 原 方程 的 解 只 有 4 组 ,它们 分 别 是 (zx,y,z,t) = 二 (1,0,3,1),( 一 1,0, 一 3， 
—1),(3,1,1,0),(— 3,—1,—1,0). 
例 19 (全 俄 第 18 届 数 学 奥林匹克 题 ) 求 方程 2*11 十 y? = z? 的 素数 解 . 
解 。 由 已 知 方程 得 257 三 (zz 一 y) (z > y). 
上 收 有 之 一 yy 一 22， 


z 十 y 二 2， 


其 中 EZ 且 0<<k 过 x 十 1 一 k, 即 0 过 之 王 寺 ,由 此 解 出 


zx = 2 -2 y= 2 2, 
车 上 一 1 宇 1, 则 xz 一 k 汪 > 衣 一 1 之 1,wz 不 可 能 同 为 素数 . 若 k = 二 1, 则 

yy 一 2 一 jz 一 2 十 1. 
因 2 一 一 1,2,2 十 1 是 三 个 连续 的 正 整数 ,其 中 必 有 一 个 被 3 整除 ,但 2 一 不 能 被 
3 整除 , 则 只 有 y 被 3 整除 或 者 z 被 3 整除 . 

石 >》 被 3 整除 , 则 y= 3,z = 二 3,z 二 5. 

各 zz 被 3 整除 , 则 > 一 3,z= 2,y = 1 不 是 素数 . 

因此 ， 方程 的 素数 解 为 x 二 3,y = 二 3,z 二 5. 

(2) 同 余 法 (包括 奇偶 性 分 析 ) 


同 余 法 就 是 对 等 式 两 边 取 特殊 的 模 建立 同 余 式 (特别 地 , 模 为 2 时 即 为 奇偶 性 分 | 


析 ) ,缩小 变量 的 取 值 范围 ,从 而 得 出 不 定 方程 的 整数 解 或 导致 矛盾 判定 其 无 解 . 
例 20 〈1992 年 加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ) 求 满足 方程 1 = = 17* 的 正 整数 
解 (zyyyz). 
“人 解 ” 因 为 8 寺 0(mod8),17:* 二 1* 二 1(mod8), 于 是 由 已 知 方程 得 15， 
1(mod8) ,可 见 y 为 偶数 . 
又 因为 8 三 1(mod7),15> 二 1(mod7), 于 是 由 原 方 程 得 17* 三 2(Cmod7) , 即 3* 三 
2(mod7) ,从 而 必 为 个 数 . 
再 因为 177 寺 (一 1)7 二 1(mod3),15” = 0(mod3) ,从 而 8 三 1(mod3) ,由 此 知 > 
也 为 偶数 . 
设 工 = 2k,y 一 2m,z 二 2n, 则 有 
2 — (17" 一 15")(17" 十 15”)， 
从 而 有 17" 一 15” 一 2:， 
17" 十 15” 一 2 一 ， 
由 上 < 一 6 一 上 得 1 委 上 一 3 中 十 四 得 
2 .。17" = 2:(2%2 + 1). 
而 6k 一 2t 放 0, 故 2?! 十 1 为 奇数 ,于 是 由 回 得 1 = 二 1. 
代入 中 得 17" 一 15”= 2. 


| 


© © 所 日 


如 果 台 x 宇 2, 那 么 15” 二 0Cmod9). 当 nn 为 偶数 时 ,17" 二 1(mod9), 当 nn 为 奇数 时 ,17" = 


8 (mod9), 所 以 当 关 之 2 时 四 不 成 立 , 因此 当 且 仪 当 mx = 1,n = 1 时 名 有 人 解 .此 时 由 
@ 知 = 1. 于 是 , 原 方程 只 有 惟一 一 组 解 (zy,z) 二 (2,2,2). 

例 21 是 否 有 整数 m 和 nn, 使 得 5mi 一 6nm 十 772 一 2005? 

解 ” 已 知 方程 可 化 为 25m? 一 30mm 十 35n?: 一 5。2005， 


洒 冰 离 亲 于- 玫 恬 涟 沽 加 水 姜 O 


法 站 商 凋 车 正 心 汪 二 同 并 交 O 


《577 — 37)° 十 261 一 5 。2005， 


从 而 Gm 一 3n)? 一 一 2622 十 5 。2005 二 2(mod13). OQ 


但 对 任意 + 二 0， 十 1, 士 2, 士 3, 士 4, 士 5, 士 6(mod13)， 


二 是 平方 数 (5m 31) 过 2(mod13) ,这 与 中 蔬 盾 , 故 已 知 方程 没有 整数 解 . 


例 22 (2003 年 中 国 国家 集训 队 测 试题 ) 正 整 数 不 能 被 2.3 整 除 ,日 不 存在 非 负 整 
数 a,b, 使 得 | 2 一 3 | 二 nn, 求 的 最 小 值 . 

解 ” 因为 12: 一 3 | 二 1,| 22 一 32 | 二 5, | 2 一 32 | 二 7, | 2 一 3 | 二 11, 124 一 
3 |= 13,| 2 —3 |=17, 12 一 3 |=19, 12 一 3 | 23, | 2 一 3 | 一 25，| 25 -一 
3 | 一 29, | 2 一 3 | 二 31, 故 所 求 1 的 最 小 值 不 小 于 35. 

其 次 ,我们 证 明 不 存在 非 负 整数 a,b 使 | 2 一 3 |= 35. 用 反 证 法 ,大 不 然 , 则 存在 
韭 负 整数 a,5 使 | 2 一 3 |= 35. | 

(1) 车 2 一 3 = 一 35, 因 2 > 35, 故 a 之 6. 等 式 两 边 模 8 得 一 3 二 3(mod8), 即 3 二 
5C(mod8). 但 3* 二 1(mod8) ,3 二 3(mod8), 故 此 时 不 可 能 . 

(2) 若 3 一 2 二 35, 因 3 汪 35, 故 5 宇 4. 等 式 两 边 模 9 得 一 2 = 一 1 (mod9), 姑 
2 二 1(mod9), 而 : 

24 = 1(mod9) ,2H! = 2(mod9) ,2%1 = 4(mod9), 

2 = 8(mod9) ,2%*1 = 7(mod9) ,2%® = 5(mod9). 
故 a = 6k(& 为 非 负 整数 ), 所 以 3 一 8* = 35. 再 两 边 模 7 得 3; 二 1(mod7), 而 

34% = 729* = 1(mod7),3%*+1 = 3(mod7),3** 一 2(mod7), 

3%13 = 6(mod7),3*+1 二 4(mod7), 3%+5 = 5(mod7)， 
故 65 二 6k'(k 为 正 整 数 ), 所 以 3% 一 2% 一 35, 即 

(3% — 2%)(3% 二 2*) 一 35 一 5X7. 


33& Di 一 1] 33k -DB -一 5 ， 
因此 |3w 2 — 35 ” a 十 23 一 7. 
解 方程 组 得 | 或 | 2 这 均 不 可 能 
2… 一 17 2 一 ]， 
综 上 可 知 nmn 一 35. 
(3) 不 等 式 佑 值 法 


了 | 特别 地 ,如 果 变 量 在 


例 23 (1988 年 北京 市 教学 竞赛) 求 满足 方程 TT 二 2X7y 十 3y 一 2X7 十 y 十 1 二 0 


专 题 研 究 系 


解 ”把 已 知 方程 化 为 关于 x 的 二 次 方程 
Xx 十 2(y 一 1)x 十 (3y 十 y 十 1) 二 0. 
若 方 程 有 整数 解 , 则 其 必要 条 件 是 和 二 4[(y 一 :一 (3y 十 y 十 1) 守 0， 


由 此 解 得 一 福生 y < 0. 由 于 是 整数 ,所 以 y= 0, 一 1. 


对 yy 一 0 时 , 刀 一 27x 十 1 一 0 之 一 1 二; 

当 yy 一 一 1 时 ,z: 一 4r 十 3 一 0, 过 一 1 一 3. 

所 以 ,满足 已 知 方程 的 所 有 有 序 整 数 对 为 

(zy) = (1,0),(1,—1),(3,— 1). 

例 24 (加 拿 大 第 15 届 数学 奥林匹克 题 ) 求 满足 方程 wi! 二 x! 十 y! 十 z1 的 所 有 正 
整数 解 . z 
解 ” 不妨 设 工 宇 y 宇 z 0, 依 题目 条 件 有 有 w 二 > 工 ; 从 而 ww 宇 工 十 1, 故 

(Xz 十 D1! 夺 wl = 二 x1 十 y!1 十 zl 荆 3x1， 
好 XZ 十 1 过 3,X 芝 2, 瞩 z= 二 1 或 X= 二 2. 

(1) 若 区 二 1 则 yy =z 二 1 这 时 wl = 二 11 十 11 十 1!1 = 3,w 无 解 . 

(2) 大 区 = 二 2;y 二 2,z 一 2,) 则 wl! = 二 21 二 21 十 21 一 6 二 31,w 二 3. 

(3) 帮工 二 2,y = 二 2,z 二 11, 则 wl = 二 21 十 21 十 11 = 二 5,w 无 解 . 

(4) 右 区 二 2,y 二 1, 则 z= 二 1, 这 时 wl = 二 21 十 11 十 11 一 4,w 无 解 . 

所 以 原 方程 只 有 惟 一 一 组 解 区 二 2,y = 二 2,z = 二 2,w 二 3. 

例 25 (第 28 届 IMO 候选 题 ) 已 知 过 一 一 2272,y 一 103 十 10:c 十 106 十 az 一 1 
适合 方程 wz 十 by 十 cz 二 1, 这 里 a,6b,c 是 正 整数 ,ae 二 5 二 c, 求 vy 

解 由 已 知 得 (1000 十 100c 十 108 十 a) 十 c 一 2272a 一 1 一 0. 

在 2 之 4 十 2, 则 < 之 “十 3, 由 上 式 得 

0 宇 (a 二 2)[100 十 l00(a 十 3) 十 l0(a 十 2) 十 aj] 十 (a 十 3) 一 22724a 一 1 

— llla’ — 729a -+ 2642. 

记 w 二 11la 一 729a 十 2642, 即 111a: 一 729a 十 (2642 一 wu) = 二 0, 故 由 A 二 729? 一 4xX 
“111 x(2642_ wu) 之 0 得 


4X111 x 2642— 729: 
4 之 4x111 >0， 


于 是 出 现 了 0 二 0 的 万 慎 , 所 以 8 三 ca 十 1 设 c 王 4 十 2 十 如 则 由 c 全 2 一 < 十 1 知 上 之 
0, 于 是 
0 二 (a 十 1)[1000 十 100(a 十 2 十 习 十 lJ0Ca 十 1) 十 aj 十 a 二 2 二 1 一 22724a 一 1 
一 ]1la? 十 (100t 一 950)a 十 (1211 一 101z). 
右上 之 2, 则 
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半 冰 证 并 下 皇 性 累 浊 辣 入 汲 O 


0 之 11lla? 十 (200 一 950)a 十 (1211 十 202) 
= 1lla’ — 750a 十 1413. 

记 v 二 11la 一 750a 十 1413, 即 11le 一 7504 十 (1413 一 v) 二 0, 由 A=750? 一 4X 

111 XxX(1413 一 vv) 宇 0, 得 


4X111X1413 一 7502 
7 全 4x11l 之 0， 


同样 出 现 0 守 > 0 的 矛盾 ,所 以 1 二 0 或 1. 
当 t 二 1 时 ,6 二 a 十 lyc 二 a 十 3,; 则 111la? 一 850a 十 1312 = 二 0, 此 方程 无 整数 解 . 
当 +1 二 0 时 ,6 二 a 十 1yc 二 4 十 2, 则 111a? 9504 二 1211 = 0, 即 (a 一 7)(111a 一 
173) = 0. 
又 a 为 正 整数 ,所 以 a 二 7,6 二 8,c 二 9， 于 是 y 二 1987. 
例 26 (第 6 届 CMO 题 ) 求 满足 下 述 方程 x* 一 y= 二 zyz 十 2241 的 所 有 正 整 


数 解 (TX,y,z,n), 这 里 7 守 2,z 过 5。2%, 


解 设 正 整数 组 (z,y,z,2) 满足 方程 
Xt yt 一 《yz 十 22et1. 中 
则 显然 有 zz 一 >y 盖 0 有 旦 并 与 y 的 奇偶 性 相同 . 


人 否则 ,大 i 与 y 一 为 奇数 ,一 为 偶数 , 则 (QD 式 左 边 为 奇数 ,右边 为 偶数 ,矛盾 . 


于 是 工 一 之 2. 

(1) 当 > 一 1,z 之 4 时 ， 中 化 为 2 一 1 二 吉本 2 

ZTCzZ” 一 z) = 2 十 1 四 
由 ?2,z 妇 5, 2 及 过 达 4 得 

T(x" 一 Z) 之 .4(42 一 5。22) 一 2442 一 5 。22n12 


= 2 (922 一 5。2) S21 。22 >> 22rH 十 1 
这 与 @ 矛盾 ,从 而 y = 1,z 之 4 时 ,方程 无 解 
(2) 当 y=1z=3 时 ,@ 化 为 3oH 一 1 一 3z 十 22rr， 


= 一 32 一 寺 (22 十 1). 
由 zx < 5 Dn 得 327 一 二 (2 十 1) 之 5 s 927 


37 < 5。 2 十 一 52 + 一 22[5 十 地 (2 十 高 )] 


3 


即 (>)” 二 6, 而 2 之 3 时 ，( -2 > (3 


2 


) = 全 之 6, 故 z<2. 又 已 知 x 之 2, 故 ?= 


> -一 32X2 一 二 (22 十 1) 一 70. 


经 检验 , (x,y,z,n) 二 (3,1,70,2) 是 中 的 一 组 解 . z 
(3) 当 y 关 2 时 , 电 Z 一 y 辫 2, 得 z 一 4. 又 z 魏 5。2”, 之 2, 故 有 
XXyz 一 OZ — ye) rly+2)”— yz| 
之 ZLy2 十 472y2m1 十 4rz(270 一 1 十 十 2 一 5。22y | 
DTeo 十 IT，22 十 放 40y2 区 十 400272 一 1)y2r 3 十 一 5。22 | 
全 十 2 十 2 人 5 力 82 十 42(02 一 1) 一 40] 
> yt! 十 22rHl ， 
即 Z” 一 2oyz 这 yy 十 22 ,这 与 矛盾 ,所 以 当 y 之 2 时 ,方程 无 解 . 
综 上 所 述 , 原 方程 只 有 惟一 一 组 正 整数 解 (x,y,z,n) 一 (3,1,70,2). 
(4) 无 穷 递 降 法 
无 穷 递 降 法 从 本 质 上 讲 是 一 _ 种 用 反 钙 法 表现 的 特殊 形式 的 数学 归纳 法 ， 它 育 先 由 
| Fermat 创立 并 运用 它 证 明了 方程 x' 十 y' = x! 没有 非 零 整数 解 . 其 证 明 的 基本 思路 是 
假设 方程 有 非 零 整 数 解 后 ,构造 出 一 个 无 穷 严格 的 递减 正 整数 列 来 , 而 这 是 不 可 能 的 ， 
| 得 出 的 矛盾 证 明了 原 方程 没有 非 零 整数 解 
例 27 (美国 第 5 届 数 学 奥林匹克 题 ) 确定 (并 证 明 ) 方 程 @ 十 所 十 c? = 二 a25 的 所 
有 整数 解 . 
| 解 ”显然 (ao ,bo ,co) 二 (0,0,0) 是 方程 的 一 组 整数 解 . 今 设 方程 还 存在 非 零 整数 
解 , 则 az 必 被 4 整除 . 事实 上 , 若 不 然 , 则 a,6 均 为 奇数 ,由 此 得 a? 二 三 1(mod4)， 
而 当 c 为 奇数 时 ,a 十 十 ?2 二 3(mod4), 当 ce 为 偶数 时 ,ce 十 多 十 c = 二 2(mod4), 均 使 
a? +4 十 0? 二 a282 不 成 立 . : 
又 注意 到 a 十 所 十 c 被 4 整除 当 且 仪 当 a,b,c 每 为 偶数 ,否则 a? 十 十 c? 被 4 除 
| 的 余数 恰 为 a,b,c 中 奇数 的 个 数 ， 
令 a 二 2a1,b 二 2b1,c 二 2c1, 代 入 原 方程 并 整理 得 
ai 十 好 十 cf 二 4af01. 
同 理 可 证 Q1 sbi sO 为 偶数 . Ia 一 2az ,0 一 220， ;C1 一 LC2 ; 则 | 
05 十 态 十 C3 二 16a$52. 
国生 征途， 下 全 全 
| ail G2 03 °° Ob 0 sc C2 9 C3," 
因 (a,b,c) 为 零 数组 ,假如 设 a 头 0， 则 有 无 穷 严格 递减 让 整数 列 lal,ia|, |as |,.: 
这 显然 是 不 可 能 的 ， : 
因此 ， 原 方 程 有 惟一 整数 解 (a,,c) 一 (0,0,0). 
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例 28 (第 29 届 IMO 题 ) 已 知 正 整数 a 和 4 使 5 十 1 整除 a 十 矿 , 求 证 :后 十 太 
是 某 个 正 整数 的 平方 . 

证 明 ”我们 只 需 证 明 : 当 有 & 不 是 完全 平方 数 时 ,关于 ap 的 不 定 方程 w 十 6b 二 
(1 十 ab) 没有 正 整数 解 (e ,0)， 

用 反 证 法 . 设 对 十 好 三 &ITTap) 中 有 正 整 数 解 , 则 可 从 9 的 所 有 正 整 数 解 (c， 
b) 中 选取 使 a 二 Tb 为 最 小 的 解 , 设 为 (ao » Do) , 且 不 妨 设 Uo 之 bo. 人 中 国定 k,b = bo , 考 
虑 关于 a 的 一 元 二 次 方程 


a — kboa++6—k=0,. ©O) 
已 知 oo 是 @ 的 一 个 根 ,假设 它 的 另 一 个 根 为 a1, 则 由 韦 达 定理 ,有 

Qao 十 al = kbo, : z (3) 

‘i 一 00 一 上 . (4) 


由 名 知 a 为 整数 ,由 @ 知 al 关 0, 人 盏 则 k= 6% 为 完全 平方 数 ,与 假设 不 合 . 由 于 bo 二 
0, 故 知 U1] 0 否则 aibo 一 1] 9 1 1 十 6 二 kl(aibo 十 1) 之 0, 从 而 1 一 bo 一 0, 闻 有 秆 . 这 
时 有 | 1 


a 一 l < ws 
UU | 

并 且 (ai ,po) 为 由 的 解 , 但 ai 十 am 过 ow 十 6, 这 与 ao 十 bo 的 最 小 性 矛 慎 . 故 玉 必 为 完全 
平方 数 ， 
(5) 构造 法 

构造 法 就 是 通过 构造 恒等式 或 构造 无 穷 递 推 数列 来 证 明 不 定 方程 有 解 或 有 无 穷 
多 组 解 . 

例 29 (加 拿 大 第 29 届 数 学 奥林匹克 题 ) 证 明 : 十 》 一 一 之 有 无 穷 多 组 整数 解 了 ， 
y, 之 ;其 中 TXTyz 天 0. 
30 30 _ 


证 朋 一 注意 到 (2 ) 十 (2 ) .一 (2 ) ,又 L2,5, 3 一 30, 7 一 15， 于 一 


10, 取 工 王 20。Aksy 一 24 kz 一 27。&0(CR 为 任意 整数 ) , 则 
Ty Oo 20 ok) (2 Rk) 一 (27 。AI0)3 一 23， 
故 (22 。k”,2;。ks,27。kM)(k EZ) 是 已 知 方程 的 解 ,从 而 已 知 方程 有 无 穷 多 组 整 
”证 明 二 注意 到 3 十 (一 1) 一 23, 故 取 工 一 3&5y 二 一 上 ,z 一 2k”, 则 
Ty 二 (3k 十 (一 kr)? = 8k™Y 一 (28R ) = 
故 (3 。A5 ,一 有 287)(R EZ) 是 已 知 方程 的 解 ,从 而 已 知 方程 有 无 穷 多 组 整数 解 
例 30 (2003 年 德国 国家 数学 奥林匹克 题 ) 证 明 ; 存 在 无 穷 多 对 正 整 数 a,b(a 二 5) 


满足 性 质 , (1)(a,6) 一 1; (2)a | 全 一 5503)0 | ca 一 5. 
2 5 — 
分 析 。 我 们 只 需 证 明 不 定 方 程 组 { “5 有 无 究 多 组 满足 (4,6) 一 1 的 正 台 


5 

数 解 , 经 实际 试验 计算 可 得 . 

(a1901) = (1,4) 时 ,ai 一 5 =—06,01—5 = 11la, 

(a2 ,62) = (4,11) 时 ,ai — 5 = b, ,bi — 5 = 29a,， 

(a3,03) = (11,29) 时 ,a$ —5 = 46;,061 — 5 = 76a;, 

(as;bs) 一 (29,76) 时 ,a? —5 = 296, ,651 —5 = 19904 ,°° 
并 且 观 察 序列 {a,} :1,4,11,29,76,199,… 发 现 它 满足 递 推 关系 ;ais = 3an 一 a,( 这 
个 关系 也 可 用 待定 系数 法 as 二 如 or 十 用 ai 二 1,az 二 4,as 一 1las 一 29 代 和 人 
解 方 程 组 得 p 二 3,9 二 一 1 而 得 到 ) 

证 阴 设 al 一 一 4,a2 一 11 ,a -一 3antl —an(nE IN ) ,我 们 证 明 a 一 一 Qn_1dntl 
(n 一 2，3，…)， 

事实 上 ,由 as 一 342 一 al 一 29 ,并且 由 


#1 -一 0 dnl 一 人 1 
< 一 一 全 一 3 一 2 一 (7 一 2,3,….)， 
Cr 二 1 Cn 


流 冰 亢 病 下 姓 怀 汉 进 后 并 交 oO 


| 得 aa 一 局 ) 一 aa 一 aa1)， 
故 ar 一 aaa 二 Qi 一 Qiann 二 "二 一 qa 二 4 一 1X1l=5， 
从 而 a 一 5 二 ariani1(n 一 2,3,*.…). z 
取 (c ,0 一 (aa 49 二 2,3,…), 则 易 知 ,(a,b) 二 1, 且 4 一 5 = 二 a2 一 5 二 1Qni 一 
Qarib 被 b 整除 , 关 一 5 一 ax 一 5 一 Casa 二 aniza 被 a 整除 (n= 二 2,3,…). 
综 上 所 述 , 便 知 绪论 得 证 . 
注 ax 一 5 一 Un—1 ntl 也 可 用 数学 归纳 法 证 明 . 


[ 解 题 思维 策略 分 析 


: 例 31 (2002 年 澳大利亚 国家 数学 奥林匹克 题 ) 已 知 多 项 式 pn) 二 m2 一 ni? | 
5n 十 2, 求 所 有 整数 ”使 p(n) 是 一 个 素数 的 平方 

分 析 ”将 p(n) 分解 因 式 ， 再 讨论 刀 (n) 各 因 式 的 各 种 取 值 情况 ， 从 而 求 出 间 是 的 
解 . 

解 轩 pO = Cn 2) 一 3n 十 1). 设 2 为 素数 ， 是 0D = 的 充 要 条 件 
A 一 十 p; 即 (rn 十 2) (nr 一 3n 十 1) 一 士 力 

这 只 有 两 种 可 能 : 

(Dn 二 2 二 土 1,n 一 3n 十 1 == 土 p， 


ol 
| | 1 271 


i 


六 站 离 凋 导 后 尾 当 进 司 六 沽 O 


MAE 


(2)7 十 2 = 二 十 p,m 一 3n 十 1 = 十 1. 

在 情形 (1) 下 ,n 一 一 1 或 一 3. 当 n= 一 1 时 ,nw _3n 十 1 二 5 为 素数 ， 当 n 一 一 3 时 ， 
nN 一 3n 十 1 二 19 为 素数 . 

在 情形 (2) 下 ,由 zw 一 3n 十 1 一 1 得 n= 二 0 或 n= 二 3, 由 太一 3n 十 1 二 一 1 得 n= 
] 或 n 一 2. 

当 n 一 0 时 ,n 十 2 为 素数 ; 当 n 二 3 时 ,n 十 2 = 二 5 为 素数 ; 当 n = 二 1 时 ,n 十 2 二 3 
为 聚 数 ; 当 n = 二 2 时 ,nn 十 2 二 4 不 为 素数 . 

综 上 知 n 的 一 切 可 能 值 有 5 个 ;一 1, 一 3,0,1,3. 

例 32 〈 意 大 利 第 19 届 数 学 竞赛 题 ) 设 ? 是 一 个 三 位 数 ,满足 100 委 ?< 委 999, 求 所 
有 nn, 便 得 m2 的 未 三 位 数 等 于 7 

分 析 依 题 意 有 1000 | x 一 n, 由 此 出 发 ,分 情形 进行 讨论 , 求 出 n 的 值 . 

解 。” 因 x 的 末 三 位 数 等 于 的 条 件 等 价 于 

1000 | (于 —n) = n(n— 1). 
因为 1000 = 23。5 ,又 (2 一 1) 二 1, 故 有 且 只 有 以 下 4 种 情形 

(1)n 是 1000 的 倍数 , 则 ”不 是 三 位 数 . 

(2)n 一 1 是 1000 的 倍数 , 则 ?不 是 三 位 数 . 

(3)n 是 23 的 倍数 ,而 2 一 1 是 5 的 倍数 , 设 2 王 2a 一 1 一 50, 则 23a 一 530 一 
1, 由 欧 几 里 得 驾 转 相 除 法 有 

125 一 15。8 二 58 一 1。5 十 3;5 一 1。3 十 2 和 3 一 上 上。L2 十 ]， 
于 是 1 一 3 一 1。.2 一 3 一 1。(5 一 1。3) 一 2。3 一 1。5 一 208 一 1。5) 一 1。5 一 

2。8 一 3J。pDp 一 8 一 3，。 (129 一 15，8) 一 47。 3 一 3。125. OQ 

故 (a,b) 二 (43,3), 从 而 n= 二 23 。47 = 376. 

(4)n 是 53 的 倍数 ,而 nn 一 1 是 2 的 倍数 . 设 n= 二 cn 一 1 二 23。d, 则 5 一 
2 。d 一 1, 则 由 人 有 

1 一 (8 一 3)。125 一 (人 (125 一 47)。8 一 D。1 25 一 78。8. 
故人 (cd) 一 (5,78) ,所 以 ?一 9。5 一 625. 

综 上 上 知 所 求 的 n 有 两 个 值 :n 一 376 和 nn = 625. 

例 33 (2002 一 2003 年 负 牙 利 数学 奥林匹克 题 ) 设 是 大 于 2 的 整数 ,a, 是 最 大 的 
n 位 数 , 且 既 不 是 两 个 完全 平方 数 的 和 ,又 不 是 两 个 完全 平方 数 的 差 . 

(1) 求 a,( 表 成 的 函数 ); 

(2) 求 n 的 最 小 仁 , 使 得 a 的 各 位 数字 的 平方 和 是 一 个 完全 平方 数 . 

分 析 我们 从 最 大 的 位 数 10" 一 1 开始 逐个 分 析 , 求 出 符合 条 件 的 最 大 的 nn 


\ 


解 ” 因 10" 一 1 是 最 大 的 位 数 , 并 且 


10*—1= 0—txo 
9 
_ 下 一 (9 一 -7 + 十 (9 一 - 
2 一 一 一 > 一 一 一 


9 一 1 9 一 了 一 : 
因为 9 与 二 (10" 一 1) 各 为 奇数 , 故 10" 一 1 可 表示 为 两 个 整数 的 平方 差 , 即 10" 一 1 不满 


足 条 件 . ~ 

下 证 10” 一 2 满足 条 件 . : 

车 10" 一 2 二 a? 一 矿 ,a;b 为 整数 , 则 a? 二 0 或 1(mod4),5 三 0 或 1(mod4), 故 
a 二 0,1 或 3(mod4), 但 10" 一 2 三 2(mod4) ,了 矛盾 . : 

车 10" 一 2 二 十 如, 则 a? 二 0(mod4) 或 a? 三 1(0mod8) ,天 三 0Cmod4) ,或 天 三 
l《mod8), 故 十 拓 志 0(mod4) 或 a 十 太志 1 或 2(mod8), 但 10" 一 2 二 2(mod4) 或 
10" 尘 6(mod8)( 因 nn 3) ,矛盾 . 

可 见 10" 一 2 满足 题目 条 件 , 故 a, = 10" 一 2. 

(2)a, 二 10" 一 2 中 有 1 一 1 位 数字 是 9, 个 位 数字 是 8, 由 9 (n 一 1) 十 = 二 记得 

8| (一 1) = (Ck 8)(k+8). 
因为 2 之 3 且 有 一 8 天 有 十 8(Cmod9) ,所 以 8| | (一 8) 或 8 十 8). 

者 8 上 (一 8), 则 kw 一 89, 生 8‖ (十 8)， 则 on 一 66. 

因此 ,nm 一 66. 

例 34 (第 41 届 IMO 候选 题 ) 设 2 是 正 整数 ,2 不 被 3 整除 ,上 之 站 证 明 : 存 在 
正 整数 m, 使 m 可 被 n 整除 , 且 它 的 各 位 数字 之 和 为 用 

分 析 与 解 ” 设 n=2。5p, 其 中 a,6 是 非 负 整数 ,是 (p,10) = 1, 只 要 证 明 存 在 正 
整数 M, 使 p | M 且 M 的 各 位 数字 之 和 等 于 .实际 上 ,这 时 只 要 取 M = M，。10° ,其 中 
c 之 maxftayp} 即 可 ， 

因为 (p,10) 二 1, 由 哆 拉 (Euler) 定理 ,存在 正 整 数 d 宇 2, 使 10! = 二 1(modp) ,于 是 
对 任意 非 负 整数 i,7 ,有 

10* = l](modp),10*1 = 10(modp). 


设 M= 10* 二 2 10, 则 M 的 各 位 数字 之 和 为 wu 十 v 当 woo 中 某 个 为 零 时 ， 
则 对 应 的 那 项 求 和 为 0) 且 M 王 wx 十 10vCmodp) 故 只 需 证 明 ,存在 u,v 使 


二天 和 生生 二 

由 te | He | : 绰 抽 i 

二 tt a i ut 汪汪 ; 
中 让 中 + tha: Hatin ks 
a td na 


壮阔 光 凋 导 卫 站 潍 痢 问 入 奖 O 


闻 冰 离间 于 丘 必 注 证 同 尝 省 O 


人 ee @ 
p|utl10v p | kd 9v. 
因为 (p,3) 二 1, 则 有 ,k 十 9m,k 十 18,…,k 十 9C(p 一 1) 中 必 有 一 个 被 p 整除 , 即 存 在 整 
数 v0 之 wo 过 2p 一 1) 使 p| 全 十 9v0). 设 w= 二 上 一 wo; 则 wo 十 ww 二 上 ,pp | 上 十 9vo，, 助 
uo ,vo 满足 只 , 故 由 前 面 分 析 知 M 二 M，10° 的 各 位 数字 之 和 为 & 且 m 被 n 整除 . 

注 ” 因 本 题 中 p 不 一 定 是 系数 , 故 不 能 用 费 尔 马 小 定理 而 只 能 用 欧 拉 定 理 . 利用 
10 的 方 秦 和 来 构造 所 求 的 正 整数 M, 既 便于 求 出 M 的 各 位 数字 和 和 ,又 便于 讨论 M 被 p 
除 的 余数 . 一举两得 , 正 是 解决 本 题 的 关键 . 

例 35 (第 40 届 IMO 题 ) 确定 所 有 的 正 整数 对 (n, 了 p)， 满足 是 一 个 质数 ,n 之 2p， 
且 (p 一 1)" 十 1 被 n7! 整除 . 

分 析 与 解 ” 显 然 (1,p),(2,2) 满足 题目 条 件 , 故 下 面 考虑 nn 宇 2,p 之 3. 因 为 (p 一 
1)" 十 1 是 奇数 ,所 以 也 是 奇数 ,从 而 nn 过 2p. 记 a 为 n 的 最 小 素 因 子 .由 nn | [Cp 一 
1)" 十 1] 得 (p 一 1)" 二 一 1(modg), 故 (p 一 1,g) = 1, 由 费 尔 马 小 定理 有 (p 一 1) 二 
pP 一 1C(modg), 又 由 9 的 最 小 性 有 (g 一 1,n) = 1, 应 用 斐 蜀 定理 知 存在 整数 ww 使 得 
ulg 一 1) 十 un 二 1, 于 是 / : 

p—1= (p11 a =| (po DN. |p 1) 二 1*。 (—1)" 

= (— 1 )"(modg). 
因为 n,g 为 奇数 , 故 由 ul(q 一 1) 十 w= 二 1 知 v 必 为 奇数 ,所 以 p 一 1 二 一 1(modg)， 即 
9 | 户 , 而 总 ,9 均 为 素数 , 故 g 一 思 且 9 | [Cp 一 了? 十 1] = Pp[p?? 一 Cipr3 十 … 十 

Cs P 一 C8” 十 1j, 而 在 上 式 右边 的 方 括 号 中 , 除 最 后 一 项 外 , 均 被 p 整除 ,这 说 明 pp 一 
1 <2, 即 p 志 3, 又 Pp 之 3, 故 p= 二 3, 又 p= 二 gl.n 且 nn 过 2p,; 所 以 n= 二 p=3， : 

综 上 所 述 ,所 有 的 解 为 (2,2),(3,3) 和 (1,p) ,其 中 p 为 任意 素数 . 


例 36 (第 6 届 CMO 题 ) 求 所 有 正 整 数 ,使得 pin(k& + [zs 2) = 一 1991. 
分 析 “利用 ac 一 1 天 [oj 所 ,化 为 不 等 式 求解 
解 由 a1< [ea]<a,Nmin(ke 十 [ks 7]) = 1991 等 价 于 对 任意 & EN 


大 十 部 之 k 十 [站 ] 宇 1991. | ©- 
且 存 在 如 € N+ ,使 得 名 十 丽 二 1992. © 
0 
由 有 k& 一 1991 有 十 n 守 0， 
有 1991) | » — 199L >0， 
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-六 


1991? ,,, 1991， 
n 之 7 (k 2 )“， 


要 使 此 式 对 任意 AE N4 成立 ,必须 且 只 须 FT — (8 和 的 最 大 


2 2 2 2 


1999 
2 


1991? oa 
一 (32 


2 
)2 一 1991 oo 二 967。1024,- 故 n 之 967。1024. 


由 (2) 到 ,存在 ko CE Nj. ,使 ko — 1992k6 十 ?2 < 0， 

n < 996 — (ks — 996)7, 
而 996* 一 (有 一 996) 由 最 大 但 为 996° 一 (322: 一 996)2 = 968 。1024， 故 有 
n < 968 。1024, 

于 是 ,967。1024 委 2 < 968 . 1024, 即 7 的 取 值 集合 为 {2 | 967 。1024 < 7 < 968，。 
1024,n EN,)}. 

例 37 (2003 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 三 角形 三 边 的 长 分 别 是 整数 1 m,n, 且 ! > 


r > 已 知客 1) 一 (让 一 { 癌 ), 其 中 人 x) 二 x 一 [xz], 而 [z] 表示 不 超过 x 的 最 大 
整数 ， 这 这 种 三 角形 周 长 的 最 小 人 
分 析 ”将 已 知 条 件 { 二 7)} = | i 为 模 的 同 余 式 去 讨论 


解 由 题 设 得 性 一 [37] = 一 1 一 [0 一 1 Cie 等 式 各 边 磁 10' 后 对 10 
取 模 得 : 

3 三 37 三 3"(mod]l10’ )€ 3 二 3 二 3 (mod2 )， 

3 三 3" 三 3" (mod54). (© 

因为 (3， 2) = 1， 由 @ 可 得 3 一 二 3”? = 1(mod2). : 

假设 “是 满足 ?= 1(mod24) 的 最 小 正 整数 ,那么 对 任意 满足 3" 三 1(mod24) 的 正 
整数 v 有 z 整除 v. 事实 上 ,车 丸 v, 设 v= 二 ku 十 r+, 其 中 ， 7 为 整数 是 0 一 +r 之 wu 一 1， 
则 3 三 3 二 3 二 1(0mod24) ,这 与 z 的 最 小 性 定义 矛盾 , 故 w | v 

注意 到 ,3 二 3(Cmod24) ,32: = 9(mod24) ,33 二 11](mod24) ,34 一 1(mod24), 故 一 
n 一 4 ,其 中 & 为 正 整 数 . 

同 理 , 因 (3,5) = 1, 由 加 推出 3” 二 1(mod51), 于 是 3 二 1(mod54) 现在 我 们 
求 满足 3* 二 1Cmod54) 的 正 整数 . 

因为 3 一 5 义 2 十 1 所 以 3 一 1 一 (5X24 二 1) 一 1 一 Cl 。 5X2 十 CS X 


2)? + OS X25RX2 HSkk 1) X52 + Shk(k— DR—2) Xx 


蒜 沁 磨料 民 卫 忧 潍 渤 同 渤 效 O 


等 汪 耕 煤 玻 卫 迟 溢 测 加 诗 收 O 


2 三 5 十 5 二。 [3 二 (一 1) X2 十 本 了 (一 1)(R 一 2) xX5 x 24 == 0(mod5’), 


即 外 十 5&k[3 十 (k 一 1) X27] 十 言 kCk 一 Dk— 2) XS X21 = 0mod5’), 
由 此 可 知 5 1k. 令 衣 = 二 5i, 代 入 上 式 得 
+4534 (5t— 1) x 2’] + 3t(5t—1)(5t—2) x 5 x 21 = 0(mod5’), 


Bz 二 5z[3 二 (5t—1) Xx2’|] 寺 0(mod5’). / 

由 此 得 5 |i, 令 1 = 二 525, 则 = 二 5t = 53s, 其 中 ;为 正 蓝 数 , 故 mx 一 n= 二 4& = 500s,s 为 
正 整 数 , 同 理 /一 n = 二 500r,r 为 正 整 数 , 且 由 :> 了 妈 盖 1 知 r > 5 于 是 三 角形 的 三 边 的 
长 为 500r 十 n,500s 十 n 和 nn. 由 于 三 角形 中 两 边 之 差 小 于 第 三 边 , 所 以 nn 之 500(7r 一 5) 
由 此 知 当 s = 1,r 二 2,n = 二 501 时 三 角形 的 周 长 最 小 ,其 值 为 

(500 X2 十 501) 十 (500 X1 十 501) 十 501 = 3003. | 

例 38 (1999 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 给 定 正 整 数 ”已 知 用 殉 数 为 正 整 数 的 & 欣 在 码 
和 一 台 天 平 可 以 称 出 质量 为 1,2,…,n 克 的 所 有 物品 . 

(1) 求 & 的 最 小 值 ; 

(2) 当 且 仅 当 7 取 什 么 值 时 ,上 述 Fn) 块 夸 码 的 组 成 方式 是 惟一 确定 的 ?证 明 你 
的 结论 . : 

分 析 ”应 注意 用 天 平 称 物件 时 , 夸 码 可 放 在 天 平 的 两 侧 这 一 基本 常识 ,我 们 就 不 
难 用 三 进 制 数 来 解决 问题 ( 若 限 定 重 物 在 一 侧 , 夸 码 只 能 在 另 一 侧 , 则 必须 用 二 进 制 数 
来 处 理 ). 

解 (1) 设 & 块 夸 码 的 质量 分 别 为 al ,az，……at，* 那 么 这 不 块 夸 码 可 称 出 的 质量 为 


大 
L 7 殉 物 品 , 则 > aiz 可 取 值 0,1,4,*°,n. 由 对 称 性 , 它 也 可 以 取 值 一 1], — 2,**， 
一 六 即 {2vaizi | x E (一 1,0,1)) 之 人 0, 土 1, 土 2,…, 士 示 , 所 以 


天 
zn 十 1 一 | 10, 十 1,*…， 二 nn? 委 | A Ti EE {— 1] ,0,1} | 声 3*， 


1. 之 > 


即 n 过 3 一 + 


二 , 则 之 m 


另 一方 而 二 mm 时 , 取 据悉 和 的 质量 为 4 一 1 ,az 二 3,…,ax 一 3 ,我 们 证 明 
用 这 中 块 夸 码 可 称 出 质量 为 1,2，… 7 的 任何 物品 . 为 此 ,我 们 只 须 证 明 , 对 任意 1€ {1， 


ss |: 
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2,…,n) ,存在 zi E (一 10,1)G 二 1,2,…,k), 使 ! = 2 
事实 上 ,对 任意 正 整 数 0 委 尹 委 3" 一 1 由 三 三 进 制 表示 可 知 ， 存在 y; € {0,1,2) 使 


p= 2 3 yy 
则 一 一 一 ,3"!y;— 3" 一 和 
i:= 1 f 


令 工 二 yi 一 1, 则 zz; € {一 1,0,1) ). 因此 


le 


入 闻 应 将 加 五条 涟 江 辣 渤 半 O 


都 存在 x; € {一 1,0,1), 使 /= 3 。 31. 


i 二] 


由 于 nn 之 汪 二 一, 故 对 一 切 满足 一 过 1 的 1, 也 存在 上 述 表示 . 这 就 证 明了 用 普 块 
苇 码 1,3,…,3" 可 称 出 质量 为 1,2，… 的 任何 物品 
综 上 可 知 ,k 的 最 小 值 fCn) 一 mm, 其 中 必 为 满足 一 <m < 一 于 -的 正 整数 


证 明 (2) 工 , 我 们 首先 证 明 当 天 汪 二 = 时 ,f(n) 块 奈 码 组 成 的 方式 不 惟一 ， 


3 


当 > 一 -7 L 一 2 一 芋 一 时 ,Foo = 和 ,由 (1 知 1,3,…,3”"! 就 是 夸 码 的 一 种 组 
成 方式 .下面 证 明 .1,3,… ge, 3”"! 一 1 也 是 一 种 方式 . 
若 1 声 之 1 过 2 二 1, 则 由 (DD 知 ,1 二 Sz 371 5x € (一 1,0,1)， 


1=—1] 


ne—1 
则 = >》yw，。3 十 0。(3”! 一 1). 
1 
了 — | 
着 一 <!l<n< 一元 则 3 一 ll < 二} 1 ,出 (1) 可 知 


/十 1 一 一 > ,x13 9; 全 {—1,0,1}. 
ti=] 


这 时 必 有 zu 一 1, 否 则 1 过 站 3m 一 1 一 3 一 一 1, 与 1 的 假设 矛盾 . 故 


i 二 1 


1 — + 
1 = A “3 站 十 1 。(3”™!1 一 1). 


所 以 当 n 关 汪 二 + 时 ,f(n) 块 硅 码 的 组 成 方式 不 惟一 . 


的 ;这 mx 块 夸 


半 净 离 音 薄 笑 业 演 油 回 入 症 O 


但 为 1,3,，…，3” . 
若 对 每 一 个 一 一 到- [过 一 ,都 有 1 一 Dj xiaisri € {—1,0,1), 


[一 ] 


即 { 2) xa | zi € (一 1,0,1})) 之 10, 填 1, 圭 9, 土 汪 二 


则 上 式 左边 集合 至 多 有 37 个 元 素 ,而 右边 集合 恰 有 3” 个 元 素 . 故 必 有 
/ (Yria, | Ti 和 {一 ],0,1)} 二 {0， 十 1， 二 4,…， 十 一 元 


it 一 ] 


从 而 对 每 个 一 二 /去 二 于 ,都 可 惟一 表示 为 


/ 一 Qi yi 和 《一 1,0，11. 


从 而 > 一 和 7 一 1, 故 》 (Xi 十 1a; 一 > za 十 Da, 一 > za 十 二 元 
令 vy， 一 Ti 十 ] yi 二 ‘0,1,2)} 9 由 上 敌对 每 一 个 0 > L 委 - 3” 一 1, 可 惟一 表示 为 i 一 
之 ,yy E40,1,2}. 特别 易 知 ,m 块 途 码 的 质量 两 两 不 同 ( 和 否则 表示 法 不 惟一 ), 故 不 


妨 设 1 < Ql <C as < < an 下 面 用 数学 归纳 法 证 明 ai = 371(l im). 
当 1= | 时 ,由 于 { > ya 一 {10,1,..…,3”"— 1} 中 最 小 数 是 1, 故 al 一 ]. 


假设 当 1 过 1 之 p 时 a; = 3 ,因为 ya, = > y3rt,y E {0,1,2) 就 是 数 的 三 
进 制 表示 ,因而 它们 恰好 等 于 0,1,2,…53? 1 

所 以 ,as RR E (0,1,2} 中 最 小 数 ,因此 apn == 37 

数学 妥 纳 法 可 知 = 3 (1 < m). : 

综 上 可 知 , 当 且 仅 当 二 


例 39 (北欧 第 17 局 妆 学 吉 案 是 求 所 有 三 元 整数 组 (x, yz) ,使 得 
TT 十 十 避 一 3Xxyz 一 2003. 
解 由 恒等式 as 十 娘 十 二 (a 十 5b 十 OC 十 下 十 一 中 一 一 oa) 


一 F(a 十 8 十 c)LCa 一 26) 十 (0 一 c) 六 十 人 c 一 a)2: ] ,得 


(ZX 十 y 十 z)[ (x 一 一 2) 十 人 一 2 十 (一 TD |] = 4006 二 2X 2003, 并 且 (x 一 »y)? 十 
(y — z)? 十 (z 一 工 )” 必 为 偶数 , 故 


EE | 
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十 y 十 Zz 二 2003， 

(1) 
(pa 一 2， 

并 十 y 十 z 一 上 ， 

或 (2){ Ce 十 (yy 一 xz) 六 十 (zz 一 Z) 一 4006. 
对 于 (1), 因 |Z 一 > ，| y 一 z|,| zx 一 工 | 中 有 2 个 为 1,1 个 为 0, 不 妨 设 z 委 yy 委 >， 
则 并 一 1 一 yy 一 z 或 过 一 yy 一 > 十 1. 当 zz 一 1 一 yy 一 2 时 ,3y 十 1= 2003 无 解 ; 当 工 = 
yy 一 z 十 1 时 ,3z 一 1 一 2003, 工 一 668. 由 对 称 性 ,这 时 有 三 组 解 (668,668,667),(668， 
667,668),(667,668,668). : 

对 于 加 有 (VC Dr 1D: 一 4006 ， 

妈 6z 十 6 光 十 6zy 一 6z 一 6y 十 2 一 4006, 由 此 可 得 2 三 4Cmnod6) , 丈 盾 . 

因此 , 满足 条 件 的 3 数组 (x,y,z) 为 (668,668,667)，(668,667,668)，(667， 
668,668)， 

例 40 (1992 年 加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 求 出 满足 方程 x* 二 1 十 4y*(y 十 2) 
的 所 有 整数 工 和 y. : 

解 (1) 和 苦 y 二 0 或 y= 二 一 2, 则 x = 二 1,x = 二 十 1. 

(2) 大 y 二 一 1, 则 x? == 一 3, 无 整数 解 . 

(3) 若 y 宇 1, 则 4y 守 1 这 1 一 4y. 

x 二 4y 十 8y 十 1 二 4y' 十 8y 十 4y = 二 (2y 十 2y)“， 

和 x 于 4y 二 8y 一 4y 十 1 = 二 (2y 十 2y 一 1)， 
即 介 于 两 个 相 邻 的 整数 的 平方 之 间 , 所 以 工 不 可 能 为 整数 . 

(4) 车 y 委 一 3, 则 1 一 4y>1>4[1 一 yy 十 2) 

Xx 二 4y 十 8 十 1 二 4y 十 8y 一 4y 十 1 二 (2y’ 十 2y 一 1)“， 

rz >4y +8y 二 41—yly+2)| = (2y t+2y—2)， 

同 理 知 zx 不 可 能 为 整数 . 

由 (1),(2), (3),(4) 知 , 方 程 只 有 4 组 解 

(Ty) = (1,0),(1,—2),(—1,0),(—1,— 2). 

人 (2003 年 韩国 数学 奥林匹克 题 ) 证 明 : 不 存在 整数 zx,y,z 满足 :2z 十 

ycy 二 zz,T 关 0. 

证 阴 若 y 二 0, 则 zz? = 2zx' 头 0, 于 是 zx? 不 可 能 为 完全 平方 数 ,无 整数 解 . 故 不 
失 一 般 性 可 设 z 汪 0,y0， 目 (x,3) 一 了 为 方程 的 组 整数 解 ,并 且 还 可 假定 zx 是 满 
足 上 述 条 件 的 最 小 正 整 数 解 - 

由 于 x 尘 0,1 ,4(mod8) ,可 知 工 为 偶数 ,y 为 奇数 ,注意 到 (z2)2 十 (zz 十 吧 )2 = x ， 
(十 站) 二 (TY,y) 一 1, 故 存在 一 个 奇数 p 和 一 个 偶数 g ,使 


半 池 订 炬 避 五 帐 洋 涝 回 洲 闭 OO 


村 冰 访 凋 秋 呈 屁 流泪 区 江 叔 oO 


xX’ 一 2 加 ,Tr ++y =p—g ,zx 一 pp’ 二 +g,(p,9) 1. 

因 为 Xx’ 一 - 2pg 日 (p,9q) -一 1, 故 存在 奇数 2 整数 bs, 使 p -一 Q 0 -一 21 ,从 而 有 
= 2ab,y =a!t—tdab —4b = 2a — (a’ + 260)’, 

于 是 (4 十 外 十 >) + (人 十 地 一 ) 一 a4, 


上 且 ( 生 士 玫 士 2， 2 yy) - 1( 因 为 (2,y) 一 1). 


故 存在 整数 St 其 中 5 全 ist) = 1 ,满足 


e+ ty gt 
a2 2 
或 “ 二 人 十 5 一 芒 ， +t 28 ,及 a 一 3 十 上 


于 是 a 十 26 = 二 一 十 25t 2 一 地 (5 一 上 十 24 一 a?) 一 六 [时 一 刀 十 2 一 (十 
万 ) | 一 1(s— 1). 由 于 (a,2) 一 1,(s,t) -一 1; 故 存在 正 整 数 mn, (m,n) 一 1, 使 s 一 t = 一 
101 二 到, 因此 a = 二 nt 十 (十 2 而 T= 二 2ab 一 2vVCG 一 ts tt) >2t>t= 


ni ,这 与 工 是 最 小 解 的 假设 和 矛盾 . 故 满足 原 方程 的 x,y,z 不 存在 . 
例 42 | 43 届 ™? 预选 题 ) 是 否 存 在 正 整数 ,使 方程 


二 二 于 十 十 南 一 5 让 有 无 组 正 整数 角 ? 
的 和 #4 4。 一 1 则 mn 一 人 
一 十 过 十 二 ll le _ 2 加 pla,sb,c) 


abc aa 二 pc apc(a 十 8 十 c)” 
其 中 oa 一 a:(b 十 0 人) 十 2(c 十 a) 十 cba 十 们 十 a 十 6 十 c 一 9abc 
一 十 Oa 十 (下 十 局 一 9 十 Da 二 + 十 Oe 十 1). : 
设 (zx,b,c) 是 pl(rz,b,c) = 0 的 一 组 解 ,有 是 zz 志 5 志 cc, 则 由 于 p(x,b,c) 三 0 是 关于 


z 的 一 元 二 次 方程 ,由 韦 达 定理 得 (y,6,c) 是 另 一 组 解 ,其 中 y 一 匀 填 1 > < 


今 g 二 a 二 2 一 1, 定 义 az 二 nt (> 1) ,我 们 证 明 {a,) (n = 2,3,…) 


为 严格 递增 的 正 整 数列 , 且 plawi,ar,ann) = 0(n 二 0,1,2,…). 
事实 上 ,因为 aza。 一 QnrQnrH 一 1 为 常数 ， 


故 Ci 时 2C 一 CC = dntldn 2 ~ nl Un, 


而 易 知 a, > 0 , 故 2t 十 an — Wn .a 2 
nt Qn - 一 。 


tn—l 


于 是 ， 当 nN 为 偶数 时 ， 


Bh 


Un 十 aw， — 


Crr-1 Un-3 A1 

当 n 为 奇数 时 ， 

4 十 ar ar 十 ar ,Ga 3 
Hn--1 Un—3 U2 


CQ — an2 (nn 为 偶数 ) ? 
3a，; 一 Qn_2 《1 为 奇数 ). 


Un 一 


由 ao 一 ai = 二 as = 二 1 和 上 式 并 利用 数学 归纳 法 易 知 {a,}, 当 nn 宇 2 为 严格 递增 正 整 数列 ， 
且 力 (ao ;Q1 42 ) 一 0. 由 前 面 推 理 和 数学 归纳 法 知 Plan-l 9 Cn 9 dnt-l ) 二 0. 


这 就 证 明了 , 当 m = 12 时 ， 原 方 程 有 无 穷 多 组 正 整数 解 (a,b,c) 一 (Qn rny 


Qnt1) (nn -一 1,2,3,..°). 


【模拟 实战 十 三 ) 


. (1994 年 上 海 市 高 三 沈 赛 题 ) 两 个 两 位 数 ,它们 的 差 是 52 ,它们 的 平方 的 未 两 位 数字 


A 组 


. 《1996 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 人 n, 使 Vp 十 十 Vn. 是 整数 的 质数 p ). 


A. 不 存在 只 有 一 个 
C. 多 于 一 个 ,但 为 有 限 个 D. 有 无 穷 多 个 


.《 美 国 第 47 届 高 中 数学 考试 题 )n 为 下 整数 ,各 2n 有 28 个 正 因子 ,3n 有 30 个 正 因子 ， 


则 6x 的 正 因子 个 数 为 (。 ). 


A. 32 B. 34 (. 35 D. 36 E. 38 . 
. (1990 年 福建 省 高 中 竞赛 题 ) 使 一 5n 十 4n 十 7 成 为 完全 平方 数 的 自然 数 的 取 

值 ( ). | 

A. 有 且 只 有 一 个 B. 有 有 限 个 ,但 多 于 一 个 

C. 有 无 穷 多 个 D. 不 存在 


,俄罗斯 第 29 届 数学 奥林匹克 题 ) 求 所 有 质数 p， 使 得 pp 一 y :十 1 成 立 ,其 中 z,? 是 


正 整数 . 


《1999 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 已 知 正 整 数 7 不 超过 2000, 并 且 能 表示 成 不 少 于 60 个 连 


续 正 整数 之 和 ,那么 这 样 的 n 的 个 数 是 


, 《1994 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 已 知 95 个 数 ai,as，,… ,aos ,每 个 数 都 只 能 取 十 1 或 一 1, 那 


么 它们 两 两 之 积 的 和 ”2，aia; 的 最 小 值 是 


li ji95 


条 汪 交 并 开 了 于 潍 沁 问 洗 闭 O 


洒 丫 离 凋 下 二 性 洋 直 四 六 尊 O 


加 及 
一 一 = 


相间 ， 则 这 两 个 数 是 

. 《2000 年 世界 城 际 间 数 学 联赛 题 ) 一 个 nn 位 数 的 立方 有 m 位 ， 9 nn 十 m 二 2001 可 能 
[39 

.《 俄 罗斯 第 25 届 数 学 奥林匹克 题 ) 是 否 存 在 19 个 具有 相同 数字 之 和 的 正 整 数 , 使 这 
些 正 整数 之 和 等 于 1999? 

10. (中 国 东 北三 省 第 2 届 数 学 邀请 赛 题 ) 求 出 所 有 下 整数 m,n, 使 得 Gm 十 2)” 一 wr 十 1413. 


OO 


DD 


B 组 


. 《1) 设 s(n) 是 nn 在 p 进 制 表示 式 中 各 位 数码 之 和 . 证 明 n! 中 舍 素 数 因 子 p 的 最 高 指 
n— s(n) 
数 为 一 1 
(2) 斌 确定 最 小 正 整数 n, 使 n! 的 结尾 恰 有 2005 个 零 
2. (美国 第 17 届 数 学 邀请 赛 题 ) 求 最 大 整数 ,使 钙 一 -3 十 号 是 整数 


3. (1994 年 中 国 国家 集训 队 考 试题 ) 求 所 有 由 四 个 正 整数 a,5,c,d 组 成 的 数组 ， 使 数组 
中 任意 三 个 数 的 乘积 除 以 剩 下 一 个 数 的 余数 都 是 1. 

4. (第 25 届 IMO 题 ) 求 一 对 正 整 数 a,b 满足 
(1)ab(a 十 2) 不 能 被 7 整除 . 
(2) (a 十 5b)" 一 a’ 一 65" 能 被 7 整除 . | 

5.〈 全 俄 第 12 届 数 学 奥林匹克 题 ) 证 明 :在 形 如 2 十 好 (naE N}) 的 数 中 ,有 无 穷 多 个 可 
以 被 100 整除 . 

6. (第 31 届 IMO 预选 题 ) 设 F0) = Fl) = 0, 上 且 Fo 十 2) = 4 Fa 十 1) 一 16r Fa 十 - 

2 (0n 二 0,1,2,…). 试 证 Fl1989) ,Fl990), 了 (1991) 都 被 31 整除 . 


pe 


7. (第 37 届 IMO 预选 题 ) 试 求 出 一 切 正 整数 a,6, 使 [全] 十 [ 乞 ] = [和 二 全] 十 


8. (1990 年 中 国 国家 集训 队 题 ) 求 出 所 有 小 于 10 的 正 整 数 M, 使 5 整除 1989* 十 Mise， 

9. 《第 33 届 IMO 预选 题 ) 证明: 对 任何 正 整数 ,存在 无 穷 多 组 整数 (xz, yy)， 满足 : (1)zx 
与 y 互 聚 ;(2)zx | (yy 十 m) 且 y | (zx? +m). 

10. (2002 一 2003 年 英国 数学 奥林匹克 题 ) 求 所 有 正 整数 4.bc, 使 其 注 必 (aD Cb) 一 
al BT 十 cl 
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1988 年 湖南 省 高 中 数学 夏令 营 试题 


第 一 试 


. 设 在 平面 上 有 6 个 点 ,其 中 任意 3 点 均 不 在 一 条 直线 上 ,如 果 我 们 用 线段 连结 其 中 的 
一 些 点 对 ,使 得 下 面 的 条 件 满足 :对 任意 3 个 点 ,其 中 至 少 有 一 对 点 没有 线段 连结 
( 即 任何 3 个 点 不 是 一 个 三 角形 的 三 个 顶点 ). 问 按 上 述 条 件 至 多 能 连 几 条 线段 ,证 
明 你 的 结论 . 

. L1543 与 42 ,4 为 两 组 互相 垂直 的 直线 (其 中 贝 X 2 /4 且 1 | 1),PQRS 为 内 接 


于 两 组 直线 的 苏 形 . 以 萎 形 PQRS 对 角 线 的 交点 M 为 中 心 ,将 莹 形 的 对 角 线 按 正 向 


旋转 a 角 , 分 别 交 两 组 直线 于 Pi ,Q ,Ri ,Si ,连结 之 ,得 一 新 的 内 接 于 两 组 平行 直线 
的 萎 形 PQRiSi. 试 证 对 任意 的 旋转 角 a, 所 得 到 的 菱形 都 彼此 相似 . 
. 议 a,bE Rt,nE€E NN,n 之 2, 求证 : 


a aibpdaT 6 +b & 十 中 > a 
7 十] 之 人 7) ,; 当 有 目 仪 当 a 二 5 时 等 导 成 立 ， 


第 二 试 


: 了 A(X) 为 定义 在 实数 集 R 上 的 实 值 消 数 且 满足 :对 任何 实数 x ,zx2, 当 | x 一 zz | 委 1 | 


时 有 | f(zxz) 一 f(z) | 声 1, 及 f(0) = 1, 证明: 一 | x | 过 f(x) | 过 | | 十 2. 


i bdr dT 
tia dha it lt 
由 a th ea nti, 
tl Isl eee 
et 


时 | 

] 
+ 
时 
1 


J : 
让 


计生 


芝 冰 亢 凋 薄 后 性 逃 进 司 江 泪 O 


芝 阔 济 凋 下 下 注 进 避 并 症 O 


5. 设 a 和 d 是 两 个 正 整 数 ,类 似 作 “ 杨 盗 三 角 ” 的 办 法 作 下 面 的 “三 角 ”; 


位 a 
-ad 2a a++d 
a + 2d 3a+d 3a++d a 2d 
a+3d da+3d 6a+2d 4a+3d a+3d 


< 十 (一 1)z a 十 (2 一 DZ 
“三 角 ” 的 作法 是 这 样 的 :第 n 行 共有 nn 十 1 个 数 ,其 首尾 两 类 都 是 a 十 (n 一 1)d, 其 余 
中 间 的 数 , 由 上 一 行 中 与 此 数 相 邻 的 两 个 数 相 加 而 得 (如 箭头 所 示 :4a 十 3d = (a 十 
2d) 十 《3a 十 d),6a 十 24 二 (34 十 d) 十 (3a 十 d) 等 等 )， 
(1) 证 明 第 n 行 各 数 之 和 为 24 十 (2 一 2d; 
(2) 若 第 nf = 的 数 之 和 等 于 1988,7 的 最 大 可 能 值 是 多 少 ?并 求 相应 应 的 a 与 d ,证 明 你 
的 结论 . 


f(z) 为 定义 在 实数 集 R 上 的 实 值 图 数 ， 和 对 任何 实数 z,y 有 


Fz 十 妨 十 7z 一 妨 十 F2z) 一 4FCz)FC= 六 fs )—1 (x ) 


日 f(1)=0. 

(1) 证 明 f(x) 是 偶 函 数 ; 

(2) 证 明 f(z) 是 周期 油 数 晶 求 其 周期 ，; 
(3) 对 任何 整数 , 求 f(n). 


EI 


— 


| 
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1990 年 湖南 省 高 中 数学 夏令 营 试 是 


1. 下 整数 能 被 1990 整除 ,是 恰好 有 12 个 正 因 数 ( 含 插 1 和 nn), 求 n. 


、 设 有 一 张 台球 桌 , 其 桌面 形状 是 正 1990 边 形 A1A2…Aiow ,一 个 球 从 A1A; 上 的 某 点 
Po 击 出 , 击 中 A,A; 上 上 的 菜 点 Pn, ;并且 依 次 碰 击 A:A， ,AAS AAA , AlA, 上 的 
P; , Ps,**. ,Plg89 » Pig90 , 设 PoAs = AA1A(0 < A 1), 一 天 FA: 一 以 

(1) 求 & 的 取 值 范围 ; 

(2) 帮 Pie90 一 Po , 求 0 的 值 . 

。 设 f(x) -一 Zr 一 az 一 az)…(Z 一 ar) 十 1 其 中 Nn 之 201 02 "dnl 为 互 不 相 
同 的 正 整 数 . 证 明 : f(x) 可 分 解 为 两 个 次 数 小 于 n 的 整 系数 多 项 式 之 积 的 充分 必要 
条 件 是 :n 一 Lyd1 二 2 或 n 一 4,Q1,4zsa3 是 1,2,3 的 任意 排列 . 


尊 守 启 焰 和民 卫 居 洋 遇 问 泛 闭 O 
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1990 年 湖南 省 高 中 数学 冬季 集训 试题 


第 一 试 


1. 试 求 方 程 TT 一 x 一 十 1 一 y 的 整数 解 
. 设 人 ABC 的 外 接 QO 与 内 切 ©I 的 半径 分 别 为 R,r,AB 关 BC. 试 证 : 


Rer: cot 3 

(1B 三 2 。 | 一 一; 

cot 今 十 cot 和 
(2) 人 BOI 关子 的 充 要 条 件 是 :( 人 BOI 一 也 ) ， (cotS . cot 所 一 合十 7) 一 0. 


. 没 忆 E ha 和 R ， 位 ; | 一 ] 7; -一 Lo 十 Riz 一 上 ,2 民 ,IN ,To 为 定数 . 求证 : 


paicosL (zi — Z;) 了 < 和 十 (一 3 一 7 
i 
其 中 * 为,k2，,…,k， 中 偶数 的 个 数 . 


第 二 证 


,定义 自然 数 集 N 一 N 的 函数 fm),g() 为 fn) = [2 一 DD],g(n) = minfm | 


flm) 之 ?其 中 [zj 表示 不 超过 z 的 最 大 整数 . 


。 已 知 100 个 目 然 数 (1 < ay; 过 机 << aioo << 100. 证 明 ;如果 不 能 从 wa 2 9""* 9H100 中 选 


出 铬 干 个 数 使 它们 的 和 等 于 100, 那 么 ai 十 as 十 … 十 alo 天 200. 


- 某 班 在 一 周 (6 天 ) 之 内 安排 一 些 学 生 参加 活动 ,每 天 安排 车 干 人 ,但 任 三 天 参加 的 


学 生 中 必 至 少 有 一 人 ,三 天 活动 此 人 全 部 参加 , 任 四 天 参加 的 学 生 中 不 存在 一 人 ， 
四 天 的 活动 此 人 全 部 参加 . 问 这 班 至 少 有 多 少 学 生 ,并 按 条 件 具体 安排 一 个 参加 活 
动 的 组 织 方案 . 


| oe oe a | 1 1 人 


1991 年 湖南 省 高 中 数学 披 令 营 试 题 


一 、 简 答题 

1. 在 四 面体 ABCD 中 ,AB = AC = AD = BC = 1,BD 二 V3,CD = V2. 试 求 对 楼 AD、 
BC 所 成 的 角 . 

2. 人 4BC 的 三 内 角 的 正切 值 为 三 个 连续 的 整数 , 则 最 大 内 角 的 值 是 多 少 ? 

3. 设 集合 锯 = (zy | y 志 | x1 | Xz]| 宇 ,8 二 1,2,…,1991, 试 求 :Ei 门 Es 站 … 
门 五 io. 

4. 设 方程 x? 一 az 十 9a 二 0 的 根 为 整数 ,求实 数 a 的 取 值 范围 . 


5. 设 和 ,2 是 给 定 的 正 数 , 且 > 7 一 工 试 求 不 等 式 | > Vz |' 之 > | ma 
成 立 的 所 有 复数 之 1 之 2 9 9 之 
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二 、 解 答题 

6. 共 点 于 OO 的 OO ,GO 又 两 两 相交 于 A,B,C. 大 O,O1;O;,O; 四 点 共 圆 ， 风 
A,B,C 三 点 共 线 . 

7. 已 知 数 询 (a,) ,ail 三 az 一 ,ass 二 Qn 十 Qn(n 二 1,2,…) 试 证 :对 于 任意 目 然 数 
有 z z 


arccota, 所 arccotawi 十 arccotanz ;并 指出 等 式 成 立 的 条 件 . 
8. 在 数列 (六 一 2 十 1 2 二 1,2,…) 的 前 1991 项 的 每 一 项 之 前 任意 六 加 “二 ”或 “一 ”号 ， 
则 可 能 得 到 的 代数 和 的 最 小 非 负 值 是 多 少 ? 


OO 
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1991 年 湖南 省 高 中 数学 冬季 集训 试题 


第 一 试 


。 设 数列 {F,) 满足 递归 关系 Fi -一 F, 一 4, FF, 一 Fi 十 过 ， > 二 1,2,… 试 证 :对 任意 


目 然 数 n, [以 了 。 Fra | “ Fts 2 为 边 长 可 构成 一 个 直角 三 角形 . 


. 设 复数 zz ,zz ,… ,zz, 的 模 均 为 1, 其 辐 角 主 值 均 在 L0,rj 上 取 值 . 试 证 : 当 为 奇数 时 ， 


有 人 >， | 之 |. 
k=1 


. 设 正 整数 对 (z,y) 使 得 三 十 为 整数 ,并 且 满 足 条件 开 击 < 1991. 求 这 样 的 正 


第 二 试 


. 设 M 为 人 ABC 所 在 平面 上 任意 一 点 ,P 为 人 ABC 的 半 周 长 . 试 证 


MA |+| MB | 十 | MC |> P. min{sec’ ,sec’ ,sec 攻 . 


. 已 项 f(n) 是 定义 在 目 然 数 集 N 上 的 咕 数 , 且 满 中 


f(1) = f(2) = 1,f(3n) = 30) 一 2 3 十 1) = 3f(n) + 1,f(C3n 十 2) = 
3f(n) +4(n € N). 
试 确定 小 于 或 等 于 1992 的 正 整 数 中 使 Am) 一 革 成 立 的 最 大 正 整数 ?7. 


, 给 定 平面 上 n(n 这 4 个 点 .证 明 :如 果 有 多 于 nn 对 点 ,它们 之 间 的 距离 等 于 d, 那 么 至 


少 存在 两 点 ,它们 之 间 的 距离 大 于 d. 
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1992 年 湖南 省 高 中 数学 夏令 营 试题 
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一 、 选 择 题 
1. 已 知 非常 数 晒 数 y 二 f(x) 有 反 明 数 ， 那么 在 同一 一 从 标 系 内,z 一 一 广 (y) 与 ?一 
广 (z) 的 图 象 ( ). 
A. 关于 原点 对 称 B. 关于 直线 z 十 y 王 0 对 称 
C. 关于 直线 xX 一 y = 二 0 对 称 D, 不 可 能 有 A,B,C 中 的 对 称 关 系 
2. 孙 数 y 二 cosz(z € [0,7]) 与 图 数 y 一 arccosz(z E [一 1,1]) 都 不 是 ( ). 
A. 减 函 数 。  ”B. 周期 函数 。 C. 非 奇 非 侦 函 数 。 ”DD. 单调 函数 
3. 设 M,N, 昌 ,G 为 空间 四 点 , 则 下 列 关系 式 正确 的 是 ( )， 
A. NM 万 -十 NG 十 NM 十 NB 一 NMN + HG’ 
B. AM 十 NG 十 WE 十 NI 人 NMN + HG 
CNM 厅 十 NG 十 NM 十 NB > MN’: + HG’ 
D, MH’* + NG’ -MG +NH’: = MN’:++HG’ 
4. 已 知 点 集 A 二 {Cry) [|zT 十 y 一 2y 二 0}),B==((zxyy) [Xx 十 y 十 k 宇 0}. 者 AC 
B 恒 成 立 , 则 & 的 取 值 范围 是 ( ” ). 


A. [—1—V2, 二 0] B. [一 1 十 V2, 十 co] 
C. (一 ceo,1 十 V2) D. (一 ce,1 一 V2 
5. 已 知 复数 z .zz 满足 |zi | 二 | zz | 一 1,z1 二 zz 一 cos15" 十 isin15", 则 之 等 于 (  ). 
1 ,3. 1 ,V3. _ 1 ,3. 1 ,V3. 
A. 5 +7i B. 方士 广 : C. 方 十 了 1 .一 记 士 3 


6. 设 a 十 (i 为 虚数 单位 ,a,6 EE R) 是 方程 az Tisasz -二 asz2 二 iatz 二 as 一 0 
的 根 (ai ,az asyas E 及 ), 则 下 列 数 中 哪 -一 个 也 是 它 的 根 ?( ) 
A.—a—bi B. a — bi C. 一 “十 而 D. 5 十 ai 


1 EH 异 二 4 是 计 ei Ld ; 
ei el 


tH 扑 当 由 :| x Ht 由 rr 时 
人 人 
证 et i a 
1 HH i 村 4 机 ' 
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7. 工 = Vab(ab > 0) 是 a,zx,b 这 三 实数 成 等 比 数列 的 条 件 . 
8. 已 车 wp 为 锐角 , 且 
3sin’a 十 2sin:B= 1,， 
3sin2a — 2sin2B = 0. 
则 a 十 28 二 
9. 记 F(x, y) min(2 ,2 7 21), 当 0<z<1,0<y<1 时 ,FGz,y) 的 最 大 值 是 


“10. 设 复 数列 {z } 满足 Zl 一 0，znl 一 zx 十 1(i 为 虚数 单位 ), 则 | Zi992 | 一 


11. 不 等 式 a 十 6 十 c 之 3 Vabc 在 实数 范围 内 成 立 的 充 要 条 件 是 
三 .解答 题 


“12. 正四 面体 ABCD 中 ,MN 是 连结 AD 的 中 点 与 和 人 BCD 中 心 的 线段 , PQ 是 连结 CD 


的 中 点 与 人 ABC 中 心 的 线段 , 求 直线 MN 与 PQ 所 成 的 角 . 
13. 设 P 为 DABCD 内 一 点 ,ABP = 2/ADP,LDCP = 2 一 DAP， 求 证 ， 
AB = PB 一 PC 


14. 设 a 为 实 常数, 解 方程 sin(z 十 闻 ) 十 Sin2z 二 a. 


B 卷 


一 填空 题 

1. 设 复数 列 {z,} 满足 zx = 对 十 ii 为 虚数 单位 ) , 则 | 1992 = 

2. 数列 (a,) 的 通 项 公式 为 

0,n 一 2 十 3/ 

dn 一 21 二 和 | 39 中 为 非 负 整数 )， 
前 7 项 的 和 记 为 S;, 则 Si。= . 

3. 说 f(z) 二 式 十 3X 十 2, 且 S== {0,1,2,…,100}. 若 a € S 有 f(a) 能 被 6 整除 , 则 
具有 这 种 性 质 的 a 的 个 数 是 

4. 设 f(zr,y) = 二 al(z’ 十 37) 十 b(y 十 Zy 十 1) 满足 1 之 Al， 2) < 妇 2， 2 (3, 4) < 5， 
则 .大 1,3) 的 取 值 范围 是 

5. 某 商 店 有 126 箱 苹 果 , 每 箱 至 少 120 个 ,至 多 有 144 个 , 现 将 草 果 个 数 相同 的 箱子 作 
为 一 组 , 设 其 中 箱子 最 多 一 组 有 个, 则 的 最 小 值 是 


200 | 0 i 0 0 


6. 已 知 O 为 人 4BC 的 内 心 , 连 AO,BO,00 并 延长 分 别 交 人 4BC 的 外 接 圆 于 D,E,F. 
又 DE 与 AC 交 于 G,DF 与 AB 交 于 日 ,求证 :日 ,0O,G 三 点 共 线 . 


/. 已 知 T1929 sn 中 每 一 个 的 取 值 都 只 能 是 0,1， 一 二 中 的 一 个 ,又 S 表示 从 工 1 9 L239 
… ,Xa 中 任 取 两 个 之 积 的 和 :9 == > XiTj. 求 S 的 最 小 值 . 
li 


8. 设 S 二 {71 72 7 人 - {1,2,3,…,50), 且 S 中 任意 两 数 之 和 不 被 7 整除 , 求 n 的 最 
大 值 . | 
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污 冰 询 凋 下 本 性 涟 沿 合 尘 浅 O 


l 


1992 年 湖南 省 高 中 数学 竞赛 试题 


一 、 选 择 题 
一 条 直线 ! 与 双人 曲线 c 相交 , 则 交 挟 的 个 数 最 多 是 ( ). 
A.l B.2 C.3 D. 4 
若 复 数 z 二 a 十 bila,b € BR), | z 一 i | 之 | zx 十 i |, 则 (  ). 
A.a 全 0 Ba < 一 0 CPS>0O 


OY 


如 图 ,天 ,Fz 是 椭圆 的 焦点 ,过 Fi 的 动 弦 MN 的 倾 
角 为 0, 人 MNFP 的 周 长 为 P, 则 (  ). 

A.P 随 9 增 大 而 增 大 ”B.P 随 9 增 大 而 减 小 
C.P=4 | 所 Ff | sin8 D.P 的 大 小 与 9 无 关 

设 f(x) 的 定义 域 为 R, 且 对 任意 xz ER 有 f(z 一 
2) 二 f(xz). 已 知 在 [一 1,1] 上 f(z) 的 表达 式 为 
f(r) = 二 一 27x 十 4, 则 f(x) 在 [一 3, 一 1] 上 的 表 
达 式 是 (  )， 

A.zz 一 2z 十 4 B.zx:—6x+12 (第 3 题 图 ) 

C.x 二 2X 十 4 D.x 十 6zx 十 12 

已 知 a 关 十 1, 以 双 曲 线 zy = 二 a 和 抛物 线 y 二 x 十 ar 一 1 的 三 个 交点 为 项 点 的 三 角 
形 是 ( 。” ). 

A. 直角 三 角形 ” B. 正三 角形 C. 钝 角 三 角形 D. 不 等 边 锐角 三 
角形 

下 面 滑 数 图 象 正确 的 是 ( ” ). 


已 若 A,B,C,D, 上 ,下 为 实 根 且 D 关 0, 设 


沁 十 和 柯 = 和 
上 
本 二 
和 
292 站 


vy 


命题 四 .A 二 CHB = 0; 


命题 乙 : Ar 十 Bry 十 Cy 十 Dr 十 ED 十 = 0 是 圆 的 方程 奥 
则 命题 甲 是 命题 乙 成立 的 ( 。” ). : 林 
A. 充 要 条 件 B. 充分 而 非 必要 条 件 这 
C. 必要 而 非 充 分 条 件 D. 非 必 要 亦 非 充分 条 件 数 
8. 已 知 方程 40x* 十 397x 一 1 二 0 的 两 根 的 倒数 和 是 等 差 数 列 1,3,5,… 的 第 x 项 ,而 两 外 学 
根 的 倒数 积 是 等 比 数 放 2, 一 6,18,… 的 前 nn 项 的 和 , 则 mx 十 nn 的 值 是 ( ). 
A. 20 BB. 22 C. 24 D. 26 真 
9. 已 知 实数 z,y 满足 (2x 十 y 六 十 十 37 十 y 二 0,; 则 3x 十 yy 的 值 是 ( ” ，). oy 
A. 一 1 B. 0 C. 1 D. 不 确定 村 


10. 已 知 点 (2,1) 和 点 (5, 一 1) 在 直线 3 一 2 一 mw 一 0 的 两 侧 ， 则 9 的 取 值 范围 
是 ( ). / 


A. 人 <m 达 二 B 13<m<1C47n217 D. 才 <m 之 江 
11. 数列 Cio92 , 2C1092 ， “*» ,1992C1392 的 最 大 项 是 ( ). 
A. 997CY8, B. 998CY8s, C. 999C183, D. 1000C188 
12. 设 关 于 z 的 方程 (3 一 371"31)? 一 3 一 cos6 有 实数 根 , 则 9 的 取 什 为 ( ). 
A.0= kr(k C7) ”BB.0= (k++D rkeY7) 
C.0= krt+5(kED) D.0= (2k+ Dr+ skE 2) 
13. 二 面 角 wx-Z-A 的 平面 角 为 9p, 直线 x CC a,m 与 平面 8 所 成 的 角 为 89, 则 ( ). 
A.p 之 ! B.9? 委 4/ 
“C, 当 目 仅 当 8g 宇 志 时 ,gp 之 0 D. 当 且 仅 当 p< 志 时 ,9p 过 9 
14. 设 XE 1,1 |],arcsinx 一 0,0E [一 广 ， 一 本 ]， 则 arcsin(2x vVT 一 2) 的 值 
是 (  )， 
A. 20 B. x — 20 C,. — (x 20) TD. — (x — 20) 
15. 整数 工 使 xz? 十 x 十 13 是 121 的 倍数 ,这 样 的 整数 z 的 个 数 为 ( ). 
A.0 Bl | C. 2 D. 无 限 个 
二 填空 题 


16. 函数 f(x) = 一 sinzcosz ”的 最 大 值 为 


] 十 Sinz 十 cosz 
17, 长 方 体 共 顶 点 的 三 个 表面 的 面积 分 别 为 6 cm? ,10 cm2 ,15 cm2 , 则 这 个 长 方 体 的 外 
接 球 的 表面 积 S = 


六 池 广 姜 导 匡 殷 淡漠 问 渤 奖 O 


> 4 
十 | 关 妈 盟 


+ 


18. 方程 sin(z 一 工 ) = 二 zx 的 实数 解 的 个 数 为 


a 


一 pk 二 L 员 .。 1 _ 
19. 区 ww 二 从 TREECUOTETT' 则 ao 十 aa 十 十 aloel 二 19951 一 


20. 凸 四 边 形 纸 片 内 有 ?2 个 点 ,连同 四 边 形 的 4 个 顶点 共有 72 十 4 个 点 ,其 中 任何 三 点 不 
共 线 , 以 这 些 点 为 顶点 把 四 边 形 前 成 一 些 三 角形 纸 片 ,最 多 能 前 1992 个 ， 
则 nn 二 . 

21. 在 边 长 为 5 的 正方 形 中 ,过 每 边 的 5 等 份 点 作 边 的 平行 线 , 则 构成 非 正方 形 的 矩形 
的 总 个 数 为 

三 、 解 答题 

22. 设 f(z) = 二 式 一 2azr 十 2, 当 x EE[ 一 1, 十 co0j 时 ,f(x) 之 a, 求 a 的 取 值 范围 . 

23. 设 A,B,C 成 等 差 数列 , 求 直线 Ax 十 By 十 C = 0 与 抛物 线 y = 一 2x? 相交 弦 的 中 
点 的 轨迹 方程 . 


24. 当 0 < 之 攻 时 ,函数 y 二 tan3x，cotsz 的 值 恰好 不 能 取 开 区 间 (a,6) 内 的 数 , 求 
4 十 9 的 值 . 

25. 已 知 a,5,z,y 芝 为 实数 , 且 0 过 x 二 元,0 过 y 过 元, 定义 
A= {(z,y) |a(sinz+ siny) + (6— 1)(cosz+ cosy) = 0}, 


B= {\(r,y) | (b+ 1)sin(z+ y)—acos(zt+ yy) = a}, 
CC 一 (ao | zz 一 2(a 一 6)z 十 (a 十 6)? 一 2 的 值 恒 为 正 )， 
问 是 否 存 在 (a,b6) E C, 使 ANnB 了 BB. 

26. 如 图 , 设 四 面体 ABCD 中 ,CD 为 对 棱 AD 、BC 的 公 垂 线 , 已 
知 CD = a,AB = 5b,AD 与 BC 所 成 的 角 为 30". 求 四 面体 
ABCD 的 外 接 球 半径 


(第 26 题 图 ) 


EN 
Eh 


1994 年 湖南 省 高 中 数学 夏令 营 试题 


一 ,填空 题 
1. 设 和 一 {r|z 二 a 二 bY3,4,6EZ) ,车 z= 二 7 二 aY3 EX, 且 EX, 则 a 的 值 为 


2. 设 A= (al,a,431,B = 《Bl ,D2 ,Db3 ,D4 1 ; 则 | A 到 b 的 子 集 的 一 一 映射 总 数 为 
个 ,A 到 B 的 子 集 的 映射 个 数 为 个 . 

3. 过 点 (V1994,0) 的 所 有 直线 中 ,通过 两 个 不 同 的 有 理 点 的 直线 的 条 数 为 . 

4. 直 四 棱柱 的 底面 是 边 长 为 2, 夹 角 为 30" 的 苏 形 ,高 为 1, 过 底 边 作 与 底面 成 60" 的 截 
面 , 则 该 截面 的 面积 是 

5. 在 两 底 分 别 为 1 和 3 的 梯形 内 可 作 内 切 加 , 则 该 梯形 两 腰 所 在 直线 的 夹 角 的 最 大 值 
为 . 

6. N 是 一 个 完全 平方 数 , 各 位 数字 均 小 于 7, 且 每 一 个 数字 增加 3 后 仍 是 一 个 完全 平方 
数 , 则 NN 的 值 为 . : 


二 .已 项 a.b.c.d 是 正 数 ,日 a 十 22 一 1],c2d = 1, 求 一 十 二 的 最 小 值 . 


三 、 一 次 足球 循环 赛 中 ,第 1 和 名 至 第 4 名 依次 得 分 为 11 分 ,9 分 ,7 分 ,5 分 , 且 第 5 名 的 得 
分 与 第 4 名 得 分 不 同 ( 胜 者 得 2 分 , 负 者 得 0 分 ,平局 各 得 1 分 ). 间 一 共有 多 少 个 队 
参加 比赛 ?并 问 各 队 共 得 多 少 分 ? 
四 、AB 是 @O 的 非 直 径 的 弦 , 过 AB 中 点 已 作 两 弦 A,B 、 A:B: ,过 4 Bi 分 别 作 @O 
的 切线 得 交点 C1 ,过 A;、B; 分 别 作 @O 的 切线 得 交点 C; ,求证 :CiCz // AB. 
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肝 冰 讶 糙 亚 开 枉 六 十 划 入 泪 O 


把 一 


: 如 图 :A4ABC 中 人 A 的 平分 线 交 BC 于 DD, 交 


,， 设 nn 之 3， 一 cos 所 十 isin 冬 是 1 的 n 次 单位 根 ， 


1994 年 湖南 省 高 中 数学 冬季 集训 试题 


第 一 试 


和 ABC 的 外 接 贺 于 P ,以 AD 为 弦 任 作 一 圆 交 AB 
于 M, 交 AC 的 延长 线 于 NN ,又 PM 交 BC 于 G ,如果 
人 PNMc 的 面积 等 于 Si ,四 边 形 PNCG 的 面积 等 于 
S$; , 试 比 较 Si 与 5， 的 大 小 . 


XXi(i=0,1,.: ;7 一] ) 为 实数 ,日 注 。 之 Xl 宇 … 之 | 
Tx; 求 使 下 列 等 式 成 立时 ,xo ,zi ,…,x_ 1 应 满足 (第 1 题 图 ) 
的 充 要 条 件 :z 十 Zio 十 Zai 十 … 十 Zoo 一 0. 


3. 看 正 整数 ”使 得 2 十 28 十 2" 为 完全 平方 数 , 求 所 有 的 对 


A 


| 


平面 上 有 18 个 点 ,其 中 任意 三 点 不 共 线 , 两 两 用 线段 连接 ,这 些 线段 被 染 成 红 . 蓝 两 


色 ,每 条 线段 只 染 一 种 颜色 ,已 知 其 中 某 点 A 引出 的 红色 线段 为 奇数 条 , 且 其 余 17 
氮 引 出 的 红色 线段 数 互 不 相等 , 求 此 图 中 三 边 全 为 红色 的 三 角形 的 个 数 及 两 边 为 红 
色 、 为 一 边 为 蓝 色 的 三 角形 的 个 数 ( 三 角形 的 顶点 必须 是 已 知 18 点 中 的 点 ). 


第 二 试 


‘ 设 n€ N,j € 10,1,2 小 证 明 :27( 一 DC 六 关 生 全 一 上 


2 


其 中 C* 一 (0 委 71 志 7177 为 整数 )， Cx 二 0m 之 n 之 0,m,n 为 整数 ). 


re 771) 1 


。 已 知 bi,b; ,03 ,04 为 正 整 数 ， 多 项 式 g(z) 一 一 (1 一 z) (1 一 史 ) 2 (] 一 2 ) (1 — x ) 


展开 后 略 去 高 于 4 次 的 项 以 后 为 [上 一 zx， 又 4 是 多 项 式 FGz) 王妃 一 x’ 十 bs 的 最 
大 根 , 试 求 [as 被 9 除 的 余数 . 这 里 [x] 表示 不 大 于 x 的 最 大 整数 . 


专 题 研究 系 列 


3. 设 凸 五 边 形 ABCDE 的 面积 为 1, 下 是 ABCDE 内 一 点 , 且 下 不 在 凸 五 边 形 的 任何 一 
条 对 角 线 上 , 记 M = {A,B,C,D,E,F} ,车 三 角形 8 的 三 个 顶点 都 在 M 内 ，, 记 为 
[8] CM, 并 用 SC(B) 表示 三 角形 8 的 面积 ,定义 
a(MD) = min{S(B) + S(B) | [8]CMG=1,2) 且 有 与 及 无 公共 点 }， 


求证 ;aCMD 去 六 
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1995 年 湖南 省 高 中 数学 夏令 营 试 题 


一 填空 题 


1. 立方 体 有 8 个 顶点 ,过 每 两 个 顶点 作 一 直线 ,在 这 些 直线 中 ,成 90 的 角 的 示 面 直线 


有 对 ,成 60" 的 角 的 异 面 直线 有 
2. 已 知 z、y 为 正 实数 , 且 4z 十 y 一 5, 则 过 十 -y 的 最 小 值 是 


9 JJ 一 一 


对 . 


,这 时 并 -一 


3， 疝 时 关于 了 的 二 次 方程 2 一 2 十 n 二 0 有 两 个 实 根 在 区 间 (0,1) 内 ,那么 符合 条 


件 的 整数 对 (m,n) 只 可 能 是 


4. 设 2Z 为 复数 ,A、B.C 为 实数 ,A 二 0, 邻 f(Z) 一 41271 十 28B。ReZ 十 C( 其 中 ReZ 


表示 2 的 实 部 ), 则 当 Z = 时 ,ff(Z) 有 最 


值 


5. 设 对 任意 实数 zx, f(x) 有 性 质 f(x) 十 f(x 一 1) 二 x ,车 了 (19) = 95, 那 么 Fe95) 一 


6， 设 ai 一 30， 一 了 3 (n= 2,3,4,°') ,5 = a 二 Qa; 十 "十 di995 ; 则 | S$ 被 4 整除 的 余数 


是 ;'S 的 个 位 数字 是 


7. 两 体操 队 的 人 数 相等 ,各 队员 得 分 只 有 两 种 情况 :8 分 或 9 分 ,已 知 两 队 得 分 总 和 为 


156 分 , 则 两 队 共 有 人 ,其 中 得 9 分 的 共有 


对 ,其 中 工 十 ?为 最 大 的 一 对 (zy,y) 是 

二 、 四 边 形 ABCD 中 ,AB // CD,E 为 AD 上 一 动 扣 . 求证 : 
人 入 ABE 与 人 DEC 的 外 心 O 与 2 之 间 的 距离 为 一 定 
但. 

三 .A,B 两 地 相距 999 km ,沿路 有 1000 个 里 程 碑 ,其 上 标 
明 立 碑 处 到 A.B 两 点 的 距离 , 如 (0,999), (1,998)， 
(2,997)…, (997,2), (998,1), (999,0), 间 有 多少 个 
这 样 的 里 程 碑 ,其 上 恰好 只 出 现 两 种 不 同 的 数字 ? 

四 已 知 钝 角 人 ABC 满足 条 件 : 

(1)AB ,BC ,CA 的 长 均 为 正 整 数 ; 


人 . 


| 8. 设 N 二 19x 十 95y 为 完全 平方 数 , 且 NN 不 超过 1995, 则 符合 条 件 的 正 整数 共有 


(第 二 题 图 ) 


YY 


(2)AB ,BC ,CA 的 长 均 不 超过 50; 

(3)AB ,BC ,CA 的 长 构成 一 个 公差 为 正 的 等 差 数列 . 

试 求 满足 上 述 条 件 (1), (2) , (3) 的 钝 角 三 角形 的 个 数 ， 并 间 其 中 周 长 最 大 的 一 个 三 
角形 的 三 边 长 是 多 少 ? 
五 、 设 abcd 是 一 个 四 位 数 ,其 中 前 两 个 数码 和 后 两 个 数码 分 别 组 成 两 位 数 ap 和 ca , 若 满 
是 条 件 :ab 关 cd ,op 整除 cd ,cq 整除 abcd , 则 称 这 样 的 四 位 数 为 “ 吉 数 ” 

(1) 试 求全 部 “ 吉 数 ”的 个 数 ; 

(2) 试 求 最 大 的 奇 “ 吉 数 ”. 
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1996 年 湖南 省 高 中 数学 夏令 营 试 题 


. 在 直角 坐标 平面 上 ,给 定 三 点 M0, P00 3) 二 {过 点 M 的 圆 }， 

一 (过 点 书 的 圆 }， {过 点 Q 的 圆 }, 则 点 集 A 门 3PmcC 所 在 曲线 方程 

， zl1y2z2 是 已 知 的 两 个 复数 ,复数 z 满足 z 关 0,z 十 zs 天 0,zxzl 十 次 * 十 1 之 一 0, 则 
arg 三 -二 一 


C2 


. 人 ABC 的 内 切 圆 O 切 BC 于 点 DD, 内 切 圆 尘 径 为 r. 若 AD 二 2vY3,DB = 二 V3, 人 A> 


60", 则 7 的 取 值 范围 是 
在 实 系数 多项式 f(x) 二 x 十 (a 一 D2 十 1 对 一 切实 数 z 的 取 值 都 非 负 , 则 a 的 取 
值 范围 是 


. 设 f(z) = 三 填 二， 则 f(z) 在 [一 1,1] 上 的 最 小 值 为 ,最 大 值 
为 / : 
. 设 正 整 数 a 的 各 位 数字 之 和 为 ,5 的 各 位 数字 之 和 为 <,… 这 样 继续 下 去 ,必然 会 得 


到 一 个 一 位 数 , 记 这 个 一 位 数 为 f(a)( 例 :a 二 1996,65= 二 1 十 9 十 9 十 6 二 25,c = 二 2 十 


“5 二 7, 于 是 f(a) = 7). 今 设 zx>3 且 zz 与 zx 十 2 均 为 素数 ,A = 1996x(z 十 2), 则 


f(A) = 


. 设 常 系数 多 项 式 PC — 一 X 十 Qx” be 十 d, 满 中 P(1) 一 1996,P(2) 二 3992， 


P(3) 一 5988, 则 了 [CP(11) 十 P( 一 7) | 的 值 为 


. 平行 六 面体 的 一 个 截面 是 一 个 五 边 形 ,该 五 边 形 的 任何 两 边 之 比 或 为 1, 或 为 2, 或 


为 方 , 则 这 个 五 边 形 的 各 内 角 的 度数 为 


. 设 5 二 人 ,2,3,…,50) ,如 果 从 SS 中 任 取 m 个 数 , 其 中 必 有 3 个 数 为 一 个 三 角形 的 三 


边 的 长 ,那么 m 的 最 小 值 为 


HHHHRUREHNHH 
CEI 


二 、 解 答题 

10. 寿 一 个 四 位 数 满足 下 列 条 件 ， 
(1) 于 位 数字 与 百 位 数字 相同 ,十 位 数字 与 个 位 数字 相同 ; 
(2) 这 个 四 位 数 与 99 之 差 是 一 个 完全 平方 数 . 
求 这 个 四 位 数 . 

11. 设 S 二 {1,2,3,…,500), 从 S 中 任 取 4 个 不 同 的 数 ,按照 从 小 到 大 的 顺序 排列 成 一 
个 公 比 为 正 整数 的 等 比 数列 , 求 这 样 的 等 比 数列 的 个 数 . 

12. 今 有 长 为 1,2,…,n 一 1 的 线段 各 一 条 ,从 中 选 出 两 条 不 同 线段 ,与 长 为 n 的 线段 构 
成 一 个 三 角形 的 三 边 , 问 共有 多 少 种 不 同 的 取 法 ? 

13. 设 圆 Oi 与 人 ABC 的 外 接 圆 O 及 AB ,AC 分 别 切 于 点 万 、 
PQ, 求 证 :线段 PQ 的 中 点 M 是 人 ABC 的 内 心 . 


妾 冰 询 凋 必 下 性 注 涝 加 入 省 O 


(第 13 题 图 ) 
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1997 年 全 国 高 中 数学 竞赛 试题 (湖南 省 命 制 ) 


第 一 试 


一 .选择 题 
， 已 知 数 列 {z) 满足 nfl 一 tn nl (n -之 2 ) 1 si» 一 b; 记 S, 一 1 十 文 。 十 - 


A. 1]00 —— Q ,S100 一 20 一 忆 B, .二 100 一 一 六 ,9io00 -一 20 一 wa 
C, 100 =—— Db, S100 = 0b—a D. 本 100 一 一 a , S100 一 0 一 C 
2. 如 图 ,正四 面体 ABCD 中 ,下 在 核 AB 上 ,下 在 棱 CPD 上 ， 
EC ww 
使 得 si = 二 一 4(0 < < 二 0). 


记 f(4) 一 xz 十 记 , 其 中 Qy 表示 EF 与 AC 所 成 的 角 , 沙 表 
示 EF 与 BD 所 成 的 角 , 则 (  ). : 
A. f(4) 在 (0, 十 ce) 单调 增加 
B. fC4) 在 (0, 十 co) 单调 减少 
C. 了 (4) 在 (0,1) 单调 增加 ,而 在 (1, 十 ce) 单调 减少 
D. f(4) 在 (0, 十 ce) 为 常数 

3. 设 等 差 数 列 的 首 项 及 公差 均 为 非 负 整数 ,项 数 不 少 于 3, 且 各 项 的 和 为 97: , 则 这 样 
的 数列 共有 (  ). 
A.2 个 B. 3 个 C.4 个 D.5 个 

4. 在 平面 直角 坐标 系 中 ,车 方程 mCx? 十 十 2y 十 1) 二 (x 一 2y 十 3)? 表示 的 曲线 为 
椭圆 , 则 xm 的 取 值 范围 为 (  ). 


(第 2 题 图 ) 


A. (0,1) B. (1, 十 co) C. (0,5) D5, 十 ce) 
5. 设 f(X) 二 一 TX,Q 二 arcsin 3 ,P= arctan 2 ,y= arccos( 一 去 ) ,0 一 arccot( 一 学 ) ， 
则 (  ) 
A. flo) > f(B) > f00) > f(7) B. f(a) > f(0) > 19) > f07) 
C. f0) > fla) > 18) > f07) D. f(0) > fla) > f(7) > £08) 


Et 
de, 和 执 拉 村 和 让 时 和 村 括 : i 和 人 
te Fe 四 ee dred, 站 i ls, 
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! i 1 i 4 1 Di 


专 题 研究 系 列 


6. 如 果 空 间 三 条 直线 a.b.c 两 两 成 异 面 直线 ,那么 与 wa.8.c 都 相交 的 直线 有 ) 


A.0 条 B.1 条 C. 多 于 1 的 有 限 条 D. 无 穷 多 条 员 
二 填空 题 林 
1. 设 r、y 为 实数 , 且 满 足 

(一 1) 十 1997(z 一 1) 一 一 1， 炒 

(一 1) 十 1997(y 一 1) 一 1， 出 

则 远 十 y= 的 
2. 过 双 曲 线 x — 二 1 的 右 焦点 作 直 线 ! 交 双 曲 线 于 A、B 两 点 , 若 实 数 4 使 得 | AB |= - 

i 用 
3. 已 知 复数 z 满足 | 2z 十 一 ~ |=1， 则 z 的 辐 角 主 值 范围 是 


4. 已 知 三 楼 锥 S -ABC 的 底面 是 以 AB 为 斜 边 的 等 腰 直 角 三 角形 ,S4 = SB = SC = 
2,AB 一 2, 设 SA 了 BC 四 点 均 在 以 O 为 球 心 的 某 个 球面 上 , 则 点 O 到 平面 ABC 的 
距离 为 

5. 设 ABCDEF 为 正六 边 形 ;一 只 表 蛙 开始 在 顶点 A 处 , 它 每 次 可 随意 地 跳 到 相 邻 两 顶 
点 之 一 , 车 在 5 次 之 内 跳 到 DD 点 , 则 停止 跳动 ;车 5 次 之 内 不 能 到 达 吕 点 , 则 跳 完 5 次 
也 停止 跳动 . 那么 这 只 青蛙 从 开始 到 停止 ， 可 能 出 现 的 不 同 跳 法 共 
种 . 

6. 设 4 = 二 lgz 十 lg[xCyz) 二 11,6=lgxr 1 二 lg(rxyz+1) ,c= lgylg[ (Cryz)-! +1], 
记 .ec 中 的 最 大 数 为 M, 则 M 3 

三 . 设 z 演 yy 六 1 于 ,上 朋 x 十 y 十 z= 二 一 >. 求 乘积 cosxsinycosz 的 最 大 信和 最 小 值 . 

四 设 攻 上 线 zy 一 1 的 两 支 为 Ci.C.( 如 图), 正 三 角形 PGR 的 
三 顶 上 总 位 于 些 双 人 曲线 上 ， 


(1) 求证 :P.QR 不 能 都 在 双 曲 线 的 同一 文 上 ; 
(2) 设 P( 一 1, 一 1) 在 Cz 上 ,QR 在 Cl 上 . 求 项 点 QR 的 


坐标 . 
五 、 设 非 零 复数 Ul dU? ,dd3 ,dy ds 满足 
U2 U3 LU _ Us 
a 2 4 Ui 


四 题 图 
ttetate = 4( 二 -十 过 -十 一 -十字 十 这 一 S， (第 ) 


其 中 S 为 实 : 数 日 | S | 过 2. 求证 ， 复数 42 .a3 ,a4 ,ds 在 复 平 面 上 所 对 应 的 点 位 于 


六 沁 将 并 慨 玉 忧 潍 遇 问 和 粳 OO 


一 .如 图 ,已 知 两 个 半径 不 相等 的 @O, 与 @O, 相交 于 M、 


” 共 线 . 
二 .试问 当 上 且 仅 当 实 数 Tos Ti Tn (n> 2) 满足 什么 条 


第 二 试 


NN 两 点 , 且 Oi、、O; 分 别 与 OO 内 切 于 S、 工 两 点 . 
求证 :QM 上 MN 的 充分 必要 条 件 是 SN.T 三 点 


件 时 ,存在 实数 yo ,yi，… 使 得 

20 二 2 十 又 十 十 2 

成 立 , 其 中 必 二 zi 十 iyi ,i 为 虚数 单位 ,k= 二 0,1,…,n 
证 明 你 的 结论 . (第 一 题 图 ) 


三 在 100 x 25 的 长 方形 表格 中 每 一 格 填 和 一 个 非 负 实 
: 数 ,第 i 行 第 ;7 列 中 填 人 的 数 为 zx;,; (i = 1,2,.**,100;7 一 1,2,……,25)( 如 表 ] ). 然后 
将 表 1 每 列 中 的 数 按 由 大 到 小 的 次 序 从 上 到 下 重新 排列 为 zi 宇 zx'2,; 宇 … 宇 


X00 一 1,2,……，25)( 如 表 2). 


求 最 小 的 自然 数 &, 使 得 只 要 表 1 中 填 人 的 数 满足 之 ,rr 1(i = 1,2,…,100), 则 


当 i 之 k 时 ,在 表 2 中 就 能 保证 之, 之 1 成 立 . 
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. 已 知 直线 三 
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1998 年 湖南 省 高 中 数学 竞赛 试题 


壮阔 商 将 人 五 居 淡 沁 加 站 闫 0 


` 选 择 题 
. 函数 > 一 log | xz 一 2 | 的 单调 递减 区 间 是 (  )， 
A. (— oo ,2) B,. (— ce 一 2) {j (2, + ooo) 
C. (2, 十 00) D. (0,2) (J (2, + co) 
. 已 知 非 零 实数 工 ,y,z 成 等 差 数 列 ,z 十 1, 一 yz 与 z+，y,z 十 2 分 别 都 成 等 比 数列 , 则 
y 的 值 等 于 (  ，). | 
A.38 B. 16 C. 12 D. 20 


. 设 z 是 复数 ,z 十 2 的 辐 角 为 工 ,z 一 2 的 辐 角 为 滤 , 则 < 等 于 ( 。 )， 


a1 1 8 
C. 方 十 了 1 D. 一 广 十 方 | 


一 4 十 2cosf 
(4 为 参数 ) 与 加 | 


= tsina y = 2sing 


A. 一 V3 十 1i B. 一 1 十 V3i 


= LCO 


(0 为 参数 ) 相 切 , 则 直线 的 倾斜 
角 为 ( ” ). 


TT pON TIT Te Th OT 
A. 忆 或 @ 二 或 了 C3 或 3 D. 6 或 6 


. 设 a,b,c 为 三 条 不 同 的 直线 ,ayp,y 为 三 个 不 同 的 平面 , 下 列 命题 中 的 真 命题 


是 (  )，. 

A. 奇 a | 7Y,B | a,B | 7Y,; 则 a/B B. 在 a pc 则 ac 或 a | cc 
(.. 在 aaCoapcCpa pa lc 则 ac | 了 乳 耕 & abcC pa MD, 则 ac 上 
8 次 射击 ,命中 3 次 ,其 中 恰 有 2 次 连续 命中 的 情形 共有 (  ). 

A.15 种 B. 30 种 C. 48 种 D. 60 种 


. 震 正 棱锥 的 底面 边 长 与 侧 棱 长 相等 , 则 该 棱锥 一 定 不 是 ( ). 


A. 三 校 锥 了 四 棱锥 C. 五 校 锥 D. 六 校 锥 


. 圆 的 极 坐 标 方程 为 p 一 V2(cos0 十 sin0) ,该 网 的 圆心 坐标 是 《 ). 


A 开 3 Pe _ 开 
A. (2,7) B. (1,7) C. (1 二 ) D. (V2， 1) 
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5. 


. 车 (z\ 达 一 一) 展开 式 中 第 5 项 的 值 为 字 , 则 lim(z 十 ZX 了 十 下 十 T™*) 一 


一 个 底面 直径 是 32 cm 的 圆柱 形 水 桶 装 人 适量 水 后 ， 青 将 一 个 铁 球 放 人 入水 中 ,于 球 被 
水 完全 淹没 , 旦 水 面 升 高 了 9 cm( 水 没有 溢出 ), 则 球 的 表面 积 等 于 cm. 


已 知 椭圆 的 两 个 焦点 和 中 心 将 两 准 线 间 的 距离 四 等 份 , 则 该 椭圆 一 个 焦点 与 其 短 轴 


两 端点 连 线 的 夹 角度 数 为 


: 各 图 数 f(x) 和 eg(z) 在 及 上 有 定义 ， 且 jx 一 y) = f(r)g(y) — g(r) f(y), 若 


f( 一 2) 一) 关 0,; 则 g(1) 填 g( 一 1) = 《用 数字 作 管 ). 
设 sin0 十 cos6 一 2 一 7 < 9 二 Xx, 则 tan9 一 cot6 的 值 是 


6. 设 x.yE el = 1, 则 xz 十 y 的 最 小 值 是 


| 三 .在 和信 ABC 中 ,三 边 a,b,c 成 等 差 数 列 , 求 5cosA 一 4cosAcosC 十 5cosC 的 值 . 


四 、 共 加油 站 需要 制造 一 个 容积 为 20xm’ 的 圆柱 形 储 油 钠 , 已 知 用 来 制作 底面 的 铁 板 


每 平方 米 价格 为 40 元 ,用 作 侧 面 的 铁 板 每 平方 米 价格 为 32 元 , 若 不 计 制 作 损耗 , 问 
储 油 色 的 底面 半径 和 高 各 为 多 少时 ,制作 储 油 龟 的 材料 成 本 最 低 ? 


五 .如 图 ,AB 是 圆 台 上 底面 @O 的 直径 ,C 是 @O 上 不 同 于 A、 


2 2 
六 、 已 知 双 曲线 Ci :一 六 一 l(a 放 0) ,抛物 线 (2 的 顶点 在 


B 的 一 点 ,A' 是 下 底面 @O 上 的 一 点 ,过 A'.A.C 的 截面 4 
垂直 于 下 底面 ,M 为 AC 的 中 点 . AC = AA’ = 2, AAAC = 
120°, A BA'C = 30", 

(1) 求证 :AM | 平面 ABC; 

(2) 求 二 面 角 A-AB-C 的 大 小 . 


一 一 一 一 一 一 一 


hh 
a Se 
au 


入 


We 


原点 O,Cs 的 焦点 是 Ci 的 左 焦点 已， 
(1) 求证 :Ci 与 C; 总 有 两 个 不 同 的 交点 ; Sy 
(2) 是 否 存在 过 C; 的 焦点 的 弦 AB ,使 人 AOB 的 面积 


有 最 大 值 或 最 小 值 ?如 果 存 在 , 求 出 AB 所 在 的 直线 方程 (第 五 题 图 ) 


与 最 什 的 大 小 ;如 果 不 存在 ,说 明理 由 


七 、 已 知 一 个 数列 的 各 项 是 1 或 2, 首 项 为 1， 且 丰 第 4 个 1 和 第 4 十 1 个 1 之 间 有 2 个 


2, 即 1,2,1,2,2,1,2,2,2,2,1,2,2,2,2,2,2,2,2 ,1 

(1) 求 该 数列 前 1998 项 的 和 Si99g; 

(2) 是 否 存在 正 整数 ,使 得 数列 的 前 nn 项 和 S, = 2001? 车 nn 存在, 求 出 的 值 ; 若 
n 不 存在 ， 证 明 你 的 结论 . 
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2000 年 湖南 省 遍 中 数学 夏令 营 试 题 


一 填空 题 


] . 
l， 


3. 


4., 


二 、 解 答题 
10. 已 知 2， n 为 定 值 , 且 抛 物 线 C， :y 二 (1? 十 t 十 


11. 


直线 Xx。cosa 十 y 十 1 二 0 的 倾斜 角 的 取 值 范围 是 
设 T 宇 0,y 宇 0, 且 x 十 yy 二 4， 则 zy 4(zx 十 y) 2 的 最 小 信和 是 


双 曲 线 寺 十 交 = 1 的 离心 率 。€ (1,3), 则 的 取 值 范围 为 


已 和 A 二 {xx 十 (Pp 十 2)X 十 1 = 二 0,X ER), 有 A 门 R+= 名 , 则 实数 p 的 取 值 范 
围 是 


设 复数 序列 {z,} ) 满足 zi 一 1 ~yptl 一 一 好 一 1， 则 ] 之 200 | 一 
. 将 正方 体 的 任意 两 个 顶点 连 一 直线 ,在 这 文 些 直 线 中 不 互相 垂直 的 异 面 直线 共有 


对 . 
全 


.说 工 蕊 (3， ||, 今 A = sin(sinx),B = cos(cosr) ,C= sin(cosr),D = cos(sinz), 


将 A,B,C， 按照 从 小 到 大 排列 的 顺序 


. 在 空间 , 从 一 点 O 〇 出 发 引 四 条 射线 OA ,OB ,OC,OD. 如 果 AOB 二 /BOC = 


了 人 00D = 人 DOA = 人 BOD = 人 AOC = 0, 则 9 的 值 为 (用 反 余 弦 表 
未 )， 


. 函数 f(x) 对 于 任意 实数 r,y, 有 f(z 十 y) = f(z 。), 且 f( 一 直 ) 一 一 示 ， 


则 (2000) 一 


1)z2 一 2Cm 十 2 区 十 《十 3mt 十 n) ,对 任何 
上 ER 都 过 点 P(1,0). 

( 工 ) 试 求 m,n 的 值 ; 

《LI > 问 :上 为何 值 时 ,抛物 线 C 截 zx 轴 所 得 的 蒋 
长 最 大 ?最 大 值 是 多 少 ? 

设 加 和 \、 圆 0; 相交 于 A,B 两 点 , 且 两 圆 的 半 
径 分 别 为 R 和 rr, 又 两 圆 的 外 公 切 线 为 
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5 gE i 


MN (M,N 为 切 点 ). 设 AAWMN ,人 BMAN 的 外 接 圆 的 半径 分 别 为 a 和 2. 求证 : 
民 十 r 之 a 十 b, 并 确定 等 号 成 立 的 充 要 条 件 . 

12. 设 al ,42s*** ,a 是 实数 , 且 S 是 一 个 非 负 实数 ,使 得 

(Da 委 a 委 和 …… 委 02)al 十 aa 十 … 十 as 一 05(3) | al | 十 | as | 十 … 十 | a | 一 

S. 


专 题 研 究 系 列 


证 明 :a， Ul 之 会. 


13. 议 冯 和 > 是 给 定 的 正 整 数 .大 将 前 mm 个 自然 数 集合 和 ,2,…,m} 任意 分 成 了 个 两 两 
互 不 相交 的 子 集 Ai,A2，,… ,A, 的 并 ,总 存在 两 个 数 a 和 2 属于 某 个 子 集 A;(1 过 


i; 雪 门 ,使 1 王公 入 1 十 二 .求证 :mm 的 最 小 值 为 (n 十 Dr 


本 冰 商业 下- 匡 民 普 进 四 入 汪 O 


]. 


pp 


~ 


2000 年 湖南 省 高 中 数学 竞赛 试题 


\ 选 择 题 

已 知 全 集 I=R,A = (z|z 十 1 全 0) ;8B=(z| 妇 一 2 人 0) 则 A 站 也 为 (  ). 
A. {xz| 工 宇 V2 或 工 声 一 V2) B. {x | 二 一 V2 或 工 守 一 1) 

C. {zx |—1 志 z+<=v2) D. {zr |—v2 志 x 过 1) 
. 看 圆锥 的 侧面 展开 图 是 圆心 角 为 120 ,半径 为 ! 的 扇形 , 则 这 个 圆锥 的 全 面积 与 侧面 
积 的 比 是 ( ). 

A.3:2 B.2:1 C.4:3 D.5:3 


. 若 二 项 式 (zw 一 十 ) 展开 式 中 的 第 5 项 的 值 为 5, 则 lim (xz 十 zs 十 … 十 za 


等 于 (  ) 
3 9 ] 
A. 和 B. & C.1 LD. 5 
函数 y = 二 二 二 的 反 函 数 的 图 象 关于 点 (一 1,4) 成 中 心 对 称 , 则 实数 a 等 
于 (  ) 
A.2 B. 3 C.—2 D. 一 3 


. 把 函数 y 一 V3cosx 一 sinz 的 图 象 向 左 平移 m 个 单位 ,所 得 的 图 象 关 于 y 轴 对 称 , 则 


m 的 最 小 正 值 是 (。” ). 
A, 


n 
0 
C. 经 D. 3 p 


3 6 
. 阁 等 差 数 列 {a,} 的 前 n 项 和 为 S; ,Se = 36,Siz = 二 144， 4 C 
Se 一 576, 则 ?等 于 ( ) 。 | 
A.3 B. 4 Y 
C. 5 D. 6 
. 如 图 , 直 三 棱柱 ABC -A1BiCi 的 体积 为 V,P、Q 分 别 (第 7 题 图 ) 


是 侧 机 AAA ,GOC 上 的 点 , 且 AP = CIQ, 则 四 棱锥 吕 -APQC 的 体积 为 ( ) 


等 六 次 渔民 于 性 潍 潭 合 放 洒 O 


村 冰 商 并 下 丘 性 党 寺 同 小 郑 O 


< 
|< 


8. 函数 f(x) 的 定义 域 为 x € R, 且 之 关 1, 已 知 f(z 十 1) 为 奇 函 数 ， 当 工 二 1 时 ， 
f(x) 一 2z22 一 z 十 1, 则 当 z> 之 1 时 ,rz) 的 递减 区 间 为 ( ” ). 


5 oo 3 FL, oo 了 
A.[ 村 ,十 ce) 也 (1 于 ) CT, 十 ceo) DG 本 ] 


9. 某 项 体育 运动 比赛 计 分 规则 是 : 胜 一 场 得 3 分 ,平一 场 得 1 分 , 负 一 场记 0 分 . 右 某 个 
运动 员 比 赛 15 场 , 则 共 得 22 分 的 情形 有 (  ). 
A.3 种 B.4 种 C.5 种 D.6 种 
10. 设 平 面 c 和 有 互相 平行 ,在 平面 内 取 4 个 点 ,在 平面 8 内 取 5 个 氮 , 这 些 点 最 多 能 
确定 平面 的 个 数 是 ( ). 
A. 69 B. 70 C. /1 D. 72 


11. 已 知 a 为 三 角形 的 一 个 内 角 , 且 满足 -二 十 一 二 2, 则 a 二 ( ) 


SInNA COSQ 


A. XT 十 广 arcsin ! = B. _ arcsin 1 
(人 六 arcsin 二 TD). 了 十 本 arcsin l = 
12. 已 知 四 个 函数 ; (D f(x) = In(x 十 VR 二 D), (2)f(x) = 二 十 Sincr 十 cOS<T ， 
1 十 sin2z 一 cos27z 
WfD = EE aER ODI) “2 - 
一 上 2 一 1,z< 忆 0 
其 中 是 奇遇 数 的 有 (  ). 
A.1 个 B.2 个 C. 3 个 D.4 个 
二 填空 题 


13. 圆 的 极 坐 标 方程 是 p 二 V2(cos6 十 sin9) , 则 圆心 的 极 坐 标 为 , 
14. 已 知 实数 工 ,y 满 足 2x? 十 4zy 十 2 十 T= 二 9, 令 包 二 2Y2(z 十 y) 十 Ty ; 则 有 w 的 
取 值 范围 为 . 
15. 已 知 函 数 f(z) 为 偶 函 数 , 上 且 是 周期 为 4 的 周期 函数 , 若 方程 FCz) =0 在 区 间 [0,2] 
上 有 且 仅 有 1 这 个 根 ,那么 f(x) = 0 在 区 间 fo,17]j 上 所 有 根 的 和 是 
16， 在 Rt 八 ABC 中 ,了 C 一 90 ,AC 一 一 ] 点 D 在 边 AC 上 + 和 且 AD -一 10， BDC 一 一 
3 人 BAC. 车 将 人 ABC 的 周 长 写 威志 lm 十 Va) 的 形式 (msn 为 整数 )， 


则 mm 十 n= 二， 


专 题 研 究 系 列 


17. 黑板 上 写 着 从 1 开始 的 个 连续 正 整 数 , 近 去 其 中 的 一 个 数 后 ,其 余 各 数 的 平均 值 


19. 如 图 ,二 面 角 ax-EF -Bp 中 ,AE Ca,BFCB, 旦 


V2, 求 四 面体 ABEF 的 体积 的 最 大 值 . 

20. 某 科研 所 将 一 项 高 新 技术 转让 给 一 家 公司 投 
产 , 双 方 协议 :科研 所 每 年 年 底 从 公司 利润 中 
提取 400 万 元 转 人 其 他 投资 ,从 而 每 年 又 可 获 
利 10 和. 
(1) 问 三 年 后 该 科研 所 能 否 得 到 总 收入 1300 (第 19 题 图 ) 

万 元 ? : 
(2) 如 果 要 求 三 年 后 能 得 到 总 收入 1600 万 元 ,那么 每 年 至 少 要 从 公司 利润 中 提取 
多 少 万 元 ? : 

21. 已 知 复数 zi ,zz 满足 | z。z | 二 3,z1i 十 zz 一 2i, 求 | 之 | | 的 最 大 值 及 最 小 值 . 

22. 设 下 为 抛物 线 y* 一 2pr(p>>0) 的 焦点 ,A、B 为 抛物 线 上 不 同 的 两 点 ,又 设 AB 的 
中 点 为 (at). 

(1) 当 ea 为 一 非 零 常 数 时 ,证 明 :A4AB 的 垂直 平分 线 ! 经 过 一 定点 NN; 
《2) 当 |FNI=2aGc>1) 时 ,求人 AANB 的 面积 的 最 大 值 . 


是 36 弓 , 则 擦 去 的 数 是 奥 

三 .解答 题 : 区 
18. 设 变量 z 满 足 不 等 式 :x 十 br 委 一 z(< 一 1) , 且 Fz) = 十 bx 的 最 小 值 是 一 六 ， 入 
学 

求实 数 6 的 但 . 中 

的 

真 

是 

分 

析 


了 了 
奥 
林 
匹 
克 |】 
效 
学 
中 
的 
真 
题 
分 
析 
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一 、 填 空 题 


l. 


2. 


3. 


4., 


9， 


7 


9. 


三 棱柱 ABC -DEF 的 所 有 楼 都 相等 , 且 ADF = 人 ADE , 则 此 三 棱柱 的 侧面 中 含 
有 正方 形 2 


在 太一 一 一 TT 1 ~ log Vx*|z|, 则 f(x) = 

已 知 等 差 数 列 {a,} 的 公差 为 d,al 天 dd 了 关 0, 若 这 一 数列 前 20 项 之 和 Szo。 = 10M， 
其 中 M = 2Z010 十 Yd， 则 之 二 ;YY 二 

设 m 为 非 零 实数 ,所 有 的 圆 ,x? 十 y Tm DE 2my dm? dm 二 0 的 公 


切线 方程 为 

如 果 复 数 = 的 共 思 复 数 是 z, 且 |x |==1, 又 A 和 8B 点 的 坐标 分 别 为 (一 1 0), (0， 
一 1), 函数 f(z) =| (z 十 1)(z 一 了 ) | 取 大 值 时 = 在 复 平 面 上 对 应 的 点 为 M, 则 
人 ABM 为 三 角形 . 


. 设 为 椭圆 区 -十 关 一 1 上 一 点 ,下 ,Fi 是 焦点 ,车 八 PF1F; 的 面积 等 于 36, 则 


PF pF, 一 一 

对 任意 正 整数 nn, 设 方 Cn) 表示 各 位 数字 和 的 平方 加 上 7r 十 1, 此 处 7 为 满足 n 二 3g 十 

rd 为 整数 ),0 委 - 委 3 的 整数 .对 于 & 之 2, 令 CD = 二 有 [fr Go, 则 fz00 (2345) = 
2 2 ~ 一 


1000: 、 
人 5 .7 十 … 十 Tg99。2001' 则 [S] 一 ,这 里 [S] 表 
示 不 大 于 5 的 最 大 整数 
车 pp 是 质数 ,日 x? 十 pr 一 23988p = 0 的 两 根 都 是 整数 , 则 p 二 


10. 设 y = f(z) 是 定义 在 实数 集 上 的 函数 ,下 列 四 个 命题 . 


车 f(2x) = 27(z) , 则 ? 一 (x) 的 图 条 是 一 条 直线 
加 车 /( 二 ) = 元 方 信 了 0), 则 y 一 f(z) 的 图 象 是 双 曲 线 ; 


加 大 f(x 十 2) 二 f(7 一 2), 则 y == f(z) 的 图 象 具有 周期 性 ，; 
加 大 f(4 一 zx) == f(z), 则 yy == f(z) 的 图 象 具有 对 称 性 . 


ENs 


专 题 研 究 系 列 


其 中 是 真 命 题 的 题 号 为 
二 .解答 题 
11. 设 a,6 为 非 负 实数 ,求证 : 广 ( 十 纺 十 闻 (a 十 把 > a + bvVa. 


12. 自 圆 外 一 点 P 引 圆 O 的 两 切线 PE 、PF ,其 中 瑟 丰 为 切 点 ,过 尸 点 任意 引 贺 的 一 条 
制 线 交 圆 O 〇 于 A、B, 交 于 C. 证 明 : 一 7 + 去 ) 

13. 已 知 bc 为 正 整 数 ,三 个 有 实数 根 的 方程 x 十 br 十 c = 二 (k= 二 0,1,2) 均 无 整数 根 ， 
求 5 十 c 的 最 小 值 . 

14. 给 定 10 个 正 整 数 ,它们 中 任意 9 个 数 之 和 仅 取 下 列 9 个 不 同 的 数值 :86 ,87,88,89， 
90,91,93,94,95 ,那么 这 10 个 正 整 数 从 大 到 小 排列 后 , 求 第 3 个 数 与 第 7 个 数 
的 和 . 


a, 和 人 
和 
TH a 

四 i ' 加 HH i ' a 

1 1 rt 0 Hi] bl! = i Tr, 

i Dr i Ds i i! 和 
1 1 .5 P| : : pe 


半 冰 窗 凋 蛋 开 性 药 旺 同 站 交 O 


CD 
奥 | 
林 
匹 
克 |! 
才 
学 |] 
中 
的 
真 
是 
分 
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\ 选 择 题 


。 设 集 合 A = 二 {7 ,XT 十], 一 3},.B = {一 5,27 一 1,x 十 1, 满 足 A 门 B= (一 3}, 则 
Z 的 值 是 ( ) 
A.2 B. 1 (0 D.—1 


.车 log 一 1, 则 a 的 取 值 范围 是 (  ). 


A.0<a<S B.a>> 守 上 且 a 关 1C a<l D.0 二 a 二 计 或 4 之 1 


. 若 困 数 y = sinwx(w 放 0) 在 区 间 L0,1] 上 至 少 出 现 50 次 最 大 值 , 则 也 的 最 小 值 是 
( ). 
A. 98x B. Tn C. Tn D. 1007 
. 百 线 at 十 by 十 c= 二 0(a,b,c 了 关 0) 与 直线 pr 十 oy 十 M 一 0(Cp 了 关 0) 关于 y 轴 
对 称 的 充 要 条 件 是 ( ) 
b C a b .a pb C a pb 人 
A, 一 一 一 B. 一 一 一 一 C. 二 一 一 天 一 也 一 一 一 一 一 一 
9 m p gq pg”m p 9 m 
, 已 知 {a,} 是 等 比 数列 , 且 a > 0,azas 十 2asas 十 azas 二 2025, 那 么 ,as 十 as 的 值 为 
( ). 
A. 15 B. 25 C. 35 D,. 45 


. 已 知 有 穷 等 差 数 列 {a,? 的 自 项 为 1, 末 项 a = 二 1997(n > 3), 夺 公差 是 自然 数 , 则 项 


数 n 的 所 有 可 能 取 值 之 和 是 ( 。 ). 
A. 3501 B. 3499 C. 2001 D. 1997 


. 用 0,1,2,3,4 这 五 个 数字 组 成 无 重复 数字 的 五 位 数 , 其 中 恰 有 一 个 偶数 字 夹 在 两 个 


可 数字 之 间 的 五 位 数 的 个 数 是 (。 ). 
A. 48 B. 36 C. 28 D. 12 


. 加 po 二 Decos0 十 Esin8 与 极 轴 所 在 直线 相 切 的 充 要 条 件 是 ( ). 


A.D.:E=0 B.D.E0 C.D=0,E0 D.DA0,E=0 


. 方程 arcsin 7 十 arccosy 一 nrx(n E Z) 所 表示 的 图 形 是 ( ). 


314 


| 10. 正方 体 ABCD -ABCID 中 ,E 为 AiA 的 三 等 份 点 ,下 为 CIC 的 三 等 份 点 ,AFE = 
2A1E,CF 二 2CiF. 过 BE、F 作 正方 体 的 截面 . 下 列 所 示 的 截面 在 相应 面 上 的 投影 
图 中 ,错误 的 是 ( ). 


Cy EN 


11. 方程 x | x | 十 工人 一 x 一 | x | 二 0 在 复数 集 内 的 解 集 对 应 复 平面 内 的 图 形 
是 (  ). : / 
A. 几 个 点 和 直线 B. 单位 加 和 直线 
| “C. 几 条 直线 D. 原点 和 单位 圆 | 
12. 将 奇 正 整数 1,3,5,7,… 排 成 五 列 , 如 图 表 . 按 图 表 的 格式 排 下 去 ,2001 所 在 的 那 
列 , 从 左边 数 起 是 ( ” ). : 
1] 3 5 7 
15 13 11 9 
17 19 21] 23 
31 29 27 25 
A. 第 一 列 B. 第 二 列 C. 第 三 列 D. 第 四 列 
二 .填空 题 


13. 与 双 曲 线 瑟 一 2 _ 1 有 共同 的 渐 近 线 , 且 经 过 点 (- 3,2 V3) 的 双 曲 线 方程 


是 


芝 冰 商 凋 杰 芋 性 党 进 熙 涉 泪 O 


Ca ; 十 Be a 经 曲 


闵 池 厢 灿 于 玉 恢 淡 测 洗 效 O 


专 题 研 究 系 列 


14. 已 知 ABC -ABC 是 正三 棱柱 ,4AB = BC = CA 一 2,AA| = V2,D 入 分 别 是 
AC 和 BC 的 中 点 , 则 A1D 与 C1E 所 成 的 角 的 度数 为 

15. 设 x.y EE R 和 且 满足 xz 十 4y: = 二 4, 则 x? 十 2xy 十 4 的 最 大 值 和 最 小 值 分 别 
为 

16. Te )+e(a + 证 )】 
为 


为 

三 、 解 答题 

18. 已 知 二 次 国 数 f(x) 一 4x _4azr 十 (as 一 2a 十 2) 在 0 帮工 芝 1 上 的 最 小 值 为 2， 
求 a 的 值 . / 

19. 设 至 少 有 四 项 的 数列 {a, } 的 前 n 项 的 和 5S, = npa;(nE IN ,tp 为 常数 ) , 且 a 关 as， 
试问 这 个 数列 ta,} 是 一 个 什么 数列 ?并 说 明理 由 . 

20. 如 图 ,已 知 四 棱锥 P-ABCD 的 底面 是 边 长 为 4 的 正方 形 ， p 
PD | 底面 ABCD. 设 PD = 6,M.N 分 别 为 PB、AB 的 中 | 
把 . 
(1) 求 三 棱锥 P- DMFN 的 体积 ; 
(2) 求 二 面 角 M -DN -C 的 平面 角 的 正切 值 . 

21. 现 分 批 买 汽水 给 a 位 人 喝 , 喝 完 的 空 瓶 根据 商家 规定 每 2 
za >20>>1a2EN ) 个 空 瓶 又 可 换 一 瓶 汽水 ,所 以 不 必 (第 20 题 图 ) 
关 a 瓶 汽水 . 问 至 少 要 买 多 少 瓶 汽水 才能 保证 < 人 每 人 都 喝 
上 一 瓶 汽水 ? 

22. 边 长 为 1 的 委 形 A1B1CD 的 两 对 角 线 交 于 As, 过 A, 作 AsBs /AiB, 交 BC 于 了 B，， 
连结 BD 交 A1iC 于 A;, 过 As 作 A;sB, // AiBi 交 昌 | C 于 Bs,，… 这 样 作 下 去 得 A,B， 


以 Bi 为 原点 ,BC 所 在 直线 为 x 轴 ， 建立 平面 直角 坐标 系 , 设 以 万 - 为 半径 ,圆心 


在 y 轴 上 的 一 列 圆 T,(n 二 1,2,…) 依次 相 外 切 ( 即 TT 与 TT 外 切 , — 1,2,..), 
右 圆 工 与 抛物 线 y = zx? 相 切 .求证 :所 有 的 圆 T,(n = 1,2,…) 都 与 抛物 线 y 二 x 
相 切 . 


2002 年 湖南 省 高 中 数学 尾 令 营 试 题 


一 填空 题 


] . 
2. 


CN 


| 


CO 


曲线 x 十 y 一 2x = 0 的 中 心 到 直线 y = tan30 。z 的 距离 是 
已 知 图 数 f(x) 一 过 二 ,那么 2) 十 FFC3) 十 … ,十 .2002) 十 无 广 ) 十 二) 十 .十 


] 


1(5005’ 一 


.给 出 四 个 命题 ;( 甲 ) 夺 4a,b5€ R, 晶 |1a 一 5 | 过 | a | 十 51,; 则 a .5 二 0;( 乙 ) 满足 


A U B= (0,1} 的 非 空 集合 A 的 子 集 最 多 有 8 个 ;( 丙 ) 方程 log:(z 十 4) = 2z 的 根 
的 情况 是 仅 有 一 个 正 根 ;( 丁 ) 若 0 二 9 一 二 >， 则 tan(sin9) 十 cot(sin9) 宇 2. 其 中 正确 
命题 的 序号 是 


,函数 f(z,y;z) 二 Gry + Bye 的 最 大 值 为 


XxX“ 十 y 十 之 2 

. 已 知 定点 AC2,V3) ,椭圆 于 十 和 5 一 1 的 左 焦点 为 F, 生 点 M 在 椭圆 上 , 则 2 | MF | 一 

| AM | 的 最 大 值 是 
_ o ] 

. 已 知 z 为 复数 ,arg(z 十 3) = 135"， 则 TFTFrzcasrl 取 最 大 值 
时 ,zx 一 
3z, 一 1, 当 z 十 nn 为 4 的 倍数 时 ， 

. 厂 ] 一 1 ,7 sens] = 002 一 2 rp oe 
六 C+ 3z, 十 1, 当 运 , 十 n 不 为 4 的 倍数 时 Tai 
叱 2002 包 § 4 除 的 余数 为 


一 个 圆锥 和 一 个 半球 有 公共 底面 ,如 果 圆 锥 的 体积 恰好 与 半球 的 体积 相等 , 则 这 个 
圆锥 轴 截 面 顶 角 的 余弦 值 是 


. 各 项 均 为 正 整数 ， 目 首 未 两 项 之 和 等 于 21 的 等 差 数列 (至少 有 3 项 ) 共有 


个 


10. 2 X 3 的 矩形 花坛 被 分 成 六 个 1 Xx 1 的 小 正方 形 区 域 ;A,B,C,D,E,F, 每 个 区 域内 


栽种 一 种 植物 , 相 邻 的 两 个 区 域内 栽种 的 植物 不 同 . 今 有 6 种 植物 可 供 选 择 , 则 共 
有 _ 种 不 同 栽种 方案 , 
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11. 设 z,yz ER ,日 满足 zyz(z 十 y 十 z) 二 1, 求 (z 十 y)(z 十 z) 的 最 小 值 . 

12. 已 知人 4BC 的 重心 为 C,M 是 BC 边 的 中 点 ,过 G 作 BC 的 平行 线 交 AB 边 于 X, 交 
AC 边 于 Y, 且 XC 与 GB 交 于 上 护 Q,YB 与 GC 交 于 氮 了 .议和 人 ABC 的 面积 为 32 平 
方 单位 ,求人 MPQ 的 面积 . 


13. 设 a 汪 0,a 关 1, 且 函数 f(x) = log (6ax? 一 2x 十 3) 在 [ ,2] 上 单调 递增 , 求 a 的 


取 值 范 围 

14. 对 圆周 上 的 k 个 点 和 Al ,和 A 9 ) 两 两 连 线 ,对 于 连 线 Ai;A， 9 当 1 << /7 时 称 为 A. 的 
出 线 , 当 i 二 j 时 称 为 A; 的 入 线 . 现 将 每 一 条 连 线 染 上 nn 种 颜色 中 的 一 种 ,车 每 一 点 
的 出 线 颜 色 与 人 线 颜 色 均 不 相同 (每 一 点 上 的 出 线 可 同色 ,人 线 也 可 以 同色 ), 求 
证 :上 委 2"， 


| 


1. 


. 二 次 图 数 f(x) = az 十 br 十 c 的 图 象 如 图 所 示 . 记 


2002 年 湖南 省 高 中 数学 竞赛 试题 


选择 题 

定义 在 实数 集 R 上 的 函数 y = f( 一 z) 的 反 函 数 是 y == 户 ( 一 z), 则 (  ). 
A.y = 二 f(x) 是 奇 函 数 

B. y 二 f(x) 是 偶 函 数 

C. y 二 f(z) 既是 奇 函 数 , 也 是 偶 顶 数 

D. y = f(x) 既 不 是 奇 函 数 , 也 不 是 偶 函 数 


头 冰 效 凋 下- 开 妈 当 加 划 涉 沽 O 


N =|a 二 p 十 c | 十 | 2 一 | M 一 | ca 一 5 十 c | 十 | 2a 十 D |， 
则 C  ”). 
A.M>N 
B. AM 一 N 
C.M<=N 
D. MN 的 大 小 关系 不 能 确定 (第 2 题 图 ) 


. 在 正方 体 的 一 个 面 所 在 的 平面 内 ,任意 画 一 条 直线 , 则 与 它 


异 面 的 正方 体 的 棱 的 条 数 是 ( ). 
A.4 或 5 或 6 或 7 B. 4 或 6 或 7 或 8 
C.6 或 7 或 8 D. 4 或 5 或 6 


. 人 ABC 中 , 蔡 (sinA 十 sinB)(cosA 十 cosB) 三 2sinC, 则 人 ABC (人 )， 


A. 是 等 腰 三 角形 但 不 一 定 是 直角 三 角形 
B. 是 直角 三 角形 但 不 一 定 是 等 腰 三 角形 
C. 既 不 是 等 腰 三 角形 也 不 是 直角 三 角形 
D. 既是 等 腰 三 角形 也 是 直角 三 角形 


. 人 4BC 中 ,人 人 C 二 90 ,在 sinA、sinB 是 一 元 二 次 方程 x 十 pz 十 q = 二 0 的 两 个 根 , 则 


下 列 关 系 中 正确 的 是 (。。). 


A.p=+VIT29 且 g > 一 方 B.p= VI 十 轨 0 且 g > 一 少 
C.p— Vi 二 29 且 4 > 一 方 D.p =-Vi 二 34 且 0<<q 过 广 


半 沁 商 尖 全 丘 眉 溢 闭合 站 效 0 


6. 已 知 A( 一 7,0),B(GC7,0) ,C02, 一 12) 三 点 ,车 椭圆 的 一 个 焦点 为 C, 且 过 A、B 两 点 ， 
此 椭 图 的 田 一 焦点 的 轨迹 为 ( ). 


A. 双 曲 线 B. 椭 贺 
C. 椭圆 的 一 部 分 D. 双 上 曲线 的 一 部 分 
二 .填空 题 


7. 满足 条 件 {(1,2,3}CGCXS {人 ,2,3,4,5,6}) 的 集合 X 的 个 数 为 


8. 函数 /(z) 一 Ta 二 天 -是 奇 函 数 的 充 要 条 件 是 


9. 在 如 图 所 示 的 6 抉 地 上 ,种 上 甲 或 乙 两 种 蔬菜 (可 只 种 其 


种 蔬菜 , 则 共有 种 蔬菜 的 方案 数 为 ， 
10. 定义 在 尺 上 的 函数 > = f(z), 它 具有 下 述 性 质 ， (第 9 题 图 ) 
(1) 对 任何 TE 及 ,都 有 f(x) = (7); 
(2) 对 任何 Ti、Z2 和 了 ,Zi 天 Ta ,都 有 fx) 天 f(x2). 
则 f(0) 十 了 f(1) 十 f( 一 1) 的 值 为 


11. 已 知 复数 z 满 足 z "zx 一 x 一 z 一 3, 上 且 arg(z 一 1) = 亏 , 则 z= 


12. 已 知 动 点 P(z,y) 满足 二 次 方程 10z 一 2zy 一 2y 十 1 二 0, 则 此 二 次 曲线 的 离心 率 
为 
三 、 解 答题 
13. 如 图 ,在 棱 长 为 a 的 正方 体 ABCD-Ai1B.CD 中 ,EF 分 
别 是 棱 AB 与 BC 的 中 点 . 
(1) 求 二 面 角 B-FB, -五 的 大 小 . 
(2) 求 点 D 到 平面 B1EF 的 距离 . 
(3) 在 棱 DD; 上 能 否 找到 一 点 M, 使 BM | 平面 EFB1? 
若 能 , 试 确定 点 M 的 位 置 ; 乔 不 能 ,请 说 明理 由 . 
14. 设 关于 的 一 元 二 次 方程 2 一 tr 一 2 二 0 的 两 个 根 为 a、 (第 13 题 图 ) 
Bla = PB. 
(1) 知 Xl \d2 为 区 间 La,A] 上 的 两 个 不 同 的 点 ,求证 :4zizs 一 红 ZI 十 Tz) 一 人 < 0; 


(2) 设 f(z) = 入 , f(z) 在 区 间 [a,B] 上 的 最 大 值 和 最 小 值 分 别 为 fw 和 fo， 


g(t) 二 fworx 一 fmin, 求 gQ2) 的 最 小 值 . 
1 >. 已 知 Ul 一 1 ,a ~ 一 3 ,Qnt2 一 (n 十 3)anil -一 (nT 2)a,. 若 当 7 -之 1 时 ,a， 的 值 都 能 
被 9 整除 , 求 n 的 最 小 值 . / 
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专 题 研 究 系 列 


一 台 计 算 机 装置 的 示意 图 如 图 所 示 , 其 中 万、Jz 表 
示 数 据 和 人口 ,C 是 计算 结果 的 出 口 ,计算 过 程 是 由 
Ji 、J: 分 别 输入 自然 数 m 和 nn, 经 过 计算 后 得 自然 数 
k 由 C 输出 . 若 此 种 装置 满足 以 下 三 个 性 质 : 

中 和 在 万 、 分 别 输入 1, 则 输出 结果 1; 

@ 车 J 输入 任何 固定 自然 数 不 变 ,J 输入 自然 数 增 
大 1, 则 输出 结果 比 原来 增 大 2; z 
@ 若 J; 输入 1, 广 输入 自然 数 增 大 1, 则 输出 结果 为 原来 的 2 倍 . 


(第 16 题 图 ) 


试问 :(1) 车 输入 1,Js 输入 自然 数 n, 则 输出 结果 为 多 少 ? 


(2) 行 Js 输入 1，, 太 输入 上 自然数 , 则 输出 结果 为 多 少 ? | 
(3) 奇 帮 输入 自然 数 2002,J; 输入 自然 数 9, 则 输出 结果 为 多 少 ? 


以 A 为 圆心 ,以 2cosg( <<0<< 7) 为 半径 的 圆 外 有 一 点 B; 已 知 | AB |= 2sinb， 
设 过 点 号 且 与 A 外 切 于 点 工 的 圆 的 圆心 为 M， 

(1) 当 & 取 茶 个 值 时 ,说 明 点 M 的 轨迹 PP 是 什么 曲线 . 

(2) 瓜 M 是 轨迹 已 上 的 动 点 ,点 六 是 @A 上 的 动 点 ,把 | MN | 的 最 小 值 记 为 
9) (不 要 求证 明 ) , 求 F(6) 的 取 值 范围 . 


(3) 者 将 题 设 条 件 中 的 9 的 范围 改 为 (0 二 9 一 开 ) ; 尽 昌 的 位 置 改 为 A 内 ,其 他 条 


件 不 变 , 点 M 的 轨迹 记 为 P. 试 提出 一 个 和 (C2) 具有 相同 结构 的 有 意义 的 问题 (不 
要 求解 答 ). 

设 长 方 体 的 长 . 宽 .高 分 别 为 ae.6、.c, 其 体 对 角 线 长 为 /. 试 证 

(太一 CD) 一 有) 一 cc) 之 512a404c4. 
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2003 年 湖南 省 高 中 数学 夏令 和 谷 试 帅 


一 \ 选 择 题 


1. 


8. 


9. 


已 知人 ABC 中 ,2sinA 十 3cosB = 二 4,3sinB 十 2cosA 一 V3, 则 一 C 的 度数 为 . 

. 用 0,1,2,3,4， 5 这 六 个 数字 组 成 没有 重复 数字 的 四 位 偶数 ,并 将 这 些 偶数 从 小 到 大 
排列 起 来 , 则 第 99 个 数 是 . 

由 等 式 刀 十 四 和 十 0 和 十 as 十 Q 二 《ZX 十 2) 十 (XY 十 2 十 BY 十 2 十 (二 ) 十 
妃 . 定义 映射 f; (al,a2 a3;a4)— (61,5b2 063,601), 则 f[ (10,30,38,21)|] = 


. 已 知已 之 a 忒 1, 若 f(z) 二 ax’ 一 2zx 十 1 在 区 间 [L1,3j」] 上 的 最 大 值 为 M(a), 最 小 值 


为 N(a), 并 令 g(a) 二 M(a) 一 N(a), 则 g(a) 的 最 小 值 为 
. 长 方 体 ABCD -Al1B1CiDi 中 ,ABi 与 A1D 所 成 的 角 为 a ,AC 与 BC; 所 成 的 角 为 
AiC 与 CD 所 成 的 角 为 7Y, 那 么 a 十 8 十 7Y = 


. 设 椭圆 万 十 和 二 1 上 的 动 点 P(z,y) 和 定点 Ma,0)(0<a<3) 的 距离 | PM | 的 


最 小 值 为 1, 则 a 的 值 等 于 . 


. 已 知 实数 ob 满足 (4 一 也 )? 一 1 一 二 鱼 , 记 tmx 和 to 分别 为 1 = a? 十 25 的 最 大 值 


和 最 小 值 , 则 towy 十 ti 

有 2003 个 圆 分 别 与 <MON 的 两 边 相 切 ， 且 相 邻 的 两 个 圆 均 外 切 ,已 知 人 MON = 
60 ,最 小 圆 的 半径 为 1, 则 按 半径 从 小 到 大 排列 ,第 2003 个 圆 的 半径 为 . 
四 个 学 校 各 派 3 名 代表 组 成 半 个 小 组 参加 社会 实践 活动 (每 名 代表 可 参加 几 个 小 
组 ). 规定 : 同一 学 校 的 代表 不 在 同一 小 组 ;@) 不 同学 校 的 任意 两 位 代表 恰好 共同 
参加 一 个 小 组 活动 . 则 n 的 最 小 值 为 . 


二 、 解 答题 
10. 如 果 奇 函数 f(x) 在 (一 oo0,0) U 0, 十 ceo) 上 有 意义 ， 目 在 (0, co) 上 是 增 函 数 ， 


大 1 一 0， 又 有 困 数 ge(O 一 sin:0 十 mcos0 一 2m,0 C [0,=1. 车 集合 M 一 {7m | 
g( 引 二 0}, 集 合 和 NN 二 {m | fLg(9) |] 一 0), 求 集合 M 门 NN. 


11. 证 明 :对 于 任何 实数 Zyyyz 下 述 三 个 不 等 式 不 可 能 同时 成 立 ， 人 | 过 | 一 之 | ， 


上 1 过 |z 一 ijzji< | z 一 y|. 
12. 将 一 块 贵重 的 百 角 三 角形 金属 板 ABO 置 于 平面 直角 坐 
标 系 中 (如 图 ) ,已 知 4B = BO = 1( 米 ),AB | 0B. 现 


因 三 角 板 中 阴影 部 分 受到 损坏 ,要 经 过 点 P( 广 ,元 ) 的 
一 条 直线 MN 将 损坏 部 分 句 掉 , 问 应 如 何 确定 直线 MN 
的 斜率 ,才能 使 锯 成 的 三 角 板 人 AMN 的 面积 最 大 ? 
13. 在 AABC 中 ,4B = AC, 人 A= 100 ,1 为 内 心 ,D 为 AB 
上 一 点 ,满足 BD = BI , 试 求 人 BCD 的 度数 . (第 12 题 图 ) 


S| 
奥 
林 
匹 
克 
数 
学 
中 
的 
真 
是 
分 
析 


OO 
奥 
林 
匹 
克 
数 
学 
中 
的 
真 
题 
分 
析 


2003 年 湖南 省 高 中 数学 竞赛 试题 


一 、 选 择 题 


l. 


| 


3. 


> 


| 


6 


设 函 数 f(x) 一 logz(ae 盖 0 天 1). 若 ziz…zos) 一 8 则 好) 十 F 帮 好) 十 … 十 
f(xzo03 ) 的 值 等 于 ( ). 
A.4 B. 8 C. 16 也. 2log,8 


. 如 图 ,S-ABC 是 三 条 楼 两 两 互相 垂直 的 三 棱锥 ,O 为 底面 ABC 5 


内 一 点 . 若 OSA = a, 人 OSB = PB, 人 OSC 一 7Y, 那么 
tana tang 。tany 的 取 值 范围 是 ( ) 

A.[L2V2, 十 co) B. (0,2V2) 
C.[1,2V2] D. (1 ,2V2) 

某 水 池 装 有 编号 为 1,2,… ,39 的 9 个 进出 口水 管 ,有 的 只 进 水 ， 
有 的 只 出 水 ,已 知 所 开 的 水 管 号 与 水 池 灌 满 水 所 需 的 时 间 如 下 
表 . 若 9 个 水 管 一 齐 开 , 则 灌 满 水 池 需 ( ”“，) 小 时 . 

A.1 B. 2 ,C.3 D. 4 


水 管 号 


(第 2 题 图 ) 


. 右 以 圆锥 曲线 的 一 条 经 过 焦点 的 弦 为 直径 的 圆 与 对 应 的 准 线 无 公共 氮 , 则 此 圆锥 曲 


线 为 ( ). 
A. 双 曲 线 B. 椭圆 C. 抛物 线 D. 椭圆 或 双 曲 线 


. 有 10 个 不 同 的 球 , 其 中 2 个 红 球 .5 个 黄 球 、3 个 日 球 . 奋 取 到 1 个 红 球 得 5 分 , 取 到 1 


个 黄 球 得 1 分 , 取 到 1 个 日 球 得 2 分 , 则 从 中 取出 5 个 球 ,使 得 总 分 大 于 10 分 且 小 于 
15 分 的 取 法 种 数 为 ( ). 
A. 90 B. 100 C. 110 D. 120 


. 自然数 按 如 下 的 规律 排列 : 


] 一 2 9 10 7 


| 
324 | | 1 1 | oo 


9— 8 一 7 12 19 
| | 
16 一 15 一 14 一 13 20 
25 一 24 一 23- 一 22 一 21 
则 上 起 第 2002 行 , 左 起 第 2003 列 的 数 为 人 ). 
A. 2002? B. 2003? C. 2002 十 2003 D. 2002 x 2003 
二 填空 题 
1. 说 yy 和 了 R, 且 满足 
( 工 一 1)2003 十 2002(z 一 1) 一 一 1 ， 
(y— 2)% 十 2002(y 一 2) 一 1 
则 之 十 y 二 
8. 满足 2sin2r 十 sinr 一 sin2zz 一 3cosz 的 锐角 区 一 
9. 记 min{a,6b} 为 ac 两 数 的 最 小 值 , 当 正 数 zx、.y 变化 时 ,i == min(z, 25 也 在 变 
化 , 则 上 的 最 大 值 为 . 
10. 已 知 n 为 自然 数 ,多 项 式 P(z) = 》 Cr 。(zx 一 1)* 可 展开 成 x 的 升 军 排列 a。 
h=0 


Faztaz te 十 anc" 则 |ao | 上 la la | 二 + a |= / 
11. 底面 边 长 为 a 的 正三 楼 柱 ,被 不 平行 于 底面 的 平面 所 截 ,其 > 
h 


尝 冰 商 灿 下 下 怀 湾 吉 同 芳 恒 Oo 


中 一 块 的 形状 如 图 所 示 ,剩余 的 侧 校长 分 别 为 hi .Pa 、hs ,其 
中 妈 十 hs 一 2hz, 则 该 剩 下 的 几何 体 的 体积 为 

| 12. 已 和 a.6 是 互 不 相等 的 正 数 ,在 a.6 之 间 插 入 两 组 数 ;x ,x2， 
“9 和 yi 9 V29" "9 Yn , 使 得 QT T2 9 "Tn ob 成 等 差 数 列 9 
人 ViI9.V29 ”9 Yn , 成 等 比 数列 , 则 下 列 不 等 式 : a a 


DD > Vab + (=),@ Dz > 4 9,@ 
=] k=1 


(第 11 题 图 ) 
Vy1y2 < Vab,@ VY Ya Yn 一 2 才 ? 一 (于 尼 ): 中 ， 
成 立 的 有 . 
二 、 解 答题 
13. 已 知 曲线 zy? 一 1(y > 0) 在 曲线 上 点 (xo,y6) 处 切线 的 斜率 一 一 -二 过 点 
0 


a 1 (| | 人 325 
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专 题 研 究 系 列 


P1(1,0) 作 y 轴 的 平行 线 交 曲 线 于 Qi ,过 Q 作曲 线 的 切线 
与 工 轴 交 于 点 已 ,过 书 作 与 y 轴 平行 的 直线 交 曲 线 于 他 . 仿 
此 ,不 断 地 这 样 作 图 (如 图 所 示 ), 得 到 点 列 已 ,PP 和， 
人， 记 Ll 一 | Co， | , 求 L2003 的 值 . 

14. 设 工 、y、z ee 2 1, 求 三 元 图 数 


3y 一 》 
Fryyz) 一 tI 的 最 小 值 , 并 给 出 证 


明 . (第 13 题 图 ) 

如 图 ,已 知 四 面体 ABCD 中 ,AB | BC,BC | CCD, | AP 

(1) 指出 与 面 BCD 垂直 的 侧面 ,并 加 以 证 明 ; | 

(2) 若 AB = BC = 1,CD = zx, 二 面 角 C-AD -8 的 平面 角 

为 a,sina 二 fz), 求 f(x) 的 表达 式 和 a 的 取 值 范围 . 

. 设 忒 数 y = 二 f(x) 的 定义 域 为 R, 当 zx 二 0 时 , f(x) 盖 1, 且 对 
任意 的 实数 x、y € R, 有 f(z 十 y) = f(zx) f(y) 成 立 , 数 列 
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‘an} 满足 Ul 一 f(0), 且 f(ann) 一 Fo 全 N). 
(1) 求 azoo3 的 值 ; (第 15 题 图 ) 
(2) 若 不 等 式 (1 十 一 -) (1 十 二 ) “(1 十 一 ) >k。 V2n 十 1 对 一 切 n € N 均 成 立 , 求 


& 的 最 大 值 . 
甲乙 两 网 络 公 司 ,1996 年 的 市 场 占 有 率 都 为 A, 根 据 市 场 分 析 和 预测 , 甲 公 司 第 n 


年 (1996 年 为 第 1 年 ) 的 市 场 占 有 率 a， 一 各 Cr 一 Nn 十 40), 乙 公司 自 1996 年 起 逐 
年 的 市 场 占 有 率 都 有 所 增加 ， 其 规律 如 图 所 示 . 


17. 


一 


~ 
ps 
局 
| 
Oo 


1996 199 .。 
(第 1 年 ) (第 2 年 ) (第 3 年 ) “*” (第 nm-1 年 )( 第 年 ) 


(第 17 题 图 ) 
(1) 观察 图 , 求 出 乙 公 司 第 ”年 市 场 占有 率 的 表达 式 ; 


326 由 | | ， "| 1 


“(2) 根据 甲乙 两 公司 所 在 地 的 市 场 规 律 ,如 果 某 公司 的 市 场 占 有 率 不 足 另 一 公司 
市 场 占有 率 的 20% , 则 该 公司 将 被 另 一 公司 兼并 ,经 计算 ,2015 年 之 前 ,不 会 出 现 
莱 并 局 面 ,试问 2015 年 是 否 会 出 现 兼 并 局 面 ?并 说 明理 由 . 
18. 求 平面 上 满足 下 述 条 件 的 直角 三 角形 的 个 数 ， 
(1) 三 角形 的 三 个 顶点 都 是 整 点 ,坐标 原点 为 直角 顶点 ; 
(2) 三 角形 的 内 心 M 的 坐标 为 (96p,672p) ,其 中 p 为 素数 . 


泳池 应 尊 于 于 性 潍 时 问 汗 闭 O 
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专 题 研 究 系 列 


2004 年 湖南 省 高 中 数学 夏令 营 试 题 


、 选 择 题 
已 知 x,y 是 两 个 不 等 的 正 数 , 则 a 一 开 才 二 一 工 十 26 EY Vic 一 


V 芭 一 于 的 大 小 顺序 是 ( 。 )， 
一 十 一 
x y 

A.a>b>c Bi.a>c>b Cb>ac D.b>c>a 


. 下 面 给 出 三 个 命题 ;( 甲 ) 当 0E€ (0, 世 ) 时 ,有 sin(cos0) 过 cos(sin0) ;( 乙 ) 当 08 € (0， 


了 ) 时 ,有 cos《cos0) 汪 sin(Csin0) ; (两 ) 当 O6E [0,7w] 时 ,有 sin(cos0) < 一 cos(sin0). 其 


中 正确 命题 的 个 数 为 ( ). 
A.0 B. 1 C.2 D. 3 


: 边 长 为 a 的 正方 形 ABCD 和 下 方形 ABEF 所 在 的 面 成 120 角 ,M、 分别 是 对 角 线 


AC 和 BF 上 的 点 , 且 AM = FN , 则 MN 的 取 值 范围 是 (  ). 


V2 V3 V2 V3a 
A. (aa B. (Sasa (.. [3 a,aj D. L ,a | 


. 直角 坐标 系 中 纵 坐 标 和 横 坐 标 都 是 整数 的 点 称 为 格 点 , 则 平面 内 所 有 格 点 到 直线 


y 二 子 z 十 己 的 距离 的 最 小 值 等 于 ( 。 )， 


2 
”15 


4 8 
C D, 1 


A.0 B ET 


. 关于 工 的 一 元 二 次 方程 x 十 (a 一 Dz 十 a 一 2 = 0 的 一 个 实 根 大 于 1, 另 一 实 根 小 


于 1, 则 a 的 取 仁 范围 是 ( ). 
A. 一 2 一 aa<]1 B. a 一 一 1 或 CC 全 1 
C.—1<~aQ<=l D.a 一 一 2 或 <C>1] 


:已 知 m,n € Z, 且 1 过 m 攻 99,1 攻 nn 攻 99, 则 使 得 Gm 十 n)? 十 3m 十 n 是 完全 平方 


数 的 有 序数 对 (m,n) 共有 ( ) 个 . 
A. 98 B, 100 C. 96 1D). 99 


二 填空 题 


7. 若 抛 物 线 y= 二 xX 一 azr 十 3(a E R) 位 于 区 间 [La,a 十 1 的 一 段 曲 线 恒 在 直线 y 一 ] 


”的 上 方 , 则 a 的 取 值 区 间 是 


8. 已 知 四 面体 ABCD 中 ,AB = CD = 2a,AC = BD = BC = AD = V10, 则 4a 的 取 值 | 


范围 是  . 
9. 若 函 数 f(x) 与 g(x) 的 定义 域 均 为 非 负 实 数 集 , 对 任意 的 zx 字 0, 规 定 f(z) :g(x) = 


mint rz)yg(Cz)) ,fx) = 3— rg(r) = v2rd+ 5; 则 fx)» gx) 的 最 大 值 为 


10. 设 P(z) 一天 十 ao 十 凡 十 民 十 qd 其 中 aypc,d 为 常数 ,日 P(1) 二 2004,P(2) 一 
4008, P(3) = 6012, 则 了 [PC11) 十 PC 一 7)] 的 值 为 


11. 设 任意 实数 a 二 5 二 c 汪 d 盖 0, 要 使 logs 2004 十 logs 2004 十 logd 2004 守 mlogs 2004 
恒 成 立 , 则 m 的 最 小 值 为 . 
12. 在 1000 到 9999 之 间 的 所 有 四 位 数 中 ,个 位 数 与 千 位 数 之 差 的 绝对 值 是 3 的 四 位 数 
共有 个 . 
三 、 解 答题 
13. 已 知 正 实数 zyoz, 了 忆 满 足 巡 十 汉 十 巡 十 好 = 二 1, 求 证 区 yw 十 Xxy?zw 十 ryz?w 十 
1 


ZyzZVU < 一 . 


1 
14. 数列 {a,) 中 ,ar = 站 , 当 n 之 2 时 ,a, 一 3 十 和 


{— Qi 
(1) 是 否 存 在 目 然 数 mm, 当 n>m 时 ，,a， 过 2, 当 nm 时 ,a， > 2. 石和 存在 , 求 出 mm 


(2) 当 之 10 时 ,证 明志 < a,. 
15. 在 Rt 八 ABC 中 ,了 为 斜 边 BC 的 中 点 ,了 1 4 
分 别 为 AABD 、AACD 的 内 心 , 过 了 天 的 


直线 分 别 交 4B .AC 于 M 、N， 
求证 :Saagc 一 2SAawv， 


六 冰 座 凋 要 下 性 淘 进 同和 沉 小 O 
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专 题 研 究 系 列 


2004 年 湖南 省 高 中 数学 竞赛 试题 


一 、 选 择 题 
1, 已 知 函 数 f(x) 是 R 上 的 奇 函 数 ,g(x) 是 有 上 的 偶 函 数 , 耕 f(x) 一 g(x) = 二 x 十 
9z 二 12, 则 f(x) 二 g(xz)=( .). 
A. 一 x 十 9x—12 B.x 二 97x12 
C.—x —9zr++12 D. zz 一 9z 十 12 
2. 有 四 个 男 数 : 
hy 一 sinz 十 cosz;@Oy = sinr— cosr; Wy = sinx * cosr; (Oy = Sn 
其 中 在 (0, 忆 》 上 为 单调 增 函 数 的 是 ( ). 
A. 山 B. © C.D 和 D. 委 


+ 


NN 


oy 


. 方程 飞 十 X 一 1 == zr 十 (x? 一 1)w 的 解 集 为 A( 其 中 x* 为 无 理 数 ," 一 3. 141…， 
z 为 实数 ), 则 A 中 所 有 元 素 的 平方 和 等 于 ( ). 
A.0 B. 1 C.2 D. 4 

. 已 知 点 PCzyy) 满足 (z 一 4cos0)2 十 (y 一 4sin9)? = 4C0E€ R), 则 点 P(xz,y) 所 在 区 
域 的 面积 为 ( ). 
A.367n B. 327 C. 20X D, 167 

. 将 10 个 相同 的 小 球 装 人 三 个 编号 为 1.2、3 的 盒子 (每 次 要 把 10 个 球 装 完 ) ,要 求 每 
个 盒子 里 球 的 个 数 不 少 于 盒子 的 编号 数 ,这 样 的 装 法 种 数 为 ( ). 
A.9 B. 12 C. 15 D, 18 

. 已 知 数列 {a,) 为 等 差 数 列 , 且 Ss = 28,S 二 36, 则 Su 等 于 ( ). 
A. 80 B. 40 C. 24 D, — 48 

. 已 知 曲 线 C:y 二 Vv 一 x ?一 2Xx 与 直线 1:zx 十 y 一 m 二 0 有 两 个 交 扣 , 则 nm 的 取 值 范围 
是 ( ). 
A. (一 V2 — 1,v2) B. (— 2,V2— 1) 
C. [0,V2 一 D. (0wV2 一 了 


生生 和 村 法科 后 革 寺 和 二 和 相 
sis 外 二 开交 让 
人 
中 Esha 
let 


由 
330 Wi 


8. 过 正方 体 ABCD -ABCDi 的 对 角 线 BDi 的 截面 面积 为 S, 记 Sux 和 Snin 分 别 为 
S 的 最 大 值 和 最 小 值 , 则 Sa 的 值 为 ( 。 ) 
V3 V6 2V3 ~ n» 2V6 
A. 9 B, 9 (, 3 | 3 
9. 投工 二 0.82” ,yy 二 sinl,z 二 log V7, 则 Z、 yz 的 大 小 关系 为 ( )， 
A.T 过 yz B. yz (2Z<CZr<Cy D.z<<y<< 工 
10. 如 果 一 元 二 次 方程 x 一 2(a 一 3)x 一 丰 十 9 = 二 0 中 ,a.b 分 别 是 投 毛 骨 子 所 得 的 数 
字 , 则 该 二 次 方程 有 两 个 正 根 的 概率 P==(  ). 


A. + B. 二 Cc. 工 D. 也 


18 9 6 18 

二 ,填空 题 

11. 设 己 是 梢 圆 - + 妆 一 一 1 上 异 于 长 轴 端 点 的 任意 点 ,下 、 分 别 是 其 左右 焦点 ， 
O 为 中 心 , 则 | PF | PF; | 二 | OP | = 

12. 已 知 人 ABC 中 ,AB = 046 一方 ,试用 2 的 向 量 运算 式 表示 和 人 ABC 的 面积 , 即 


SAABc 一 

13. 从 3 名 男生 和 ?7 名 女生 中 ， 任 选 3 人 参加 比赛 ,已 知 3 人 中 至 少 有 1 名 女生 的 概率 为 
3 , 则 ni -一 。 

14. 有 10 个 区 乓 球 选手 进行 单 循环 赛 ,比赛 结果 显示 , 没有 和 局 , 且 任 意 5 人 中 既 有 ] 
人 胜 其 余 4 人 ,又 有 1 人 负 其 余 4 人 , 则 恰好 胜 了 两 场 的 人 数 为 个 . 

三 .解答 题 


15. 对 于 孙 数 f(x), 吞 f(x) =Z, 则 称 z 为 zxz) 的 “不 动 点 ”车 f(f(zx)) = zx,; 则 称 工 
We 的 “稳定 点 ”函数 f(x) 的 “不 动 点 ”和 “稳定 点 ”的 集合 分 别 记 为 A 和 B, 即 
= {rz| f(x) = zr,B= {zr| fl(z)| = 27x}. 
i 求证 ,A 入 B; 
(2) 若 f(x) ==ar: 一 l(a € R,z € R), 且 A 一 B 关 ,求实 数 a 的 取 值 范围 
16. 某 制 衣 车 间 有 A、B.C.D 共 四 个 组 ,各 组 每 天 生产 :上 衣 或 裤子 的 能 力 如 下 表 , 现 在 
上 衣 及 裤子 要 配套 生产 (一 件 上 衣 及 一 条 裤子 为 一 套 ), 问 在 7 天 内 ， 这 四 个 组 最 多 
能 生产 多 少 套 ? 


芝 冰 箭 凋 否 开 尾 汝 虹 同 兴 王 Oo 


半 冰 部 尊 还 生性 灌 同 并 尊 O 


17. 


18. 


19. 


设 数列 {a,} 满足 条 件 :al 二 1,az 一 2, 且 as 二 ani 十 an《n 二 1,2,3,…). 求 证 ;对 


于 任何 正 整数 ,都 有 Wan 宇 1 二 -上 
a, 


在 周 长 为 定 值 的 人 ABC 中 ,已 知 | AB |= 6, 且 当 顶 点 C 位 于 定点 P 时 ,cosC 有 最 
小 值 , 为 元 

(1) 建立 适当 的 坐标 系 , 求 顶点 C 的 轨迹 方程 ; 

(2) 过 点 A 作 直 线 与 (1) 中 的 曲线 交 于 MN 两 点 , 求 | BM |.| BN | 的 最 小 值 的 
集合 . : 

已 知 三 棱锥 O-ABC 的 三 条 侧 棱 O4 .OB .OC 两 两 互相 垂直 ， P 是 底面 人 4BC 内 的 
任 一 点 ,OP 与 三 侧面 所 成 的 角 分 别 为 .8.7 


求证 :7 <a 十 有 十 7 和 扫 3arcsin 3. 


模拟 实战 一 


人 A 组 


rr 


1 A 理由 ,函数 f(x) 的 定义 域 是 (一 00,0)U (0, 十 oo), 当 z 关 0 时 ,因为 /一 站) 一 生计 一 
一 Xz 一 2 。 XX2—1) | TT ZX IK ， 
3 二 f(z) ,所 以 , f(z) 为 偶 函 数 . 显然 ,f(z) 不 是 
奇 函数 . 

2, A. 理由 :由 一 27 一 3 之 0 有 z< 一 1 或 ZD>3) 故 晒 数 log} (zx? 一 27 一 3) 的 定义 域 为 x 二 一 1 
十 co) 上 单调 递减 ,所 以 log3 《一 27 一 3) 在 (一 0, 一 单调 递增 . 

3. B. 理 由 :由 f(x 十 yy) 二 用 XT)， 了 (yy) ,和 

FeHD 一 六 D 。 CD=27(D, 即 有 Tt =2 

于 是 , 原 式 ==1000， 2 二 2000. 

4. C, 理由 :由 f(z) 是 偶 函数 且 f( 吉 )=0, 可 知 f( 一 亏 )=0. 又 几 z) 在 [0, 十 c") 上 是 增 函 数 ， 
从 而 f(z) 在 (一 2,0] 上 是 减 函 数 . 

由 Flogl x) 之 0, 知 logl x 二 一 二 或 log3 xz 这 二, 解 得 x>>2 或 0<x< 序 


5. A. 理由 : 易 知 f(x) 二 log4 (z 十 VR 十 DD)*, 从 而 f( 一 +)==log} (一 x 十 Vz 十 1) 一 log} 
1 2 / 
(一 去 村) =-logl (zx 二 VZTI)” ,于 是 f(x) 一 了 (一 x) (XER), 故 f(z) 是 侦 函 数 


6. D, 理由 : 设 y= 二 f(x 十 ,其 反 函 数 fx) 二 zx 十 1 即 x 二 了 1(y) 一 4. 所 以 ,函数 y== fx 十 1) 
的 图 象 与 其 反 函 数 y= 二 广 ' (x) 一 1 的 图 象 关于 直线 yx 对 称 . 

7. D. 理由 ;函数 y 二 log} 1]z 十 al 的 图 象 是 关于 直线 z 一 一 4 成 轴 对 称 的 对 数 函 数 图 形 , 当 直 线 
zx 二 一 a 左 侧 的 图 形 不 经 过 第 二 象限 , 则 直线 z+ 二 一 a 右 侧 的 图 形 必 不 经 过 第 二 象限 ,为 此 ,只 须 a 志 
一 1 即 可 . 

8. B. 理由 :; 令 y 一 1 得 f+ f=f(r+1)—z—1, 即 ”f(x 十 1) 二 了 (x) 十 x 十 2. 令 z=0 得 
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芝 冰 部 凋 否 王 性 泣 洪 加 涉 关 Oo 


f(1)=/(0)+2. 
由 f(D 二 1, 知 f(0) 二 一 1 当 nEN 时 ,f(D) 一 [8) 一 fk 一 1)] 十 f(0) 一 >(& 十 1) 十 


f(0)= 广 n(n 十 3) 一 1. 
同 理 ,f( 一 ) 二 一 方 n(3 一 1) 一 1, 所 以 ,f(D =n 二 3) 1(n€E 2). 今 f(n) 一 n, 解 得 n= 二 一 2 


或 n= 二 1. 

9. D, 理由 :考察 R 上 的 单调 递增 的 奇 函 数 g(7) 二 十 31, 令 g(a 一 1) 二 3,g(6 一 1)= 一 3, 即 有 
a 一 3a 十 6a 一 5 二 0, 记 一 3 十 66 十 1 一 0. 由 g(a 一 1) 二 g(1 一 刀 ,得 a 一 1==1 一 6, 故 a 十 b= 二 2. 

10. C. 理由 ;由 于 f(x) 一 4 二 a。，sinr 十 bp "YT 二 g(x) 为 奇 沙 数 , 则 &( 一 了) 一 一 &(CZ) 即 f( 一 4) 一 4 二 
一 [f(z) 一 4j, 芭 ff( 一 xz) 二 一 了 f(x) 十 8. 而 lglg3 二 一 glogs10, 从 而 Flglg3) 二 太一 lglogs10) 一 
—f(lglog;10) 二 8 二 一 5 十 8 二 3, 

11. 填 1. 理由 :由 g(x) 二 f(x) 十 1 一 + 得 fx) 二 g(xzx) 十 zx 一 1, 则 g(z 十 5) 十 (xz 十 5) 一 1 之 
g(ZX)+(z—]) 十 5,g(z 十 了 ) 十 (x 十 了 一 1 才 g(z) 十 (zx 一 ]) 十 1 于 是 ,g(x 十 5) 之 g(x) ,g(r 十 1) 声 
gz 从 而 g(zX)g(z 十 5) 夺 g(x 十 人 Dg(Xx 十 3) 夺 gl(X 十 2) 夺 g(x 十 DD) 夺 g(z), 故 g(x 十 1)==g(z)， 
即 g(xz) 是 周期 联 数 ,日 1 为 其 一 周期 . 又 g(1)==1, 故 g(2002) 一 1. 


12. 填 [1, 这 )UL2, 十 oo)， 理由 :由 yx 十 Vx 一 3x 十 2 有 v 工 一 3z 十 2 一 ?一 Z 之 0, 此 式 两 边 平 
方 得 (2y 一 3)z 一 光一 2. 从 而 y 天 广 且 zx 一 区 由 y 一 z= y 一 站 二 >0, 有 22 守 2>0, 从 而 1< 
y< -或 y 之 2. 

任 取 > 之 2 , 令 x 一 站 二 3, 易 知 Xx 之 2, 于 是 ,Tz 一 3x 十 2 之 0 且 y= 二 x 十 VT 一 37z 十 2. 任 取 1 才 y 二 
号 ,同样 令 zo , 易 知 zx<1. 于 是 ,一 37 十 2 之 0 且 y 一 x 十 VB 一 3 十 3, 因此 ,所 求 函 数 的 值 
域 为 [1,)U[2, 二 co) 

13. 填 0 和 oa 委 1. 理由 ; 当 a==0 时， 只 需 zr> 一 六 , 函数 lgCaz: 十 2z 十 1) 即 能 取 到 一 切实 数 . 

当 a>0 时 ,只 需 azr 十 2z 十 1 的 判别 式 A: 之 0, 即 a1, 函 数 lgCax? 十 2x 十 1) 能 取 到 一 切实 数 . 


14. ae 2 一 = 函数 y 一 a22 十 bz 十 c 单 调 .已 知 &2c 二 -名 不 


是 最 小 值 ,说 明 ae<<0, 可 见 该 函数 在 区 间 | 一 pp 2 守 ] 上 是 减 函数 ,于 是 ， 最 小 值 是 a (和 sg) 十 


5( 宙 )+e 


15. 填 +\/ 3 . 理由 :由 于 y= ki 十 等 z ， 且 5 二 名 十 ,7 二 3 十 人 . 则 包 ==2,k = 二 3, 于 是 y= 


大 下 |p 
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2 二 对 =W21z| 一 各 +2V6 之 2V6. 故 当 /51z| 二 灌 , 即 z 一 二 VY 立 时 ,y 值 最 小 


1 人 1 2 
16. 填 一 好 十 一 一 2. 理由 :由 xz 一 元 ) 一 二 一 之 一 去 = 一 了 一 | (zx 一 工 ) +2] 


机 


1 1、 7 了 ~ 故 f(x) 二 一 :十 上 7? 
(xz ) (> 去 ) .也 帮 z) 一 一 工 二 . 


3 十 (zx 十 1) ,zx 十 1E[ 一 1;,0] 
17. -) 一 : 一 3 一 ] 二 —2,0 4 
里 fz (3_ cet), rt1e [0,1 及 f(z) | rtll,r€El | 


理由 :由 图 象 的 转移 及 翻 折 ,不 难得 到 
Tz 十 4,XE[ 一 2, 一 1 


一 得 结 
1 (2 ,TE[—1,0]. 由 此 即 得 结 深 . 


18. 填 一 1. 理由 :由 f( 一 x) 二 f(x) 及 g( 一 x) 二 一 g(x), 有 log3 2 C37 十 


+=-2(2 + 0), 即 有 a6b 二 1 及 a 十 0 一 


四 b 是 函数 f(2) 二 六 十 t 十 1 的 两 个 零点 , 即 有 a 十 a 十 1 二 0， 十 51 一 0 注意 到 相 邻 二 项 


相 结合 , 则 得 之 (o 十 厂 ) 一 za 十 (@2 十 辐 十 at) 十 十 (ac 十 ao 十 ar ) 十 8 十 (十 六 十 基 ) 十 和 十 
Ch + p2007 十 p2008 ) 一 C 十 0 一 一 1 


_ f(x—1)~l 
frt DT rT 


于 是 ,二 有 RS 一 的 二 T， 即 为 f(z 一 DD * f(z+3) 二 一 1 


从 而 可 得 f(x 十 3)， f(x 十 7) 二 一 1, 即 有 f(x 一 1) 二 f(z 十 ?7). 

再 由 本 章 结 论 6(1) , 知 f(x) 是 周期 函数 ,是 8 为 其 一 正 周期 .而 f(1)* f(5) 二 ff(2)，f(6)= 
f(4)， fC8) 二 1, 所 以 (1)。 (2) (3)-…f(8) 二 1. 又 2008 二 251，8,- 故 f(1)。f(2)…f(2008) 十 
2009 二 1] 十 2009 二 2010. 


Q 2 a 二 Tl 2 
- ] 
- (Te )- -se) 于 是 [f(z) 一 字 ] 二 [f( 一 z+) 一 广 ]=[g(z)]+[ 一 gCz)] 


因为 a 证 0,; 则 0 二 f(z) 二 一 一 之 ]， 从 而 一 方 <g(z)<< 却 


和 
当 一 却 <g(z)<0 时 ,[g(z)] 十 [一 &Cz)] 一 一 1 十 0 一 一 1 
当 g(z) 一 0 时 ,ELg(Cz) | 十 [一 gCz) | 一 0 十 0 一 0; 

当 0<g(z)< 坟 时 ,[g(z)]+[ 一 g(x)]=0 二 (一 DD 二 一 1. 


oe 


i | 
IN 人 


半 冰 部 将 亚 所 怪 光 进 划 入 前 O 


六 池 次 汀 全 卫生 潍 测 合 凌 闯 O 
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综 上 ,函数 [PCz) 一 却 ] 十 [ 扎 一 妆 一 亏 ] 的 值 域 为 { 一 1,0). 


B 组 


1. 设 f(x)=ax bx 十 c,4a 之 100, 则 最 多 有 两 个 不 同 的 整数 2 使 得 | f(x) | 志 50 成 立 , 如 


f(z)==101x 一 52. 当 工 二 十 1 时 , [| Ac) 一 49 委 50. 
事实 上 , 若 不 然 , 则 至 少 存在 3 个 整数 二 二 zi 过 zs ,使 | f(xi)| 志 50, | f(x2)| 寺 50, | f(zxs)| 声 


_ __ (Xz) (roe ZT) (ZX—Xl 2 
50, 由 二 次 图 数 的 三 点 式 : f (xX) == (x1 — x2 ) CX1 — ra) "f(T + 2 — Xi ) CX 一 。 三 (zz ) 十 
(TX—X1) (Xr ) .f(s), 知 a=7 f(x1) f (xs) ) .于 


(Xa — X11) (Ts Xe ) XI1 TXT) (TT TT Cr TT TT) 


是 
一 | f(z) | 二 | f(z) | | fCxs) | 


aS a tr tr ry) 
又 za 一 Tl 这 2,XT3 一 ZX 之 1,X2 一 Xi 之 1, 从 而 

lal< HE | ez) | +i 100, 

这 与 a 之 100 矛盾 , 故 最 多 存在 两 个 不 同 的 整数 xz, 使 | f(z)| 志 50 成 立 . 
2. (1) 依 题 意 有 | fCD1S1,17( 方 )1<1,1f(0)1<1 


取 z ==1,xs 一方, 一 0, 由 二 次 函数 的 三 点 式 有 
f(D)=2zx(x 一 计 )* f(D 一 4z(x 一 DD ，f( 吝 ) 二 2(x 一 D(z 一 序 )* /0) 
=[2/(1) 一 4f( 志 ) 十 2f(0)]z? 十 [4f( 子 ) 一 3f(0) 一 f(D]z+f00). 
从 而 ,al 十 1 十 lcl 委 127(GD) 一 4F( 序 ) 十 27(0)1 二 14 地) 一 3F(00) 一 FDI 


31 fCD1+81f6#)1+61f00) |<17. 
故 |a| 十 1ol 十 |cl 的 最 大 值 为 17. 
(2) 取 ao 一 8,0 一 一 8,c 一 1, 则 /zz) 一 8 一 8z 十 1 一 8(z 一 六 并 一 1 当 zE[0,1] 时 , 恒 有 
| Az)| 委 1, 自 此 时 al 十 j5| 十 |c| 二 17, 赦 f(z) 二 8z 一 8z 十 ] 为 所 求 . 
3. 由 题 设 , 可 知 f(a,6) 为 圆 飞 十 Y= 二 2 上 的 点 Pla, V2 一 ao) 到 反比 例 函 数 曲 线 zy 二 9 上 的 点 
Q(b, ~ >) 的 距离 的 平方 因 V2 一 之 0, 故 点 P 在 上 半圆 xz? 十 二 2(y 之 0) 上 , 易 知 ,只 需 考 虑 点 QQ 在 


曲线 zxy 二 9 位 于 第 一 象限 的 部 分 (z>>0,y>>0) 上 . 
设 Q(z,y) 为 xy 一 9(z>0) 上 任 一 点 , 易 知 点 呈 应 在 圆心 O 与 Q 的 连 线 上 . 由 三 角形 两 边 和 大 


BE 三 于 人 全 
Ey 


于 第 三 边 , 知 对 圆 上 另 一 点 P ,有 OP 十 PQ>OP+PQ,PQ>PQ, 于 是 可 先 求 1OQ| 的 最 小 值 . 因为 
10Q|? = 十 之 2Ty 二 2，9 二 18, 故 |OQ| 宇 v18, 当 且 仅 当 x=y= 二 3 时 |OQ| = vV18, 所 以 当 Q 点 
为 (3,3) 时 ,|1PQ| 有 最 小 值 VY18 一 Y2, f(a,5) 有 最 小 值 ( V18 一 V2)? 二 8, 亦 即 当 a=1,5=3 时 ， 
fla;b) 有 最 小 值 8. 

4. 因 a 二 0, 知 g(xz) 在 [一 1,1] 上 为 增 隙 数 ,又 g(xzx) 在 [一 1， 1J 上 的 最 大 值 为 2, 则 g(1) = 二 2, 即 
a 十 5b 二 2. 6 

XfA(1)=a+6b+tc,f(0)==c, 即 f(1)= 二 2 十 (0)， 

当 |z| 委 1 时 ,| fz)| 志 1; 则 一 1 夺 f(0) 志 1, 代 人 f(1)==2 十 1f(0) 得 f(1) 守 1. 又 由 已 知 易 得 
f(D) 夺 1, 从 而 要 AD) 委 世故 Ai) 王 1, 即 ca 十 0 十 c 一 1. © 

由 由 、 包 得 c= 二 一 1, 因 |z| 志 1 时 ,f(x) 写 一 1, 即 f(x) 之 f(0), 由 二 次 函数 性 质 知 , f(z) 的 图 象 的 
对 称 轴 为 z=0, 从 而 6=0, 代 人 @@ 得 a=2, 歼 f(z)=2757 一 1。 

5. 原 不 等 式 可 转化 为 f(axr’) 一 fa?z) 汪 2[ 了 f(z) 一 f(a)j, 由 已 知 得 f(x) 一 fy)=f[(x 一 y) 十 
一 Ay) 一 Lf(z 一 > 十 YJ 一 fy) 二 f(z 一 y), 则 原 不 等 式 又 可 转化 为 f(ax? 一 a?z)>>2f(x 一 
a)= f(27x— 2a). 

设 工 之 zy 则 zi 一 x2 这 0, 从 而 fz) 一 zz)= 二 f(x 一 zx2) 过 0,; 即 知 fx) 二 f(zs), 因 此 ,函数 
f(z) 在 R 上 单调 递减 , 原 不 等 式 再 转化 为 az 一 a?x 二 2x 一 2a. 即 (ax 一 2) (zx 一 a)< 二 0. 又 a>>0, 有 


(z- 二 )(Cz 一 一 Q) 过 0, 所 以 , 当 ca>>V2 时 ， 原 不 等 式 解 集 为 {z| 二 <x<a) ; 当 a 二 Y2 时 , 原 不 等 式 无 解 ， 


当 0<a<V3 时 , 原 不 等 式 的 解 集 为 (zla<<z< 志 )， 

6. 必要 性 . 大 函数 fz) ,对 于 定义 域 任 一 实数 <, 都 有 f(a 十 zx) 十 fb 一 zx) 二 c. 设 P(x,y) 是 函数 
f(z) 的 图 象 上 任 一 点 , 则 PCz,y) 关 于 点 (9, 丘 ) 的 对 称 点 为 QCa 十 6 一 zc 一 y), 从 而 f(a 十 
一世 ) 一 < 一 几 6 一 (一 z) 一 < 一 zz) 一 c 一 六 所 以 QCa 十 6 一 zx,c 一 y) 在 函数 f(x) 的 图 象 上 . 由 点 了 
(zsy) 的 任意 性 知 ,函数 F(z) 的 图 象 关 于 点 (9 二 2,- ) 成 中 心 对 称 


充分 性 . 若 郴 数 f(x) 的 图 象 关于 点 (22 ,号 ) 成 中 心 对 称 , 设 P(z,y) 是 函数 F(z) 的 图 象 上 任 


一 上 操 ， 则 PCz,y) 关 于 点 (全 ， 攻 5 依 ) 的 对 称 点 为 Qa 二 5 一 人 从 而 (Ga 十 2 一 了 Z) 一 c 一 风 即 


f(at+6 一 ZX) 十 f(x) 二 c, 以 6 一 z+ 代 z, 可 得 f(a 十 zx) 二 f(b—7r)=c., 
7. 必要 性 . 寿 函 数 f(x) 对 于 定义 域内 任 一 实数 xz, 都 有 f(a 二 zx) 一 了 (6 一 +)=0 成 立 . 设 P(x,y) 


是 函数 f(x) 的 图 象 上 任 一 点 , P(x,y) 关 于 直线 + 二 < 的 对 称 点 为 QCa 十 b 一 zx，y) ,f(a 十 6 一 
z) 一 [6 一 (6 一 z)] 二 f(z) 二 y, 所 以 Qe 十 6 一 zy) 在 函数 f(x) 的 图 象 上 . 由 点 PCz,y) 的 任意 性 知 ， 
耳 数 /(z) 的 图 象 关于 直线 z 一 和 2 成 轴 对 称 


充分 性 , 函数 f(z) 的 图 象 关于 直线 x 二 4 对 称 . 设 P(z,y) 是 函数 f(z) 的 图 象 上 任 一 点 , 则 


法 冰 亢 音 朴 开 妈 秋 吉 个 江 沽 O 


半 汪 启 煤 导 上 玉民 溢 沁 渤 阔 O 


P(z,y) 关 于 直线 x 一 4 的 对 称 点 为 QCa 十 6 一 x,y). 因为 函数 f(z) 的 图 象 关于 直线 < 一 9 对称， 


所 以 点 Qa 十 6 一 x,y) 也 在 肾 数 f(z) 的 图 象 上 , 即 f(a 十 6 一 xz) 一 f(x) 二 0, 以 5 一 x+ 代 z 可 得 f(a 十 
XT)— f(b—7Xx)=0. 

8. 由 函数 f(z) 对 任何 实数 z 有 了 (1 十 x) 二 (3 一 x),f(2 十 zx) 二 一 A(4 一 Xz), 知 f(z) 关于 实数 
1、3 为 广义 (I) 型 偶 函 数 ,关于 实数 2.4 为 广义 (下 ) 型 奇 函 数 ,从 而 21 (1 十 3) 一 (2 十 4) | 二 4 为 其 一 
正 周期 . 

(1)= 一 (3 一 2) 一 FI 十 2) = 3) 一 2 十 1) 一 一 F4 一 1) 一 一 3)，8F2) 三 一 4)， 即 有 
FD 十 f03)==0, 了 (2) 十 f4) 二 0. 所 以 (1) 十 Ff2) 十 … 十 F100) 二 25L 了 (1) 十 fF2) 十 (3) 二 4)]=0. 

9. 由 题 设 ,y 二 了 f(z) 是 关于 点 (2,0) 成 中 心 对 称 的 广义 (和 且 ) 型 奇 旺 数 , 量 在 R 上 单调 递增 . 由 本 
章 结论 4(2) , 原 不 等 式 等 价 于 |(z2 一 2z 十 ?7) 一 21< 反 (好 十 3z 十 2) 一 2, 即 | 之 一 2z 十 5|< 巡 十 3z, 亦 即 
有 一 妇 一 3xz<< 太一 27 十 5< 刀 十 3r 解 得 z>>1. 


10. (1) 令 五 一 z 二 rz 一 交代 人 已 知 条 件 式 , 有 7zTm 十 Fz) 一 27(z 二 二 ) f(z )=0. 由 
本 章 结 论 6(2) , 知 f(x) 是 周期 明 数 ,日 27 为 其 一 正 周期 . 

《2) 由 (1) 有 f(z 十) 二 一 了 fx), 从 而 f(x 十 菩 十 f( 一 7) ,从 而 f(z 十 十 fF( 一 z) 二 一 了 了 (x) 十 
了 f( 一 7z), 但 f(rt+o+f( z=2f (3) 。 f(z 十 名 )=0, 所 以 fz) 一 了 (zx);, 即 f(z) 为 偶 荫 数 

(3) 因 为 f(x) 十 fF 一 zx) 二 2fC0)， f(x), 即 2f(x) 二 2f(0)。 f(z), 而 f(x) 关 0,; 所 以 f(0)=1. 
由 于 f(27) 十 0) 二 2f(x)。，f(x), 即 得 f(2x) 二 2 (zx) 一 1. 

同 理 , f(4zx) 十 f(0) 二 2 了 (2x)，f(2z), 故 FG4z) 一 2P(2z) 一 1 因而 f(2"x)= 一 22"17x) 一 
1( 可 用 数学 归纳 法 证 明之 ,此 处 从 略 ). 

11. 因为 f(x)= 二 (37z7 一 (VC3x 一 1 十 4 十 1) 十 (2x 一 3)(V(2zx 一 3 十 4 十 1), 令 g(t)== 
t( VE 十 4 十 1), 易 知 g(b 是 奇 函 数 , 且 f(2) 是 严格 递增 函数 .所 以 f(x) 二 g(3zx 一 1) 十 g(2zx 一 3). 

当 f(z)==0 时 ,g(3x 一 DD== 一 g(2z 一 3) 一 g(3 一 27), 所 以 3x 一 1=3 一 2x, 解 得 二 司 , 故 图 象 


与 工 轴 的 交点 坐标 为 (于 ,0)， 


axttoe 


A. 
12. 由 题 设 ,对 任意 实数 xz 天 一 刀 ;有 有 几 LFCz)| 一 所 以 一 全 一 一 化 简 得 (二 dc 十 


Co cia 


(da)x—b(a 二 +d) 二 0. 由 于 此 方程 对 z 尖 一 笃 恒 成 立 ; 故 a 十 d 二 0, 且 gf 一 ww 二 0, 所 以 d= 二 一 a. 


又 f(19) 二 19,f(97) 二 97, 即 19,97 是 方程 和 二 一 x 即 cx 十 (d 一 a)x 一 5 二 0 的 两 个 根 , 故 由 


书 达 定理 ,得 《二 4 一 116, 一 也 一 一 1843, 结 合 4 一 一 a, 得 a 一 58c,b 一 一 1843c,q 一 一 58c, 从 而 


f(z) 一直 2 一 熙 把 一 58 十 - 世 红 .于 是 ,f(z) 取 不 到 58 这 个 数 , 即 58 是 (zx) 值 域外 的 惟一 数 
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13. 由 题 设 可 得 F2z 十 1) = 2 十 1, (22) 一 3 

由 土 式 , 用 数学 归纳 法 易 证 f(n) 是 严格 递增 的 . 由 于 Al128) 一 太 2 ) 一 37C2 ) 王 … 一 3 1) 王 
2187>>2004, 而 f(127) 二 (126) 十 1 二 3。f(63) 十 1 二 3，f(62) 十 4 一 9， 了 (31) 十 4 二 9，f(30) 十 13== 
27。f(15) 十 13 二 27。f(14) 十 40 二 81 ， f(7) 十 40= 二 81 *， f(6) 十 121 = 二 243，f(3) 十 121 = 二 243。 
f(2)+364=729。f(1) 十 364 二 1093<<2004. 

所 以 ,共有 fC(0), 了 (1) ,了 f(2),…,f(127) 这 128 个 元 素 不 超过 2004. 


模拟 实战 二 
A 组 
1. C.D. 理由 ;(1) 对 于 方程 zx|x| 十 px 十 gq 二 0， OD 
当 x 之 0 时 ,中 为 谍 十 px 十 qg 二 0. 四 
当 X 之 0 时 ,为 一 px 一 gq 二 0. 3 


若 9 之 0, 一 g 过 0,@ 有 一 正 一 负 两 个 实 根 ,但 x 二 0, 所 以 正 根 必 为 增 根 ,此 时 加 .加 至 多 有 三 个 实 
根 ; 夺 9 一 0, 多 中 有 一 正 一 负 两 个 实 根 ,但 x 二 0, 所 以 负 根 为 @@ 的 增 根 ,此 时 名 @、 句 至 多 有 三 个 实 根 ; 
若 9 二 0,@,@ 恰 有 三 个 实 根 zi 一 0,zz 二 2p,xs 二 一 p, 因 此 ,至 多 有 三 个 实 根 ,A 是 正确 的 
(2) 从 多 与 四 对 gq 二 0,q 二 0,q= 二 0 的 分 类 讨论 知 中 至少 有 一 个 实 根 , 知 B 是 正确 的 . 
(3) 如 果 方 程 z|x| 十 xz 十 1 二 0, 即 p= 二 g,g 二 1 有 地 一 4 之 0; 当 x 之 0 时 ,方程 一 x 一 1 一 0 有 实 
根 ,所 以 CC 是 错误 的 . 
(4) 当 p 过 0,g9 二 0, 考 察 方程 x|x| 一 x 十 1 二 0, 当 x 之 0 时 ,一 z 十 1 二 0 无 实 根 ; 当 x 过 0 时 ,x 一 
X 一 1 二 0 有 两 实 根 ,因此 ,x|x| 一 x 十 1 二 0 有 三 个 实 根 的 结论 不 成 立 .D 也 是 错误 的 . 
2. B, 理由 :对 含 绝 对 值 的 式 子 ,分 情况 讨论 ,去 掉 绝 对 值 符号 ,得 到 四 条 直线 段 
交 一 之 0， 过 一 1<0， 并 一 了 < 0， 并 一 了 之 0， 

| | | | 
让 十 y 之 3. xX 十 y 二 1, y 二 Zz 十 1, 

它们 所 确定 的 曲线 是 以 点 中 ,0),(2,1),(1,2),(0,1) 为 顶点 的 正方 形 ,其 边 长 为 /2, 因 此 面积 为 


y 二 ZX 一 1. 


3.C. 理由 :方程 sinx 一 lgz 解 的 个 数 ,就 是 正弦 曲线 sinz 和 对 数 曲 线 lgz 的 交点 个 数 . 首先 确定 
Z 的 范围 ,由 lgz 的 定义 知 :z>0, 又 sinz 魏 1, 从 而 lgz 委 1, 即 0<z<10. 在 直角 坐标 系 中 作出 0 一 
Z<10 范 围 内 > 一 sinz 和 y= 二 lgz 的 图 象 ( 略 ). 因 0 一 lg1<sinl,lgr>sinr 一 0, 则 知 当 天 E (lw) 时 ， 


sinx 一 jgz 必 有 一 解 . 同 理 可 知 , 当 xE€ (27， 2x 十 却 ) 和 XE (2 十 3) 时 ,方程 各 有 一 解 , 故 方程 


sinx 二 lgx 有 3 个 实 根 ， 
4. A, 理 由 ;由 x 十 yy 一 6x 二 0, 即 (x 一 3 六 十 二 9, 可 知 0 二 xz< 委 6, 从 而 ,zx 一 V2 妈 十 冯 一 4z 十 5 一 


pth 


a 1 i et - 
in i ee 339 
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VX 二 27 十 5 二 V(x 十 1 十 4 在 0 志 Xx 志 6 时 是 增 函 数 , 当 x 一 0 时 ,wmn 二 V5; 当 X=6 时 ,umax 一 V33. 

5. 填 1992. 理由 ;由 f(x) 二 f(x 一 ]) 十 f(x 十 1) 

有 f(zx 二 1)==f(x)+ f(x+2) 

f(x—2)= f(z+1)+ f(rt+3) 

由 中 .名 .加 联 立 , 解 得 f(z) 二 一 f(z 十 3), 于 是 f(x 十 6) 二 f[(z 十 3) 十 3]= 一 f(x 十 3) = 
一 [一 Az)j] 二 f(z), 即 FCz) 为 周期 函数 , 且 6 为 其 周期 (也 可 以 直接 运 去 用 第 1 章 结论 6(3) 即 得 ) , 故 
f(1992)= f(332 . 6+0)= f(0)=1992. 

6. 填 一 2. 理由 : 易 知 函数 f(z) 二 logzx 十 x 十 2 在 区 间 (0, 十 co) 上 单调 递增 , 当 logsx 十 x 十 2==0 
时 ,得 z= 王 2 一 一 ,以 一 xz 一 2 代 工 得 一 xz 十 2=2 ,此 式 等 价 于 x= 二 logs (一 x 一 2) ,从 而 log (一 x 一 2) 十 
2 一 0. 其 

设 是 方程 z 一 2 一 “的 根 , 即 f(a)==0, 设 8 是 一 x 一 2=2 的 根 , 即 27 十 z 十 2=0 的 根 , 由 * 式 
知 乒 一 5 一 2) 一 0, 故 有 Fo) 一 太一 8 一 2), 即 a 十 B= 一 2. 

7. 填 8104. 理由 :由 题 设 ,可 考察 函数 f(x) 二 (zx 一 1) (x 一 2) (xz 一 3) (zx 一 m) 十 10，。x; 于 是 ， 
fl10)+f(~—6)=[9.: 8 7 (10—m)++10* 10] 十 [( 一 7)。，( 一 8)。( 一 9)。( 一 6 一 mm) 一 6，。，10]= 
9。8，。7。(10 一 mr 十 6 一 0) 十 100 一 60 一 8104. 

8. 填 0. 理由 :因为 1998 王 3， 666, 所 以 和 式 可 化 为 666 组 三 项 式 的 和 . 这 些 三 项 式 依 次 是 


寺 十 (过 入 十 (法 )3( 沁 和 玫 十 ( 季 )5 十 (各 )6， 
ye #0 二 2 7 2 ap, 2 


OOOO 


(二 十 (过 ) 十 (二 1 , (二 十 1 ) 19, 


对 其 中 的 每 一 个 三 项 式 ,各 提出 怠 的 最 低 次 等 , 则 和 式 变 为 | 加 十 (如) 十 … 十 ( 台 ) . 


[es 

由 于 z .zs 是 方程 十 z 十 1 二 0; 则 zi 十 zz 二 一 1,z1， zz 二 1, 即 知 (zw 十 x2)? 一 zizxz 二 0, 此 时 
1 十 王 十 (性 有 一 五 二 天 十 王 一 全 二 下 一 五 玫 一 0, 因 而 该 和 式 的 值 为 0 

或 者 由 方程 x 十 Zz 十 1 二 0 解 出 zl =—1 + = 一 地 一 如 , 从 而 型 一 一 士 一 占 i,( 二 > ) 一 
一 去 十 崇 j (开关 一 1. 于 是 王 十 ( 王 )? 十 ( 圣 思 一 0, 故 原 式 值 为 0 

9. 设 Vz 二 I= 这 十 4， : z 出 

7 一 之 一 © 
由 QD? 十 @? 得 zx 十 y=28 十字， ® 


将 @ 代 人 方程 十 y=13 得 。 28 十 伟 =13, 求 得 := 土方 ， 


a Pie tlt tile ln ttl et 
和 Eli ol ut He i: 
batten Fl 
4 ,i 时 站 证 全 时 lie de 


/5,1 
2 7_ 5 1 -5 
yy -2 2 
A 5 1 
1 时 由 | ”2 过 解 得 123 
当 二 2 Sl | =10. 
yy °° 22 
经 检验 , 原 方程 组 的 解 (Y,y) 为 (8,5),(3,10). 
Xx: 十 3yxX 二 18， QD) 
， 原 方程 组 可 变 
10， 原 方程 组 可 变 为 3 四 
由 @ 知 yz0 且 x 一 S32 | @) 


把 @ 代 和 人 得 zx 二 9y ,从 而 (3) 一 9y ,整理 得 y 二 1, 求 得 y= 土 1. 将 ?一 1 代入 @ 得 
| 二 3; 将 y 一 一 上 代 和 人 @ 得 Ne = 一 3, 故 原 方程 组 的 解 (z,y) 为 (3， 1) ，,(—3,—1). 


B 组 


1 着 卫 十 z 十 由 一 0 没有 两 个 不 同 的 实 根 , 则 Ai 一 1 一 4q 志 0, 即 之 子 .在 这 种 情况 下 ,方程 


Tz 十 px 十 gq 二 0 的 判别 式 为 Az =f — 492 一 (dl 十 gz 十 1)2 一 492 二 十 2 上 al 十 1)g 十 (qi 十 1 六 一 4a2 一 
gf 二 2(qg1—1)gqz+(l—qi)". 
TT gz 的 二 次 三 项 式 的 判别 式 As 二 4(q1 一 1) 一 4(i 十 gq) 二 4( 一 4q1) 二 一 16g， 因为 


@ 之 才 1 , 则 As<0, 从 而 As>0, 即 方程 x 十 px 十 qz 二 0 有 两 个 不 同 的 实 根 . 


万 XT X29。 
2, 因为 一 2* 二 1 十 (z= z= -到 了 )?, 则 原 方程 可 化 为 之 十 (z 竺 7 2 
To 
十 oi 
即 (一 一 )2 汪 2。 -下 3= 0, 即 (二 T 十 3) (二 x 一 1) 一 0. 于 是 工 -_3 或 二 -一 1, 解 
二 x 十 1 ， Z 十 1 ZX 十 1 x 二 1] 
这 两 个 方程 得 : 


Xl 一 方 (一 3 十 V3i) ,4 一 方 (—3—V31i) ,ms 一 全 (1 二 VB5) ,一方 (1 一 /5). 


3. 设 民 一 10z 一 49==1, 则 原 方程 可 化 为 - 卫 50 十 二 4 一 ;二 0 一 0. 去 分 母 ,得 


C(t 十 4)(2 一 20) 十 (t 十 20) (1 一 20) 一 2(t 十 20) (1 十 4) 二 0. 
展开 并 化 简 得 一 64: 一 640, 即 :一 一 10, 将 二 一 10 代 人 得 xz 一 10z 一 49== 一 10. 解 得 x1 二 13， 


yo 二 一 3. 
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经 检验 ,zi 二 13,zx; 一 一 3 都 是 原 方程 的 根 . 

4. 由 原 方程 得 k(x 一 3)? 一 1 一 2z. 由 于 z 为 整数 根 ,显然 z 关 3,k 尖 0. 于 是 ,一 二 二 37. 再 由 
为 整数 ,可 得 |1 一 2x| 宇 (x 一 3)?. 

若 zx 有 0, 则 1 一 2x 宇 x?: 一 6zx 十 9, 即 (x 一 2 十 4 二 0 这 不 可 能 . 

车 zx>0, 则 27z 一 ] 字 了 一 6z 十 9, 即 (xz 一 4 妥 6, 亦 即 j]z 一 41 入 V6. 进而 |z 一 4| 委 2, 于 是 zx 只 可 


能 取 2,4,5，,6. 

经 逐一 检验 知 ; 只 有 -z= 二 2( 相 应 地 二 一 3) 及 z= 一 4( 相 应 地 一 一 7) 才 通 合 题 意 , 故 & 一 一 3 或 
7 
5. 当 a 一 0 时 ,方程 变 为 25zx 二 5, 则 无 论 5 为 何 值 ,总 有 根 x 一 序 E (0,1). 

当 a 关 0 时, 记 f(x) 二 3ax: 十 2bx 一 《a 十 5b). 下 面 找 出 zi 二 xi，, 使 得 f(x1)，f(zz) 寺 0. 而 
f(r)=3ax? 26 — (ath), za) 一 20 好 十 20z (ath), 令 fx)= fx), 则 3axi 二 26bx1 一 


(ca 十 人 二 一 3 好 一 20z 十 (十 及 . 即 (3z 十 3 夏 一 2)a 十 (2z 十 2zz 一 2)5 一 0. 


3 万 十 3725 一 2 二 0， 
上 式 对 a 必 的 不 同 取 值 均 成 立 ,; 则 /、 ” ” 解 得 zx 二 二 (3 一 V3),x 二 汪 (3 二 V3). 故 
27z; 十 2z 一 2 一 0. 6 6 


找到 3zi 过 zs ,使 得 fx) ， fx) 一 fx): [L 一 Foz)j 王 一 挛 (zi)< 魏 0 成立 . 

同时 ,由 0< 记 (3 3H < 知 , 在 f(zx1)， f(zxz)= 二 0, 则 此 时 Zz、zz 均 为 原 方程 的 
根 ,命题 成 立 . 

若 f(x1)。， f(zz) 过 0; 由 一 元 二 次 方程 的 图 象 即 知 f(x)= 二 3ax 十 22z 一 (ca 十 切 在 (zyzz) 上 与 工 

6. 易 知 39 一 6 V12 一 (6 一 V3)? ,kzr(kzr 十 V12) 十 3 二 (kzx 十 V3)?, 因 此 , 原 方程 可 化 为 6 一 V3 十 
Ikzx 二 V3| 二 2k, 即 |kz 十 V3| 二 2&k 十 V3 一 6. x 

由 可知 2h+V3—6 之 0,k 之 3 一 点 ， 因为 下 是 整数 ,所 以 &A3. 又 由 于 kz 者 是 整数 ,因此 kz 十 
V3 夭 0. 如 果 kzx 十 V3>>0, 那 么 由 * 得 kr 十 V3 二 2k 十 V3 一 6, 即 有 (2 一 z) 二 6. 注意 到 守 3, 且 ,zx 痢 是 

k=3 ,k=6 : 

整数 ,由 上 式 即 得 | 0 或 | 如果 &z-+V3<0, 那 么 由 * 得 一 (kr+V3) 二 2k-+V3 一 6, 即 (2 十 区 十 
2V3 一 6 二 0, 此 式 中 只 有 VY3 是 无 理 数 ,其 余 都 是 整数 ,显然 此 式 不 可 能 成 立 , 故 所 求 整数 & 二 3 或 6. 

7. 将 方程 组 的 三 个 方程 依次 改写 为 


一 


(y—2)(z—3)=—2, : OD 
{ne (@ 由 只.@ 得 z 一 3 二 一 2(x 一 1). 
(X11)(y—2)= 1]. (3) 


代入 加 得 (x 一 3) (x 一 2) 二 0, 即 x 二 2 或 z= 二 3. 再 代 人 @@、@ 得 解 (x,y,z) 为 (2,3,1),(3, 记 ,一 1)， 


(x 十 y) 十 xy 二 2 十 3V2， 
(XxX 十 y)* 一 27y 二 6. 


8. 原 方程 组 可 变形 为 


于 是 (7z 十 y)? 十 2(7 十 y) 一 10 一 6Y2= 二 0. 有 z 十 y 一 2 十 VY2 或 十 y 一 一 4 一 Y 2. 

当 z 十 y 一 2 十 V2 时 ,zy 一 2V2, 此 时 , 求 得 (z, 轨 为 (2,V2) 或 (V2,2); 当 二 y 一 一 4 一 MY2 时 ,zy 一 
6 十 4V2 ,无 实数 解 . 

9. 当 zz 一 0 时 ,方程 组 有 惟一 解 为 (0,0). 

当 zx 天 0 时 ， 站 方程 全 站 和 人 下 生 一 全 的 乘积 得 一 2y 一 工 ? 十 并 一 0, 即 (2 十 六 )y 一 


x?. 由 此 知 2 十 x 关 0, 于 是 y= i. 将 其 代 人 原 方程 组 的 第 二 式 , 得 3x" 十 11z 十 8 二 0. 令 二 z， 


解 方程 3z 十 11z 十 8 二 0. 得 2 一 ] ,zz 一 一 了 亦 即 说 一 一 1 二 = 一半; 因此 ==1,y4 一 一 29z. 故 
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原 方程 组 的 解 (z,y) 为 (一 1,1)， (一 苍 ， 一 2V3)， (0,0). 


10. 邻 记 十 y 二 7 为 山 式 ,zy(Z 十 切 一 一 2 为 @@ 式 ;由 中 十 加，3 得 式 十 六 十 37y(X 十 y) 二 1, 所 
以 (z 二 二 1, 即 zx 十 y 二 1. 把 zx 十 y 二 1 代入 名 ,得 Xxy 二 一 2, 于 是 zy 是 一 元 二 次 方程 二 一 上 一 2 一 0 
的 两 个 实 根 . 求 得 二 2,ts 二 一 1, 所 以 , 原 方程 组 的 解 是 (x,y) 二 (2, 一 1) 或 (一 1,2). 

11, 由 已 知 方程 组 三 个 方程 可 变形 为 (x 一 4 (zx 十 匀 二 y 十 4 和 ,Cy 一 4)?(y 十 4) 二 z 十 4,@) 
(z 一 4 六 (z 十 4) 一 并 十 4 故 (zy 2) 一 (一 4 一 4, 一 4) 是 方程 组 的 一 组 解 . 

符 z 天 一 4, 由 昌 知 z 关 一 4, 从 而 y 天 一 4 

由 中 鸭 ， 鲜 并 化 简 得 (z 一 4 (3y 一 4 (zx 一 4 六 一 1 ,其 整数 解 只 能 是 zx 一 3 或 5,y 一 3 或 5,z 一 3 
或 5, 再 联系 已 知 等 式 可 得 方程 组 的 三 组 解 (x,y,z) 二 (3,3,3),(5,5,5),( 一 4, 一 4, 一 4). 

12. 当 y= 二 0 时 ,由 第 一 个 方程 得 x= 一 x, 再 由 第 二 个 方程 ,推出 x==z 二 0, 故 (0,0,0) 为 其 一 解 . 


这 y 隆 0, 令 2 一 > ,5 一 .于 是 ， 有 方程 组 的 三 式 为 1 十 a 十 5 二 3ay,1 十 @? 十 大 二 3ab,y(1 十 Qa 十 


(ltat) (lta i+)= 09a, 
忆 ) 一 3b. 用 La ,可 得 人 PP_，， “" 取 w=a 十 b,v 一 ab, 可 得 
(Ot 


1] 二 Tw 一 2v= 3 


因此 ,v= 二 (a 十 1) ,于 是 ,0 一 十 下 一 6 十 u 一 2 二 (wu 一 2)(Gw 十 3 十 1), 当 二 2 时 ,可 推出 


UH l :Ab=1. 于 是 ,得 到 一 组 解 (x,y,z) -一 (1 9 1 9 ] 
范 数 fC) 二 友 十 3 十 1; 当 w== 一 2 时 ,到 得 局 部 最 大 值 ; 当 v 一 0 时 ,取得 局 部 最 小 值 . 


由 于 fC0) = 二 1>0, 方 程 f(2) 二 0 有 惟一 的 实 根 如 ,其 中 办 二 一 2, 于 是 , 妇 一 4 ， 4 


b= wo 


0, 从 而 方程 组 解 
出 方 和 组 | .- 上 81D 有 了 两 组 


因此 ,得 到 了 给 定 方 程 组 的 另外 两 组 解 . 故 原 方程 组 共有 4 组 实数 解 . 
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A 组 
1. A. 理由 :由 0 <a<<45 , 知 cosa>>sinae>>0, 由 90"<a<<180", 知 sin8>>cosbB,cos8<<0， 由 于 指数 孙 
数 (cosa)” 为 减 是 数 , 则 (cosa)** >(cosa)™. OD 
又 因 竹 郴 数 x”* 为 减 函 数 , 则 (sina)“*>(cosa) © 


由 名 知 (sina)*% 汪 (cosa) ”> (cosa) ™™., 
COST 。 COS 地 十 sinzx 。sin 之 


2. A. 理由 :由 于 y= sinz *。 (1 十 tanx ， tan 元) = sinx . sinr 。 
Cosr « Cos -7 


cos (x 一 也) 


Lt 
COST * COS 9 


—tanzx., 


而 原 函 数 的 定义 域 是 XER 是 z 天 kr 十 了 ,六 天 bx 十 了， 即 六 所 及 且 z 天 kr 十 闻 ,元 闪 287 十 


(kED). 
履 函 数 y 的 最 小 正 周期 为 2r. 
3.C. 六 


sin( 皇 )[eos( 泽 一 至) 十 &j1sin( (学 - 主 )]= 二 0, 


om et 

(2) 对 于 方程 cos( 学 一 择 ) 十 2jsin( 寥 一 至)=0; 

当 a= 一 1 时, 变 为 cos se 

当 a 关 一 1 时 ,可 变 为 tan (学 一 子 )==2 二 和 * 又 当 a<0 且 a 关 1 时 ,2TlE (一 oo0, 一 DU 
(1 ,十 co). 而 y 一 tan( 深 一 于 ) 在 (一 r*x) 上 有 3 个 周期 ,此 时 方程 * 恒 有 3 个 解 , 且 任 一 个 不 为 


一 区 , 故 当 a 0 时 , 原 方程 有 4 个 解 . 


4.C. 理由 :将 7 用 15 一 8 代 换 ,有 


原 式 二 sin(15 一 8 ) 十 cos15”。sin8" sinl5° 。 cos8"— cos]5° 。sing? 十 cos15 。sin8” 
” cos(15 一 8 ) 一 sin15 。sin8” cos15” 。cos8" 十 sin15” 。singe 一 Sin15 。 sin8g” 


四 o oo ornonv_ tan45 一 tan30 Dp 
一 tan15 ~—tan(45°—30°)—=]— teas tna05 一 2 一 V3. 


5， 填 (2, 痪 +V 下 理由 ; 易 知 (sina 十 tana) (cosa 十 cota) 一 Sine。 cosa 十 sina 十 cosa 十 1 一 术 (sina 十 


cosa)2: 十 (sina 十 cosay 十 广 . 


设 sina 十 cosa 一 t， 则 上 式 为 坟 # 十 t 十 去 == 方 (t 十 17 因 0<a< 了 了 , 则 :一 VZsin( 二 十 o) E (1， 


vV3], 故 2< 广 (+1)? 志 了 V3 


6 填 志 (4V3 干 3). 理由 :由 0<<7zr<<r 有 sin(x+arccos 全) 一 悦 知 道 ,x 十 arceos 让 一 一 卫 或 立 十 


arccos 竺 一 后 所 以 sinz 一 sin( 闻 一 arccos 二 )= 字 . 一 上 . 二 二 地 (4V3 一 3), 或 sinrz = 


sin( rarccos ) = 区 (4V3 十 3). 


2 
4 2 )* a 二 因 一 1 科 cosz 和 1,a<0， 


7. 填 ae 委 一 2. 理由 : 原 不 等 式 可 化 为 (cosz 一 


“二 一 0, 从 而 , 当 cOSs 一 ] 时 ,上 申 数 y= (coOST—< —1): 有 最 大 值 (1 一 05 ) 从 而 ， 有 ( < 
4 二 和 2 DD- , 解 得 a 之 1 或 a 过 一 2, 但 a<0, 故 a 过 一 2 为 所 求 . 
8. 填 立 或 0. 理由 :由 sin 地 一 2cos 于 > 二] ,有 tan 他 一 2 一 一 一 一 sec 寺 一 1 十 tan 了 ,于 是 
cos 五 
2 
a 3 全 一 二 -cos 一 sing 1] 十 cosa 十 sina _3 
tan 7 “你 tan sina 1 — cosa sina 上 1 一 cosa’ 疏 原 式 一 4 
1 十 cosa 十 sing _ 


又 当 a 二 (4 十 1)nC(kEZ) 时 ,满足 sin 二 人 方 一 2cos 记 >=! ;从 而 , 当 a 二 《4 十 1)n 时 


"1 十 Sina 一 cosa 


1 -二 StnT 十 COST 
1 十 Sin 一 COS 和 


9. 填 |z| 和 1i[ 一 广 ,3]. 理由 :由 zj| 委 1 及 必 ER 得 |z| 志 1, 即 为 定义 域 


一 0. 


当 Zz 二 1 时 , f(x)max = 二 3 

10. 填 L1,V3]. 理由 ; 先 求 题 设 冰 数 y 二 arcsin(2 一 忒 ) 的 定义 域 :一 1 志 2 一 式 志 1, 踊 1 声 x! 志 3, 亦 
即 一 V3 委 zxz 委 一 1 或 1 三 XY3. 又 因为 arcsinz 是 增 函 数 ,所 以 当 2 一 zx? 递减 时 ,arcsin(2 一 xz ) 就 递 
减 . 而 2 一 z? 在 区 间 [0, 十 ce) 上 递减 , 且 [L1V3JCL0, 十 ce) , 故 所 求 递减 区 间 为 [1,V3]. 


B 组 


1. 将 原 式 变形 为 y(2 十 cos7z) 二 sinz,; 即 Vy 十 lsin(x 一 9)= 二 2y( 共 中 8 由 tang 二 一 yy 确定 ), 从 


入 他 订 兰 辟 匡 性 溢 负 回放 阔 O 


妾 冰 询 音 要 喇 相 带 址 区 入 小 O 


而 sin(zx 一 委 一 一 2 由 正 纺 函 数 的 有 界 性 , 知 | 一 2 一 |<1, 解 得 一 全 <y 和 各. 而 0<z<r, 骨 


Vy 十 1 Vy 十 1 
0<y< 避 . 故 所 求 最 大 值 为 习 
或 者 视 为 求 过 定点 (一 2,0) 与 动 点 (cosz,sinz) 连 线 斜率 的 最 大 值 而 得 谍 
2. 由 已 知 "基于 十 tr(tE Z), 于 是 得 方程 组 | 的 解 得 ”sina 一 2 让 识 ， 


cosa— 2 ,日 sin? a 十 cos:Q 二 1, 故 可 得 星 十 区 王 和 十 天 
3. (1) 设 4 一 sin10" 。sin30" 。sin50"。sin70", 吾 一 cos10"。cos30”。cos50 。cos70 , 则 A， 了 = 


csin20° 。 sin60” *， sin100° ， Sin140” = 二 cos10° 。cos30”。cos50”。 cos70 一 去 B, 而 B 关 0, 故 A= 


ee eo 
ie°Bh sin10”。sin30”。sin50 。 sin70 一 


或 由 sin30 一 4sin0 。sin(60 一 由 。 sin(60" 十 久 ) 来 求 , 亦 得 让 


(2) 设 A 一 sin 20 十 cos” 80" 十 V3sin20" 。cos80" ,了 一 cos2 20" 十 sin280?" 一 V3cos20" 。，sin80", 则 A 十 
] 


B=2-— V3 (cos20° 。 sin80” 一 sin20” 。 cos80°) = 2 一 V3 sin60 "一 万 ， B— A= cos40° 一 cos160 一 
/3(c0s20° 。sin80* 十 sin20? 。 cos80”) 二 2cos30* 。cosl0" 一 V3 sin100" 一 0. 从 而 2A = 三 ,A 一 一 ， 即 
sin220? 十 cos280" 十 V3。sin20”，。 cos80* 一 于. 


(3) 设 一 cos2 A 十 cos: (60 一 A) 十 cos 060 十 A),n 二 sin A 二 sin: (60 一 A) 十 sin (60 十 A), 则 
XxX 十 y 二 3,y 一 X= 二 cos2A 十 cos2(60" 一 和 A) 十 cos2(60" 十 A) 二 cos2A 十 2cos120 ，cos2A 二 0. 从 而 y 王 > 一 


总 , 即 cos A+cos'(60" 一 A) 十 cos*(60" 十 A) 一 溯 . 


Wy Mp TT oe LT ,BT ,eT ,oe I ,oe ET ,eT Tn TE, 
(4) 设 M=cos js * COS TE * COS 495 * cos 下 COs J5 * COs J5 * COS ,N=s n jE * Sin TE 
.37 .4x . 5x . 6x . 7 .2 . dx . 6x . 8x 107 
志 一 -一 曾 一 一 一 得 一 一 省 一 一 | ? 日 一 -一 一 和 一 一 和 一 一 ~ 让 一 一 和 二 
sinj "sn "sin1s，sin15 "sinj E， 则 2 M+ N= sin iE * sin Ts * Sin Ee * Sin-s sin 二 一 IE 
sin 一 一 jex 。 sin LE N, 而 N 尖 0, 故 M 一 一 , 即 原 式 一 
15 5 128: 


4. 作 了 MON 二 子 ( 图 略 ) ,依次 地 ,在 OM 上 取 O4 一 1, 在 ON 上 取 异 于 O 的 了 B, 使 AB 一 1 在 


LCBD=LCDB=LACD= 尘 ,从 而 OC=OD. 但 OC=0A+AC=1+2AB .cos 和 一 1 十 2cos 祁 


Ph OD=OB+BD=2cos 于 十 2cos < ,从 而 COS 一 一 COS 一 cos 2 +cos 六 一 坊 ， 


工 


| 专题 研究 系 列 
5. 由 3sina 十 2sin 0 一 1 , 知 sinza<< 本 < ,得 0<a<7 , 同 理 ,可知 0<p<7 ' 改 2a< 过 -二 > ,2p< 
x 
7 


由 3sin2a 一 2sin28,. 有 一 一 一 ,可 构造 入 ABC, 使 人 A=2a, /B=28,AC= 二 3,BC 二 2., 作 CD | 


0 一 ge 


AB, 则 DD 在 AB 上 , 作 AEKE 平 分 了 A, 由 3sina 十 2sim?:B 一 1, 得 3… 方 (1 一 cos20) 十 2 。 (1—cos2f8) 一 1， 


BI 3cos2a 十 2cos20 一 3. 
因 AD=3cos2a, BD = 2cos28, AB = AD+ BD= 3cos2a + 2c0s28— 3, 又 AC=3, 则 AB=AC,， 


AE | BC. 故 a 二 2B 一 必 . 
6. 由 单位 圆 上 三 点 P (cosa, sina) , Pz (cosB, sinB) , P; (cosy,sin7) 知 ,和信 PiP;P; 的 重心 (xz, yy) 满 
是 zr 一 序 (cosa cosB++ cos7) 一 0， y= 1 (sing 十 sin8 十 sin7) 一 0, 从 而 AP PP 的 重心 、 外 心 均 在 原 


点 ,因此 人 PP: P; 为 正三 角形 ,因而 p=- 2hr 十 x 十 径 ， Y= LT 二 a 二 和 所 3 分 别 代 人 所 要 证 明 的 三 式 
《1),(2),(3), 即 可 证 得 结论 正确 . 
7. 由 二 倍 和 角 公式 得 了 十 2Zsinr。 cosy 十 2smny。 cosz 盖 Sin2z 十 sin2y 十 sin2z 全 下 十 sinx 。 cosy 十 


siny * cosz Stnr ， cosz 十 Siny。ecosy 十 Sinz 。 coszy 名 证 六- 全 Stnzkeoszr 一 cosy) 十 Siny(cosy 一 cosz) 十 


sinz。 cosz, 由 右 端 可 构造 一 原点 为 圆心 的 单位 圆 , 设 (coszysinz),(cosyysiny),(coszysinz) 为 单位 圆 
上 三 点 ,分 别 过 此 三 点 作 之 轴 、y 轴 的 牌 线 得 三 个 矩形 ,而 右 端 为 其 三 个 抢 形 面积 之 和 , 它 显 然 小 于 


TT 
8. 因 cp>c: 则 au 一 D,2 一 ca 一 5c En 义 因 (4 一 人 十 (6 一 0) 二 a 一 c, 邦 可 设 a 一 6 二 《a 一 c)。 
Cos: aysb—c= (a—c) 。 sin ‘a(0<a< 5 ). 由 一 一 1 4 (cat csca 4)= . 
p+ b—c ca a—c a—¢ 
2 2 2 2 上 l 4 
(tan a 十 cot a—2), 而 a—c>0,tan a 十 cot a 2 二 0, 故 -一 7 十 庆 十 一 一 之 0 


9. 因 (V3 一 2)? 十 (VZ 十 1 一 4, 则 可 设 V3 一 z 一 2sinb, Vz 二 I 一 2cosb,bE [0, 玉 ], 原 不 等 式 
可 化 为 ， 2sing 一 2cosp> ， 即 2sin9>2cosb 十 广 . (x ) 而 bfo, 去 让, 则 2cosb 十 广 >>0 将 (* ) 式 两 边 
平方 整理 ,得 32cos:0 十 8cosb 一 15<-0, 解 得 0<cosg< V31 一 1), 于 是 z 一 4cos20 一 1<<]1 ~ 
且 zx 之 一 1, 故 原 不 等 式 的 解 集 是 {z| 一 1<z<1 一 <3) 

10. 由 许 之 的 结构 特点 , 设 这 7 个 实数 为 an ,4 E (一 了 , 斑 )， 一 1,2,…7. 将 (一 于 ,到 ) 平 


法 冰 雍 将 下 王 民 和 进 区 入 交 O 


六 冰 商业 导 五 和 涟 渤 右 深交 O 


-大 
二 哆 本 经 典 
均 分 成 6 个 区 间 , 由 抽 层 原理 知 ,& 中 至 少 有 2 个 角 在 同一 区 闻 内 . 设 此 2 个 角 为 久 , 久 , 则 0 太一 


0 一 tang 
8 一 下. 于 是 0 故 存 在 实数 zx、y 满足 0 于 2 Ey. 
4 十 < 


] 令 ea 一 tanay,p 一 tanp,c 一 tan7y， 


11. 由 已 知 条 件 有 a 十 c 一 (1 一 ac)p ,显然 ,1 一 ac 尖 0, 故 0 一 


a.B.YE (0, 闷 ), 则 tan6 一 一 tanc 十 tany naty). 


一 tana 。 tany 


又 Ba 十 YE (0,r) , 故 B=a 十 7, 从 而 p= Tm Tpt Try 2cost a— 2cos: (a 二 让) 十 


3cos a 一 (1 十 cos2a) 一 [1 十 cos(2a 十 27) ] 十 3cos:7y 一 2siny 。sin(2a 十 力 十 3cos7Y<2siny 十 3(]1 一 sin: 7) 一 


一 3Gsioy 一 二 ?十 黄 << 黄 , 当 且 仅 当 2e 二 7 一 于 上 且 siny 一 二 时 等 导 成 立 . 故 当 4 二 如 ,b= 5,c= 糙 


_J0 
时 , pra — 3 * 


12. 由 汝 十 十 之 = 二 1, 自 x,y,zE RT! , 则 可 设 X=—=cOsa * i y= 080 *。 Se .BE (0， 
Hd ,一 ne ok | Sine + cos2a 。 ,sinp * c osp __ 


sina i 


—Ssin:a 
2slinaw 


. sina 二 4 


2 
sin2p= (sin28— 


2 n20 4 一 Sin 28 sin28 , 4 一 Si 2 .Sin2 一 
)sine mt 2sin2p sinat 2sinae 僵 2 2sin28 ~ 2 ing™ Y 4 一 sin 26>V3, 当 且 仅 


当 sin2p=1 且 sino 一 妈 ,cosa=6 时 ， s 取得 最 小 值 /3 ,此 时 易 得 x 二 -y=—z=23. 


模拟 实战 四 


和 A 组 


1.D. 因 Vz 一 2<<0, 又 Vx 一 3 之 0, 故 只 可 能 Vx 一 2=0, 即 x=2. 由 此 得 A={2}, 由 102-: 一 
107 ,得 x 一 2 二 xz, 解 之 ,得 X= 二 一 1 ,Xx 二 2. B=={xz|xER,z 关 一 1,x 关 2}) ,所 以 A 站 B= 名 , 故 选 D, 

2. 一 4Sa 委 一 1. 易 得 4A=(zl1<z<3). 设 FGz) 王 2 十 ayg(z) 一 妇 一 2(a 十 7)z 十 5, 要 使 AC 
了 B, 只 需 f(z),g(z) 在 (1,3) 内 的 图 象 在 xz 轴 下 方 ,其 充 要 条 件 是 F(1D) 委 0, F(3) 委 0,g(HD 委 0,g(3) 云 
0, 由 此 推出 一 4 委 < 委 一 1. 


3. (一 3, 二 +D)UCS 1,3)， 原 不 等 式 等 价 于 (|z| 一 3) (zj 十 |z| 一 1) 过 0, 由 此 可 得 不 等 


式 的 解 集 为 (一 3, 一 (3 十 1) U (3 二 1,3) 
4. A. 设 玫 瑰 和 康 乃 志 每 支 的 价格 分 别 是 z 工 元 和 yy 元 ,于 是 6z 十 3y>>24,4z 十 5y<22. 记 6z 十 


3 一 2,47 十 5 一 加 则 z 一 2 y 一 于 全 ,2z 一 3y 一 了 2 地, 而 o>>24,6<22, 故 27 一 3y> 


Xe Xe 0 才 选 A. 
5, D, 由 入 一 37z 十 2>>0 与 一 刀 十 37 一 2>0 的 解 集 不 同 可 排除 A、B, 由 妆 十 z 十 1>0 与 x 十 x 十 
3>>0 eT | D. 


6. 之 二 -<1 光一 一 1 之 24 1) 一 1 十 2( 1) 一 V320 一 1<-18 一 1 一 17， 
之 寺 A -1+ 2 VE D1+2( VD)= V20—1< 


> 之 2(0VR —Vk)=2( V8]—1)=16. 


如 1、 妇 


这 和 大 
SR EIA 
7. 由 Cauchy 不 等 式 得 2 VzT14 V3+ V 再 二 3 一 2 ViTi Va/ zx 一 尽 十 \/ > . 


TH Nt to 2 加 XY 时 <Y 半 x 归 = 


2 /19 
Xi Th] ~ 《ZI 十 Z2 十 "， 十 ) 
8. 由 权 方 和 不 等 式 得 型 十 王 十 … 十 习 二 十 于 之 本 二 可 二 二 二 十 二 十 


9， 4 4 一 1 时 左边 一 0 一 右边 ,结论 成 设 n==k 时 (a 十 DO) :一 at 一 丰 守 22* 一 2:+11 ,那么 当 n= 二 上 十 
1 时 ,左边 二 (a 十 1 一 a 1 一 上 t= 二 (a 十 [上 (a 二 DD) 一 a 一 所] 十 atb 十 at， 因为 一 十 六 一 1 区 ab= 


又 之 


5 一 (Ca 十 月 (二 二 广 ) 之 2 Vab +? 一 4. 从 而 有 ab 十 a 宕 2 Va =2(ab) 寺 守 2， 


2 一 2442 , 故 左边 之 4(22 一 28+1) 十 2442 一 22440 一 242 一 右边 , 故 对 一 切 nEN; ,不 等 式 成 立 . 

10. 设 7) 二 Xx 一) 十 y(1 一 2z) 十 z(1 一 7) 二 (1 一 y 一 Zz)X 十 y(1 一 z) 十 z, 它 是 工 的 单调 函数 . 
因为 f(0) 二 y(1 一 2 十 z 二 (Cy 一 (01 一 2 十 1 过 1, (1)= 二 1 一 y 一 z 十 y(1 一 z) 十 z 二 1 一 yz 之 1. 故 当 rE 
(0,1) 时 , f(x)max{ fC(0), f01)})<1, 即 x (1 一 y) 十 y(1 一 z) 十 z(1 一 zx)< 过 1. 


B 组 


工 因为 二 < 入 <2, 所 以 (守信 ) (2 入 )<0， ' 即 1 一 吝 ( 伏 )+( 伏 ) so 两 边 同 乘 


rt 


St 本 且 由 有 2 凡 一 5a 十 2 好 过 0, 所 以 


9 


3 
aib; 得 qb 一 六 中 十 估 过 0, 所 以 守 作 坟 


n 2 类 时 n 好 nn 
abi> 帮 守 (a? + 加) 一 和 如 有 8， 去 计 立 史 一 于 部 一 于 六 af. 等 号 成 立 当 且 


仅 当 竺 一斑 或 2 且 立 oa Se 为 偶数 ,ai ,az ,…,a, 中 有 一 半 等 于 1, 另 一 半 等 于 2 且 记 = 去 


i 


(1 = 1],2,. ,nn)., 
8 8 
2. 由 Cauchy 不 等 式 Xx: 二 G7 (250i ) SEED 2l ) Coa ) 二 y. 0 义 16(y—x) (agC—al)’= 


eS 1 ; 
2 一 并 (Zay — (aa)=2) a 


1 S 2 2 L 2 
4 A A 4 (2ai) 十 (as 十 dal)” 二 2 之 ti 一 


时 
奥 
林 
匹 
友 
数 
学 
中 
的 
真 
题 
分 
本 


学 站 离 凋 亚 妖 民 活 泪 同 涉 尊 O 


7 7 
二 [Casta)? +2(as ta) Pat Pa y+ (a 十 ar 入 一 二 [8( 袜 地 ) 3(as 二 a1)* 一 2(as 十 
7 


7 7 oa 
al ) Za 一 ( 2 )*] 之 二 E . £2 


2 
y) 7 7 l 
十 3(ag 十 a1)7 一 2(ag 十 a? ) 2 一 (《 2 ) | 4 [3Cas 十 4) 一 


了 
2 to) ete JV3e to) 后 ] >0, 所 以 4 Vy 一 ZSag 一 a 


Htl 。 1 tl ntl. 


.1 2 十 ] 。 
i172 十 1 一 1] 2”! n 12 一] 


十 .…' 十 ] 


xi , 则 (如 十 ] 


1] nl rn nn 
Fn to (itad tt m2)t | 一 2 7 | = 


2 二 1 十 去 au 十 起 o, 即 ai 一 51o, 二 2 二 1. 下 面 用 归纳 法 证 明 os 过 二 . 易 算出 as 二 2,4s 二 3,44 = 
10 10 、 10 ?十 1 人 ?十 ] 、j0 n+l 8(n 二 1l) | 
了 4 一 3, 假设 w 委 与 (7 之 5),， 则 ai 王 D7 an 十 一 一 之 一 一 7 X 3 0 十 7 = 


(十 二 ) 委 二 (1 十 志 )<< 志 故 对 任意 正 整数 n( 衬 2)， 有 < 去 闻 3 0 4 
4. 对 任意 7n 宇 my, 设 n= 二 qm 十 r(0 声 rr 二 mp), 并 约定 ao 一 0, 则 ma， = magntr 和 Ma 二 a ) 


m(gam a)=n—rnan ma = nm—m)an dm—r)a, ma 人 Sn—m)an mm—r)a +mra = 


(7 一 2m)an 十 PTE 从 而 < 委 ral 十 (去 一 1 ) an 


5. 我 们 设法 找 >0 使 下 述 更 强 的 局 部 的 不 等 式 成 立 ， 一 一 一 一 (abc>0) 人 四 ,此 


aereeeauem a 

> a 二 二 +c 
式 局 (a: 十 大 十 0) 守 a”! Va 十 8bc 人 (a 十 十 0 用 之 a* 十 8a*bcESb* 十 oc 十 2(ab)* 十 2(Cac)"* 十 
2(bc)" 之 8a 2: bc, 而 由 平均 值 不 等 式 有 大 十 中 十 2(Cab)* 十 (ac)* 二 2 (bc) 污 


8 Ve Cab)T « Cac) (b0)” 一 8af bec4°, 故 要 使 成立 只 需 儿 二 2a 一 2 且 广 a 二 1, 皮 = 


生 .| 二 
一 ， 就 证 明了 一 二 之 了 理 , 一 一 之 一 > 
这 we 十 8pc a3 十 好 十 c3 局 vB 十 8ca a +b3 十 < 和 Ve +8ab 
和 
C3 
a pt 月 
ee 二] 


6. 首先 用 导数 易 证 f(z)=In( 去 
0 时 产 (z) 盖 0). 令 五 王 In(rsitaio)(Li 生 2) ,r= 7， 一 VS 一 
u= Vu SU, y= Vv WV, 于 是 由 Jensen 不 等 式 得 二 ini =f 


risitiuiv;—1 


二 )=Imn(e 十 D 一 me 一 1) 为 (0, 十 co) 上 的 下 凸 函数 ( 即 z> 


tet )- al) (Rs ) > (RSTOVT) ,其 中 最 


六 IT 一] 


后 一 步 推理 用 到 了 函数 w(z) 一 E 一 2 十 一 在 (1, 十 co) 是 单调 减少 的 性 质 


有 曲 
专题 研究 系 列 | EN 


Er 


1. 由 于 不 等 式 是 齐 次 对 称 的 , 故 不 妨 设 叱 ] 之 Xz 之 "之 T， >0, 有 2x 二 1, 于 是 只 需求 F(Xxi, Xz, 
和 ti} (x 十 2 ) 的 最 大 值 . 设 zl ,Xz ,Tn 中 最 后 一 个 非 零 数 为 Xiti(k 之 2) ;将 号 一 
(XI yo 9 yd k+l1 ,0,… ,0) 调 整 为 Xx = (xX 9 2 9 Rl ik 十 TEt1l ,0,0,***,0) ,由 Flx') — F(xr) 一 


Famt rm) [s+ nt mn)]— Sar (dt) zr (H+) = mr 。 
[3Cz8 TT Ter) (1— Te — Tet) — XE Th | = Tarat! ‘0 二 zat1) [3 一 4(xs 十 wet ee }. 因为 
1 之 2z 十 XX 十 Xt 六 (了 4 十 AH) 十 十 t+l 一 Cn 十 Tati1) ;所 以 xi 十 +! 硅 全 从 而 有 
F(x 一 F(x) 之 0. 因此 ,将 工 油 束 为 -时 ,函数 严格 增加 , 故 经 过 有 限 次 调整 最 终 可 得 pp 
b,0,0,…",0) 二 ab《a? 十 配 ) 二 方 (24ab)(1 一 2ab) 志 志 一 | < 襄 ， 另 一 方面 我 人 有 F( 方 ， 


序 ,0,…,0) 二 言 ，, 所 以 FCz yz) 的 最 大 值 为 寺 , 从 而 所 求 的 常数 < 一 言 . 等 号 成 立 的 条 件 是 z， 
zz 中 有 一 2 个 等 于 零 , 另 外 两 个 相等 (这 两 个 也 可 以 等 于 零 ) 


模拟 实战 五 


A 组 


] . C. 设 公 差 为 d，, 则 3(al 十 7d) -一 Dai 十 12d) , 故 dl 一 六 4>0, 所 以 d < 0， 于 是 U0 = UI 十 


19d 一 一 方 d>0，aa ai 十 204 一 村 d<<0, 故 Sw 最 大 ,所 以 选 C 
2.C. 由 已 知 a, = 1536 X (一 六 一 一 3X( 一 了 序 ) ,所 以 过 一 (~ 3) ， 
| 《一 9 十 (一 8 十 … 十 Ce 一 10) ] 1 

《一 了 ) 一 (一 3) (一 三 )2 . 易 见 re ,riz ,mis 为 正 数 ,ml 为 负数 ,并 且 rz 一 aliz。 


CGI * Ul0 * 机 一 (一 卫 )( 广 )( 一 3)mo > 用 13 一 C13 " me = Tm ,所 以 ra 最 大 , 故 选 C. 


3. C. 原 递 推 关 系 化 为 3Cas+i 一 1) 二 一 (a, 一 1) (其 中 xz 二 1 是 方程 3z 十 z 一 4 的 根 ). 令 b= 二 a, 一 
1, 则 2 一 一 导 包 ;D1 一 Q1 一 1 二 8, 邦 ,是 首 项 为 8 公 比 为 一 二 的 等 比 数列 ,所 以 Ss» 一 二 《Qi 一 ]) 十 


] 、， 
8L1 一 (一 亏 ) ] ] 
(2 一 2) 二 十 (a 一 7) 二 全 Fb 全 二 一 6 一 6( 一 本 ,于 是 由 | es, 一 2 一 6| 一 
1 一 (一 到) 
3 


6( 桔 ) <[ 训 得 9! 之 250. 而 满足 这 个 不 等 式 的 最 小 正 整数 "一 7, 故 选 C 


4. 200. 因为 wa。ari。an。ai 一 al 十 al 十 ar 十 ayanh ea * Qnt3 dnt4 = Qn+1l 十 


法 冰 曾 商 否 生性 浸 涡 划 洲 小 oO 


壮 守 庄 灿 迁 五 帐 潍 负 了 介 汶 净 O 


ant2 十 dnt3 十 dnt4， 两 式 相 减 得 astl * Qstz * dnt3 * Cant4 一 dn) 二 dnt4 一 Gn. 又 Qntl “anit2 * dnis 1， 
所 以 ay 一 ay 故 0 十 az 十 … 十 aioo 一 25(a 十 as 十 as 十 必 ) 一 25(1 十 1 十 2 十 4) 一 200. 其 中 二 4 由 
ai424s44 一 0 十 az 十 as 十 as 及 ai 一 a2 二 1,as 二 2 得 出 . 

5. 8. 设 oa，a 是 公差 为 4 的 等 差 数 列 , 则 a 二 a 十 (8 一 1)，4. 依 题目 条 件 有 十 a 十 … 十 


a =af + [a +2+2n—1)](n—1)<100, 由 af 十 (n 一 1)ai 十 (2n 一 272 一 
100) 委 0, 故 其 判别 式 A 二 (mn 一 1)? 一 4(27 一 2n 一 100) 声 0 才 保 证 a; 有 解 , 即 722 一 6n 一 401 才 0 
nt Ye 又 | 六 | 一 8, 所 以 的 最 大 值 是 8, 即 满足 题 设 的 数列 最 多 有 8 


项 . 
6. 设 公 式 为 dq, 则 d==as 一 a 二 0, 由 妨 3 二 如 ,得 af (al 十 24)? 二 (a 十 qd) ,化 简 得 2a? 十 4asq 十 


4 一 0, 解 得 d==( 一 2 士 Y2)ai, 故 a 过 0. 若 d=( 一 2 一 /Za , 则 9 一 全 一 (1AV2)2， 车 d= 二 (一 2 十 V2)。 


al , 则 gog=-(V2 一 1)2 ,但 lim (bi 十 By 十 … 十 bb,) V3 十 1 二 站 


-ry 


二 (V2 一 1)?, 从 


而 一 一 2 一 V3 十 1, 推 出 一 (2Y2 一 2) C3 二 1) 二 2, 所 以 a 二 一 2,d 一 (一 2 十 V2)al 一 
1 一 (V2 一 1): 

2V2 一 2. 
7 . 设 公 差 为 d, 则 U2nt+1 Qi 十 Znd 二 2(a1 十 nd) 一 Qi = Qn+1 —d,H SS=antl 十 ant2 十 *… 十 Qazn+1 一 


a nt (3Qn4.] Se 而 由 柯 西 不 等 式 有 (3a，; 一 a ?过 (32 十 1) [a2y1 十 


(一 0 )2] 妥 10M, 所 以 S< 广 (xn 十 1) V 10M, 当 且 仅 当 和 二 一 >>0 且 af 十 a?+1 一 M 时 等 号 成 立 , 即 


mV, MS A (n+1) VIoM 


10 z 
8. 训 (2" 一 4 一 3). 设 本 二 元,' 则 (3 一 一 ) (6 元 ) =18, 即 36 一 6 一 1 一 0,b+1 十 寺 一 
? (各 十 于 ) (这 里 一 言 是 3z 一 6z 一 1 一 0 的 根 ). 可 见 久 十 二 是 首 项 为 押 十 二 一 止 十 十 一 名 , 公 比 为 


4 1 .mb -2 工 并 一 
2 的 等 比 数列 , 故 久 十 本 一 本 2 和 = 所 3， 所 以 二 一 = 人 一 = 


2(2"TT1—1) 1] 他 es 

3| 2 5 一 (十 1) | 一 杞 (2"+? —n—3). 
9. 已 知 递 推 关系 可 化 为 二 人 一 一 一 各 二 一 一 一 ,到 一 和 tt 一 2 2 所 以 
. ” (7 十 1)7 22 一 1]) (2 十 1)27 (2 十 1 n(n—1) ntl n° 


Cy 人 | | 2 2 2 人 n(n) 
zDD 2 ji 一 忆 ( 7 全 二 ED )= 忆 (和 Ti 一 二 )= 二 一 人, 即 wm 一 2 一 ]) 十 2 
(a» (ae) 你 aioo 一 10098 , 故 10098 王 99(50as 一 100 十 2), 解 得 as 一 4, 故 Qn 一 
(2 一 1 2 十 2)(02 之 3). 在 已 知 等 式 中 令 一 1 可 得 ai =0. 又 as 二 4, 所 以 2 一 (2 一 1)(2 十 2) 对 一 切 zE 


Nj 成立. 
2 _ 2 
10.(1) 计算 前 面 几 项 ; zt 一 ay zo 一 by zs 一 入 ,x 一 人 2, = zx 一 


-一 =- 一 一 ~ -~ 上 抽 _ - 
25a)(3b 一 20) (36-20 我 们 猜测 站， = [DO 一 2o，。 一 


人 (起 a 


a kb— (k— 1)a (EN ), 事实 上 ,k= 二 1 时 显然 成 立 , 设 mw iv 如上, 则 


2k 2 (hp 2 一 (有 一 一 、 
za 一 (一 [她 从 1)a | ,一 2rp — za = Le (KR De (k+l)b ka)J ,因此 通 项 公 


式 成 立 , {zx} 存在 的 充 要 条 件 是 x 了 0 二 学 2 (nEN: ) 


ni 
1 加 a 1 l i — 
(2) b Fa 时 站 一 [DEC tr i 
: R=1.2g 
7 二 nb 一 (n 一 1)a, 当 b 二 a 时 ,所 有 zx, 二 a, 结 果 也 正确 . 
pal 4 a 
1 1 1 11 
]]. 由 题 设 Qnt1 一 二 一 an (au 1), 赦 二 ~ a;—1 Qn11—1’ i ui “al amm 1™ | 


一 j. 用 归纳 法 易 证 ar: a 之 2, 故 守 汪 <1. 为 了 证 明 左边 不 等 式 成 立 , 只 须 证 明 azm 一 1> 


Q2004 一 上 
2003”™ 9» 由 归纳 法 易 证 dntl dndn—li*"Uul 十 1 ? 以 及 Undn—l"""dl > (nn 之 1) ;从 而 结论 成 立 . 

12. (1) 因 a 的 两 个 特征 根 a,8 满 足 方程 x 一 z 一 1==0, 所 以 a, 满足 递 推 关 系 an+z 一 an+1 一 ao 一 
0， 即 Unt+2 — Wntl 十 a,， 


(2) 由 条 件 知 b| (a 94), 又 Ql 一 2 一 1,a。 一 所 二 a 十 B8 二 1, 于 是 b | (1 一 2a) ,注意 到 1< 


24 一 1 过 26 一 1 过 26, 且 2a 一 1 是 5 的 倍数 , 故 6=24a 一 1. 又 bl(as 一 6q3), 即 有 (2a 一 1)1(6a: 一 2) ,但 
6 一 2 一 3& (24 一 1) 十 3a: 一 2, 教 (2a 一 1)| Ga 一 2) ,从 而 C24 一 1) (6a 一 4), 但 64 一 4 二 3a(24 一 1) 十 
(24 一] 十 a 一 3, 所 以 (2a 一 1 (a 一 3), 从 而 (2a 一 1)|i(24a 一 6), 于 是 (24a 一 1)|5, 所 以 24 一 1 二 1 或 
24 一 1 二 5, 但 24 一 1=1 推出 aa 一 0 一 1, 这 与 已 知 ae<< 了 矛盾, 故 24 一 1 二 5, 从 而 a 二 3,6 二 5,a, 一 2na" 一 
2 一 2n。3" ,而 应 用 数学 归纳 法 不 难 证 明 5| (a 一 2n* 3"), 故 所 求 的 一 切 a,6 为 a=3,6=5. 


B 组 


] . 由 已 知 条 件 b, 一 二 (an — {an 十 3) ;代入 Ont1 ~— 8an 十 75 —4 后 整理 得 Cn 十 2 =14a,1 dn 一 6， 
1 了 ] 、、 ] 人 ] 
即 n+2 7 一 14(a,+1 一 7 ) 一 lan 一 5 )( 这 里 己 是 方程 X=1l4z—x—6 的 根 ). 令 dn = anil 一 ， 则 


d+2 二 14dwt 一 d, ,利用 特征 根 法 可 求 出 的 通 项 为 d, 一 子 (7 十 4V3)" 十 闻 (7 一 4V3)", 所 以 a 一 


EC Sr 


六 冰凉 间 下 匡 皮 秋 油 司 涉 将 O 


二 (7 十 4V8)" 十 二 (7 一 4V3)" 十 方 一 [ 误 (2+V3)" 十 二 (2 一 /3)" 了 4 设 (2 十 V3)" 二 A 十 BV3, 这 里 


A,,B, 为 正 整 数 , 则 (2 一 VY3)" = 二 A, 一 B， v3) 于 是 a, 二 A? 为 完全 平方 数 . 


Cn 4 一 了 一 汪 a 1] 3 1 3, 
2. 站 2 pe Ere 令 钾 一 广 - ， 刚 PH1 一 2 9 zz , 即 Dnti 5 2 (b, 
3 、” 1l 3 、” 

去 )( 这 里 去 二 是 方程 zx 一 广 一 之 的 根 ). 于 是 包 一 广 一 (一 襄 ) (一 之 ) =(%—5)(—2) ;所 


a 1 
以 a, = 2"06, = (ao E )( 一 3)" 十 5 2 , 即 3an 一 (ao )( 一 1)" 十 E ( 3 ) . 若 ao E 天 0, 则 > 
充分 大 时 a 与 (一 1)"” (a 一 三 ) 同 导 , 不 可 能 对 一 切 EN 有 arl 盖 av; 当 m 一 二 时 ,av 一 二 。 2",， 


显然 对 一 切 n€ Ni 有 ati 这 a ;, 故 所 求 的 ao 一 一 
3. 特征 方程 为 x = 二 2x 十 1, 特 征 根 为 x1,z 二 1 十 V2 ,所 以 a 二 ci (1 十 V2)" 十 cz (1 一 Y2)". 由 ao==0， 


。 1 ] 5 pa 厅 万 
一 ]， 一” 一》 -一 全 人 人 nn 一 1 ”一 (1 一 今 ] ”一 一 上， B, 2 A, ,B,. 
ul 得 ci 2V2" 7 启 ' 政 4 二 启 [(1 十 2) 2)" |. 今 (1 十 2) 十 ( 


为 正 整 数 ), 则 (1 一 V2)"*= 二 A 一 BV2, 且 a 二 B,,A: 一 2B: 二 (一 1)”"(n 之 0), 从 而 A 为 奇数 . 设 
2 一 2 (2 二 1) 为 非 负 整 数 ), 要 证 题 中 结论 成 立 , 只 须 证 21B, 且 2+1 直 B,. 当 & 二 0 时 ,n= 二 2t 十 1 
为 奇数 , 因 2B; = 一 息 十 1 二 2(mod4), 故 B, 为 奇数 ,因此 有 2°1B, 且 2: 人 Bi. 设 =m 时 2"|1B,, 有 日 
27TIiTB, ,这 时 2 一 22(02t 十 1) ,从 而 2n 一 2"71T1(21 十 1), 故 二 my 十 1 时 要 证 2”*1+1 | B:, 且 . 2” “十 刀 ，, 由 
4z 十 BaV2 一 (1 十 V2)2 一 (A, 十 B,V2)2 一 A 人 ,十 2B2 十 2A,B, V2, 得 Bo = 二 2A,B,. 又 4, 为 奇数 , 故 
2” |B: 且 2 个 B> ,这 就 完成 了 2 12 把 2 |a 的 归纳 证 明 . 


4 如 果 存 在 ecE (0,1) 及 无 穷 正 数列 {a, } 满足 条 件 , 则 ar 之 一 一 pre (1 十 any 一 一 一 ei 1 ‘lt ant ), 


Qn __ Antl ~、 全 ntl NG (RH+l 
n nn 二 1 > 二 于 2 十 1 (4 纤 1)> 记 zi 


十 ce) ,让 盾 ! sre. 友 数 列 {a,}. 
5. (DD 令 @ 一 3 一 ( 荔 十 症 十 十 了 )) 则 ni 二 6 一 导 寺 二 于, 妈 am 一 1 一 0, 一 


即 @ 光 on> 


Ei i=1k 十 ] ?十 1 


下, 故 a, 一 全 < 为 常数 列 Xu-3 -站 -2- 蒜 2 凤 -于 2 所 以 a 一 太守 一 0, 即 a, 一 
由 0< 卫 < 和 7(Go>2 知 (1) 中 不 等 式 成 立 
A _: /2—a 3 pp (2 十 1 一 4 
(2) 令 名 (人 3 二 了 六 则 po 一 和 一 DT ， 即 bn 一 


2 2 
(nt-D 二 36 十 1 十 att Dte Ads 3 十 5 可 见 a 一 5 时 ,6 一 全 二 名 二 5 为 


党 数列. 由 6 2 二 5 一 2 3X2 十 5 得 6 一 9, 这 时 拘 一 2 十 3x2 十 5 一 0, 所 以 六 一 严 士 3e 十 5 一 0, 即 


及 一刀 ts Tt (CEN ,n>2) 的 c , 因 呈 5 < 


和 7 十 


《7 一 1 


(nO— 1 


本 里 三 
专 题 研 究 系 列 


3n 十 5 之 cn(n 十 ]), 当 n= 二 3 时 ，,c cr 会 一 c4 取 c= 二 4, 则 br 1 十 34 二 5<4n(n 二 1D) 周 


37 一 7n 一 5 之 0S3n(n 一 3) 十 2(n 一 3) 十 1 之 0, 这 对 n 宇 3 显然 成 立 , 故 a 二 5,6 二 9,c= 二 4 满足 题目 要 
求 . 

6. 因为 沁 x 一 1,zo 一 0, 由 均值 不 等 式 有 VIF 二 "Tz * Vat 
1, 即 知 左 边 不 等 式 成 立 . 注意 到 0 态 zo 十 zi 十 十 入 1 (1 十 zo 十 十 XTi_1) (zi 十 一 十 zx) 二 1 一 
《zo 十 十 T1777, 令 To 十 Ti 十 十 蔗 ; 一 sinb ,0 EL0, FJ,i=0,1,2,.",n, 于 是 右 端 不 等 式 等 价 于 


引 一 和 1 


上 0 二 < <…<0 一 ,因为 sinb 一 sing_: 一 2cos tl in 7 


1 cos0._i 


~ 


0 — 0 — > -一 一 一 = 
( 2cos0._ 1 ) (a ) = cost: 1! (0. G1 )， 于 是 和 [和 一 


Dt (0 1 ) = = 


A 
iS1 cosO_ | 2 
1. 我 们 用 归纳 构造 方法 来 证 明 . 因为 dl 1 十 48 二 一 (az 一 Q1) (az 十 al ) 十 2ai ; 故 可 取 U2 使 Qi 十 az 一 
2a1 ,就 有 al 十 az 整除 a1 a 且 az 一 ai 《2ai —1)>a. 设 已 取得 Hl G2 9""" sn 满足 题 意 , 记 A, =ai 十 
0 十 … 十 aa 吾 , 一 ai 十 az 十 十 aw,; 于 是 As 二 A 十 a24i 二 A 十 (qari 一 Bi) (a 十 B,) 十 Bi 二 
(ant1 一 B,)Bti 十 A 十 B? ,这 时 我 们 可 取 asti 满 足 Bi 二 B, 十 anii 二 A 十 B? ; 则 B41 整除 AH 上 且 
Qnt1 二 Ar 十 Br 一 B, 放 A 之 ;之 a ,由 数学 归纳 法 原理 知 原 命 题 得 证 . 
8. (CG, ) 的 递 推 美 系 可 化 为 C+z 一 251 二 一 3(G, 一 251) 一 4(C,1 一 251) (这 里 251 是 方程 += 
一 37X 一 4z 十 2008 的 根 ). 令 d= 二 CG, 一 251, 则 d+4z 二 一 34d, 一 44d,_1; 即 ds 一 d, 二 一 4(qd， 十 民心, 于 
是 Cts 一 Gan 二 dnt2 一 dn 二 一 4(ds 十 ds_1),502 一 G1 一 Giz 二 一 (di 十 ds_z) ;所 Dl a, = 二 20(qd, 十 
dn-1)。 《dn-1 十 dn-2) 十 4 X501. 令 4d; 十 d,-1 二 501T,, 则 由 有 #4z 二 Tw 一 4T, 加 ,a, = 二 (2X 
501) 〈5 了 了 一 十 人) 可 得 五 一 人 Te 十 4 一 各 (建议 读者 依照 书 中 定理 的 证 明 过 程 推出 此 式 ). 
于 是 w 一 (2 Xx 501)2 (5 人 开工， 十 4 各) 一 (2 X501): (Ti + 4T,T,-1 + 472 ) 一 (2 X 501)°. 


(下 十 2 下) 又 下 = so (地 +d) = (GO ~—251+G —25)=—1, T= (d+d) = 


saT(C: 一 251 十 Ci 一 251) 一 3 为 整数 , 故 由 加 并 应 用 数学 归纳 法 易 知 对 一 切 xE N; ,T, 为 整数 ,所 以 
Un 为 完全 平方 数 . 


模拟 实战 六 
和 A 组 


1. B. 设 PC4cosa， 3sina) (0<a< -了 ), 即 三 在 第 一 象限 椭圆 上 , 则 Spwos = Sappo 十 Sammp 一 了 X4。 


条 汪 次 并 守卫 性 洋 洒 厨 计 浅 O 


- 后 Ba 三 和 区 曲 


专 题 研 究 系 列 


(3sina) 十 考 X3(4cosa) 一 6(sinw 十 cosa) 一 6 V2sin(a 十 地 ) 巡 6V2, 于 是 Smas 一 Spaoa 一 SAaos 委 


6V 了 一方 X3X4=-6QW3 一 D)<3, 所 以 点 尸 不 可 能 在 直线 AB 的 上 方 ,而 在 AB 的 下 方 显然 有 2 个 点 


P, 故 选 也 
2.C. 交点 A(z,y) 的 坐标 满足 方程 巡 十 人 二 一 好 十 (? 一 D)?， 解 得 y 一 2 或 坟 , 相 应 地 求 得 


2 2 2 2 
AsAs |=vV3, 因 此 所 得 图 形 为 等 边 三 角形 , 故 选 C. 
3.C, 设 B 在 zx 轴 上 方 , 则 kap —tan30"— 上 ,AB 的 方程 为 y= 钳 (z+ 1), 代 人 双 曲 线 方程 ~ 一 


z=0,z 一 士 剖 , 即 有 三 个 交点 4 (0,2),4 (次 ,二 )'A (一 肆 , 去 )' 易 得 141As1=1A1As1= 


六 沪 次 尊 慨 事 扯 淡 汪 泛 效 O 


二 1, 得 B 点 坐标 为 (2,V3)., 同 理 可 得 CC2, 一 VY3), 故 Sanac = 二 [(2 一 (一 1)W3 二 3Y3, 所 以 选 CC. 
4. x—arctan 22 的 方程 为 y 二 x 一 1 即 1 二 x 一 yy 故 二 4x，1= 二 4zx(x 一 y) ,两 边 除 以 x* 得 


一 


YY (kaha) — thnke 4V2 rp 4 
1+kna * kos = 一 ,所 以 人 AOB=x 一 arctan 3 


5. 先 证 @ 在 椭圆 上 固定 . 而 |PQI 委 1PO | 十 10.Qi, 且 10.Q1 = 二 十 (y 一 外 "这 里 QGz,y) 在 
糊 贺 所 十 一 1 上 ,所 以 OQ =901 一 十 (y 一 人 = 一 8 一 8y 十 25== 一 8(y 十 方 )? 十 27, 而 Q(z， 


在 椭圆 上 移动 时 一 1<y<1, 故 当 ?一 一 六 时 ,10Qjw 一 3V5, 从 而 1PQl<1+3V3, 且 当 P.O、Q 


_ 共 线 且 O 位 于 P,Q 之 间 时 等 号 成 立 , 故 | PQ|www 一 1 十 3V3. 


6, 汪 V5.a 二 ec 一 oO0) 一 1,a 一 c 一 p(m) 一 二 , 故 4 二 记 ,c== 言 ,= a —e* -并 ,从 而 2 一 232， 


7. D. 因 方 程 表示 双 曲 线 的 充 要 条 件 是 e 王 尺 1, 又 1] 委 m 委 5, 满足 已 1 的 有 6 个 不 同 的 值 
CC ,C4 ,G3 ,Gs ,它们 对 应 着 6 条 不 同 的 双 曲 线 , 故 选 D. 

8. 作 Fi,(49,55) 关 于 zz 轴 的 对 称 点 (49, 一 55). 设 椭圆 与 x 轴 切 于 点 P, 则 由 A 人 FPO= 
Fz Pr, Fi,P,F, 共 线 , 故 长 轴 Za 一 FPI+|FPl=|FP|I+|IF:P|= FF;,|= 
w(49 一 9) 十 (一 55 一 20)2 一 85. 

福 十 


9., 设 圆 的 方程 为 二 六 一 ,由 Ma,6b), K(xi, yi), P(r ;yz2) ,TCz,y);, 则 az + 2， 


a 
7 二 


于 OD ,= 加,(x 一 a)? 十 (y 一 相 ? 一 (一 ?十 (yj 一 训 )?,OD? 十 @* 并 利用 好 十 光一 


rr (1 一 1],2) 得 (x 十 a)* 十 (y 二 0)“ —27 十 ZX 十 2yi yz 由 ,十 也 得 < 二 yy 一 ?xz 一- (a + y ,上 让 所 求 
轨迹 是 以 (0,0) 为 中 心 、vV27? 一 (a 十 吴 ) 为 半径 的 圆 . 


10. 设 Plus V3 本),Q==(v, 卫 ), 则 在 加 zx? 十 二 2 上 ,Q 在 双 曲 线 y 二 二 上 , 且 W= (wu 


十 (V3 太一 上 一 |PQ|?, 而 |PQI 之 |0Q| 一 |OPI=NY+( 守 ) -VE3PV2 ov 一 3 


2Y2. 故 W==1PQE? 之 (2V2)? 二 8, 等 号 成 立 当 和 且 仅 当 O、P.Q 共 线 ,P 在 0 与 Q 之 间 且 QQ 的 坐标 为 
(3,3) ,这 时 己 的 坐标 为 (1,1) ,所 以 克 的 最 小 值 等 于 8. 


B 组 


1. 先 求 必要 条 件 . 易 知 圆 外 切 平 行 四 边 形 一 定 是 菱形 ,圆心 即 尧 形 的 中 心 . 对 点 A(a,0), 有 以 A 
为 顶点 的 尧 形 内 接 于 Ci ,而 外 切 于 Co ,与 A 相对 的 萎 形 顶点 为 C( 一 a,0), 北 形 的 为 外 两 个 顶点 必 在 


对 称 轴 y 轴 上 ,只 可 能 为 椭圆 C， 上 的 顶点 BC0,65) 和 和 D(0, 一 5b), 于 是 AB 的 方程 为 一 十 六 一 1， 3! 


尝 冰 河 凋 下 玫 性 泣 骆 加 入 并 


pz 十 ay 一 40. 因 葵 形 与 Ce 相 切 , 故 圆心 0(0,0) 到 AB 的 距离 4 一 = 一 1, 即 六 十 六 一 1 下 
面 证 明 条 件 古 十 让 一 1 也 是 充分 条 件 . 设 证 十 去 ==1. Pi 与 Cl 上 任意 一 点 ,过 P.O 作 Ci 的 纺 PR 
再 过 O 作 与 PR 训 直 的 弦 QS, 风 PQRS 为 内 接 于 Ci 的 萎 形 . 设 |1OP|=n ,10Q|==xz ,并 设 P 的 坐标 


为 (ncos8 十 rzcos9) , 则 QQ 的 坐标 为 (rzcos( 等 十 9) ,msin( 到 十 9) ) ,代入 椭圆 C 方程 得 五 295 十 


/ja sin20 rs COS (z+0) rz sin’ (Zz +0) 
pi 1， a 十 -一 党 一 =- 
(2 人 + oo (20) (2 = 证 十 页 =1. 又 在 人 POQ 中 , 设 O 到 PQ 的 距离 


12 OP}? 2 


为 及, 则 Saorq = 方 |PQ| 。 = 术 1OP| 。 [0Q1, 故 站 一 0B CO or ~ opr OO = =1Opr+ 


557 一 1;, 所 以 4 一 1. 同 理 O 到 QR,RS,SP 的 距离 都 等 于 1, 故 姜 形 PQRS 与 国 Co 相 切 ,充分 性 得 


证 . 综 上 知 所 求 的 充 要 条 件 是 六 十 方 一 1 
2. (1) 联 立 CC? 的 方程 消去 y 得 妃 十 2a2Z 十 24272 一 必 一 0 人 有, 设 FGz) 一 科 十 2a2z 十 2027 一 
2 , 则 (1) 转 化 为 方程 f(x) 一 0 在 (一 a,a) 上 有 惟一 解 或 等 根 . 下 分 三 种 情形 :1". A=0 得 四 一 和 于] ， 


此 时 zj 二 一 a , 当 且 仪 当 一 a 过 一 过 a, 妈 0 过 a 过 1 时 适合 ;2 . f(@)f( 一 a)= 二 4at (a 一 rm) 二 0, 当 有 
仅 当 一 a 二 mr 过 a 时 适合 ;3 . f( 一 4) 二 0 得 x 二 a, 此 时 zp 二 a 一 2a?, 当 且 仪 当 一 a 二 a 一 2a? < 过 a, 即 0 二 
a 过 1 时 合适 , fla) 一 0, 得 mm 二 一 a, 此 时 xp 一 一 4 一 2@? ,由 于 一 4 一 20 之 一 4, 故 xr 天 一 a. 综 上 可 知 , 当 
+l 

7 一 囊 


0<<a<<] 时 —a<m<a, 当 a 之] 时 ,一 a<<zr<<a， 


尘 冰 请 凋 焉 匡 民 沟 进 同和 江 渔 oO 


ME . 


专 题 研究 系 列 


(2) So 一 方 ayp' 因 0<a< 方 , 故 当 一 a<m<a 时 ,0< 一 a2 十 a Va7 十 1 一 2m<a, 由 惟一 性 得 


zp 二 一 2 十 a Va’ 十 1 一 2m. 显然 当 m 一 a 时 ,zy 取 最 小 值 . 由 于 zp 放 0, 从 而 yp 二 1 学 取 值 最 大 ， 


此 时 一 2 Va 一 入 ,SAoap a Va 一 必 . 当 m= J ;yp 一 V1l—a 7, Samp = a 
Vi 一 er. 下 面 比较 < Va 一 ZW 与 六 a Vi 一 WU 的 大 小 : 令 a Va-@H= 广 a Vi@ 得 a 地 , 故 当 0< 


a< 计 时 a Yall-a) < za V1 一 a ,此 时 a v1 7; 当 二 <<a<< 一 时 ,a Va(l—a)> 


一 4 V1—a ,此 时 maxSAoap 二 a V a(l—a). 


3. (1) 用 反 证 法 . 假设 正八 PQR 的 三 个 顶点 P、Q.R 都 在 同一 支 ( 如 C1) 上 ,其 坐标 分 别 为 
P(xi yy1) QCx2 ,yy2), RCTs, y3) (0<T RTT) 则 yi 祝福 y3; 于 是 PQ 十 QR: 一 PR: 一 [ (zl 一 
Xs ) “十 (wz 一 .3 六 一 (Zi 3 )* 十 [Cy 一 多 十 《yz V3 )* 一 《yi —y) |=2(x; — X11) (Xe 一 ZX3) 十 
2 一 yy 一 y3) 一 0,; 因 此 ,PQ 十 QR 二 PR , 即 信 PQR 是 钝 角 三 角形 ,矛盾 . 所 以 ,P.Q、R 不 在 
同一 文 上 . 

(2) 设 Q(x ,= ? 二)， 过) Ce>m>O,QR 上 的 高 线 方 程 为 > 十 1 一 Zizz (Zz 十 1), 它 必 过 QR 

] 
Xl 


1 


的 中 点 (型 训 于 ,去 (二 十 二 )), 故 汉 (二 十 二 ) 十 1=nwy( 异 吉 全 十), 即 (1 一 x)[Cn 十 2) ， 


(1 十 zizz) 十 2Xixz jj] 二 0, 邦 xx 二 1， ,于 是 Q 的 坐标 为 Q (二 -Za ) ， 故 Q( 一 -ze ) 与 R(zz ,二 - ) 关 于 
直线 y= 二 x 对称, 从 而 PQ、PR 与 直线 y= 二 x 的 夹 角 均 为 30" ,所 以 PQ.PR 的 倾斜 角 分 别 为 75" 和 30”， 
这 时 PQ 的 方程 为 y 十 1 二 tan75"(x 十 1) 即 y 十 1 一 (2 十 V3)(Cz 十 1) ,与 y 一 一 联 立 可 得 Q 的 坐标 为 


(2 一 VY3,2 十 Y3) ,由 对 称 性 知 民 的 坐标 为 (2 十 V3 ,2 一 V3). 
4. 作 B 关 于 /的 对 称 点 Bi (xz, y1), 则 线段 BB 的 中 点 M (学 这 ) 在 4 上 ， , 故 3。 卫 一 


1=0， 即 3zi 一 嫉 一 6 一 0 由 . 又 BB 7 可 得 一 一 一 广 @， 由 名 及 多 可 得 Bi (3， 3), 从 而 
ABi 的 方程 为 2x 十 y 一 9 二 0. 设 AB 与 1 相交 于 Pi , 则 易 求 出 P (2,5) ,于 是 | PA| 一 |PB|I 一 |PA| 一 
1PBi| 志 |ABi|= V4 一 3)? 十 (1 一 3)? 二 V5, 当 且 仅 当 P 与 Pi 重合 时 |PA| 一 |PB| 取 最 大 值 /5, 故 
所 求 忆 点 坐标 为 (2,5). 

5D, 由 已 知 条 件 易 得 Blv,u) (一 也 uw) 有 (一 也 一 妈 ) su, —u) , 且 BCDE 为 矩形 ,从 而 451 一 
SABCDE 一 OoBDE TT SAABE = 2u * 2 十 亏 ”2x(CU 一 切 一 珍 十 3xo 即 xz 十 3 四 三 11X41, 又 zoEN 昌 


rz, 故 zx 一 1 一 30, 从 而 x 十 ww 一 21. 
6. 议 焦 点 为 上 , 准 线 为 !, 过 焦点 的 弦 为 ADB,A4B 的 中 点 为 M, 过 A、B、M 分别 作 准 线 ! 的 垂 线 ， 


矢 足 依次 为 C.D、H, 则 |MH| 一 去 (1ACI+1BD|)= 专 (AF| 十 |BF|) 二 吉 1AB1, 故 以 |AB| 为 直 


a 


径 的 贺 必 与 准 线 相 切 ， 

7. 设 正 方形 的 4 个 顶点 为 A,B,C,D, 那 么 正方 形 的 中 心 必 为 坐标 原点 O, 否 则 因为 y=x 十 ax 
是 奇 函 数 , 故 A,B,C,D 关于 OO 的 对 称 点 A ,BC ,D 也 在 曲线 上 ,fl A'B'C'D' 也 是 正方 形 , 与 题 设 
牙 盾 . 设 4 点 为 AlCxo,yo),BG 一 yo yxXo0) ,CC 一 7x0, 一 y0)，DCy ,一 20) ,其 中 计 0,y6 记 0, 则 yo 二 x 十 
axo 外 ;一 0 二 加 十 4 句 ; 由 中 Xzo 十 加 Xo 得 看 十 次 十 a 十 刘 ) 二 0 加 ;由 岂 X yo 一 扣 X 


Xo 得 x 十 小 二 XoYo0 (Xi 一 6) 外. 今 各 一 rcosb wm 一 rsingr 一 0， 0€ (0, 记 ), 代 人 轨 , 由 得 a 一 


一 天 (cos40 二 sintO = —r (1 2c0s Os 0 ,rr — 四 ,消去 得 (十 a?) (sin20)* 一 
(4 十 a? )sin 20 十 4 二 0, 因 为 sin29 在 (0,1) 内 只 有 惟一 实 根 ,所 以 A 二 (a 十 4)? 一]6(1 二 a) 二 a’ 一 
0, 所 以 a 一 一 2VE( 由 @ 知 a<0) ,sin29 一 此 ,cos20 一 如 .代入 @@ 得 一 YI8, 帮 所 求 正 方形 的 边 


长 为 /2r 二 V72. 

8. 以 下 为 原点 RN 为 x 轴 建 立 直 角 坐 标 系 , 设 圆 O 的 方程 为 十 (y 一 0 = 二 Fr(6b| 二 7 让. 设 
APB、 CD 的 方程 为 y= 二 kx 和 y= 二 kX, 它们 可 合并 为 (y 一 x) (y 一 kz) 二 0 于 是 过 A,B.C.D 的 二 次 
曲线 系 的 方程 (不 包括 图 〇 ) 为 Gy 一 区) 《Cy 一 站) 十 A 十 《一 如 :一 ?二 0, 上 式 令 > 一 0 得 (十 
kz) 十 A(BF 一 亡 ) 二 0, 了 的 两 根 恰 是 PQ 两 点 的 横 坐 标 xp ,zo ,由 韦 达 定理 得 xp 十 Xa 一 0, 即 R 
是 PQ 的 中 点 ,所 以 1PR| = |RQ|. 


3. 设 P(xzo ， yo ) ， i 的 方程 为 | X=xo peost 


y= yo + psing 
入 二 1 得 (Foo8ata So)rF 2 rcosata wsinn)tt+ Hit+iaw—ar =0 Rospta sinp) 。 


i 十 -rcosa 


的 方程 为 ,代入 椭圆 方程 夺 十 


y= Yo 二 tsin 


Pa cote yosinB) p+ 十 a 一 40656 二 0. 由 韦 达 定 得 得 | PA ，1PB|=:|1|，|i|= 


“zi 十 a 6—a’b , _ , 时 brita y6 —a eb _ 
i ?7 [PC| 1PD| 和 [pi | zs | b? cos: 8 二 azsin28 . 由 a 二 8B 二 x, 知 cos: w 一 
cos’ 8,sin a=sinB,- 故 1PA|。|PB| 二 |1PC|，|PD|,; 所 以 A,B,C,D 四 点 失地 |. 
10. 依 题 意 得 a 二 2VY3,6 二 V3,c 二 Va’ 十 六 二 -5 一生 一 六 ,焦点 为 (0, 土 5), 则 A、B、C 三 点 
| AF 二 2y3,]BF 2x6 2 CF 2Y3 AF 
的 焦点 半径 分 别 为 |AF | 一 2 V3, | BF | 7 万 士 2V3,|CFI== 7 后 六 十 V3, 而 |AF| 十 
2 2 
ICF| 一 21BF|, 帮 十 % 一 12. 又 一 我 十 小 一 1, 一 鹅 十 入 一 1, 两 式 相 减 后 整理 得 puc = 
12(zl 十 工 ? ) 这 1 Xl 十 we 二] 了 13 , 
13Cy Ty) 13 ,AC 的 中 后 坐标 为 人 ,6), AC 中 垂 线 方程 为 y 6 一 x 


(zx 一 型 广 芋 ， ,有 13 工 十 (2 十 zz)(y 一 分 ) 一 0, 可 见 AC 的 中 垂 线 必 过 定点 (0, 剑 ) 


尖 兴 部 凋 亚 如 恬 炎 让 回头 汝 0 


且 冰 入 凋 下 开怀 迷 四 加 入 汪 O 


A 组 


1. A. 理由 : 设 正 7 核 稚 S-AiA，…A, 的 底面 正 n 边 形 固 定 ,顶点 S 运动 , 相 邻 两 侧面 所 成 二 面 
角 的 平面 角 为 人 As HA,. 当 S 向 下 运动 逼近 极端 位 置 ( 即 到 底面 n 正 边 形 的 中 心 ) 时 ,人 Az HA, 趋 于 
平角 ; 当 S 向 上 运动 ,趋向 无 穷 远 处 , 则 正 ”棱锥 趋 近 于 正 ”棱柱 , 人 4: HA, 趋 于 人 AzAiA， 


人 一 所 -人 , 故 一 一 er AAA <X, 


1 
Ey 


2. A. 理由 ; 因 S, 才 S$S(i=1,2,3,4)， 所 以 立 S <45S, 进 而 4 一 二 一 委 4. 特别 地 , 当 四 面体 为 正四 面 


体 时 ,上 式 中 的 等 号 成 立 , 从 而 否定 B. 
考察 侧面 与 底面 所 成 的 二 面 角 的 平面 角 均 等 于 45" 的 任 一 个 正三 棱锥 ,以 S, 表示 该 正三 棱锥 的 


底面 面积 , 则 S= 9, 一 《91 十 9， 十 93 ) 和 cos45" 一 到 Cs 十 5 十 53) ,于 是 SI 十 9， 十 六 3 一 V2S,S9， 十 SS; 十 


> S， 
S: 十 S 一 (1 十 V2)S. 此 时 4 一 二 一 一 1 十 V2<2， 5, 从 而 否定 C 与 DD 


3. A. 理由 :在 ALB 上 取 点 G, 使 BG 二 AB,, 则 GF/ A,E, 人 GEC, 是 A1E 与 CIF 所 成 的 


4 
角 ,cos GEFC = 去 ; 则 和 GFC, — arccos < 一 arcsin 一 人 . 


4. B. 理由 :母线 长 /一 1, 底 面 半径 "一 志 , 轴 截面 顶 角 是 2arcsin 立 之 互 , 故 截面 面积 最 大 值 为 
1 
>. 

5. C. 理由 :由 题 设 条 件 知 截 面 圆 的 内 接 正三 角形 的 三 个 顶点 即 为 正方 体 中 共同 一 个 顶点 的 三 条 
楼 的 另 一 端点 ,容易 算出 球 心 到 截面 的 距离 是 正方 体 对 角 线 长 度 的 二. 

6. B. 理由 :显然 C.D 是 错 的 . 设 a-1-B 是 直 二 面 角 ,在 :上 取 点 0, 在 a 内 作 OA Wa, 在 8 内 作 


OB /5b. 者 a15, 则 OA1OB. 在 8 内 作 OB’ 1 上, 依 题 意 OB.OB' 不 重合 ,这 样 ,由 OB | a, 有 OB 上 


0A, 于 是 OA 1B, 推 得 OA 1]! 即 a_| 7, 与 题 设 矛盾 ,从 而 A 错 . 
7.C, 理由 :由 题 设 条 件 可 知 ,四 边 形 Ai MCN 是 萎 形 ,所 以 A1C 平 分 MA1N 和 MCN. 又 因为 
DCN 二 人 MCD, 即 CD 与 人 MCN 的 两 边 成 等 角 , 所 以 CD 在 平面 MCN 内 的 射影 就 是 A1C, 于 是 


一 PDCA 束 是 CD 和 面 A1MCN 所 成 的 角 . 易 知 tan DCA =vV2,sin DCA) 一 人 1/ 所 -6. 


8. A. 理由 :正八 面体 相 邻 两 侧面 所 成 二 面 角 为 arceos( 一 三 ), 正 四 面体 相 邻 两 侧面 所 成 二 面 角 


为 arccos 于 , 为 互补 关系 . 当 正 四 面体 与 正八 面 体 (校长 均 为 gc) 的 一 个 面 重合 时 ,其余 三 个 面 与 正八 | 


面体 的 三 个 面 互 为 反问 延长 面 , 故 新 多 面体 总 共 7 个 面 . 
9.D, 理 由 :如 图 所 示 , 由 人 OAB 一 OBA = 30", 知 OC 一 


| 1 1 
0A=3Kk. : 
留 下 的 水 的 容积 为 球 缺 的 体积 , 球 缺 的 训 = 方 R, Vi 一 


总 (#) (3R—h) = 37 RR: ,半球 的 体积 Vea 一 包 wR ,溢出 水 的 


头 冰 部 间 慨 开本 杰 上 醚 区 涉 业 O 


容积 V== 芝 wR ,所 求 的 比值 为 1 
10.C. 理由 : 圆 台 的 侧面 展开 图 如 图 所 示 . AB 二 20 厘米 ， 


、 #, 
AC=10 厘米 ,BD 一 20x 厘米 设 扇形 中 心 为 0, 令 04 一 z 厘 人 
米 ,了 AOC = 二 90, 则 AC= x0, 肋 = (zx 十 20) 0, 解 方程 组 和 Ac 
XO0= 10xn, 月 py 


一 20.0 一 二 . 这 时 ,OO 此 BM 
(zx|20)0-20n 居 得 二 x 这 时 ,O 点 到 BM 的 最 


短 距 离 为 Rt 八 BOM 中 斜 边 BM 上 的 高 ON,ON= CC 


24 厘米 ,AC 上 各 点 到 BM 的 最 短 距离 为 24 一 20==4 厘米 . 

11. 填 V8 十 2. 理由 :如 图 ,由 已 知 , 上 下 层 四 个 球 的 球 心 A'、B' .OC 、 
D 和 A、B.C.D 分 别 是 上 下 两 个 边 长 为 2 的 正方 形 的 顶点 , 且 以 它们 的 
外 接 圆 @O 和 @O 为 上 下 底面 构成 圆柱 ， 

同时 ,4“ 在 下 底面 的 射影 必 是 A 方 的 中 点 M 

在 人 4 4B 中 ,A'A==A'B=AB=2. 设 AB 的 中 点 为 N, 则 AN= 
V5. 又 OM=0A=V2,ON=1, 所 以 ,MN=V5 一 1,AM= VAN’ MN = 
V8. 因此 ,所 求 原来 圆柱 的 高 为 /8 十 2. 


12. 填 名 .理由 : 作 正 方 体 的 截面 BB, DD, 则 AiC | 面 BIDiD 
充 AiQ 写 BiDi 交 于 点 0, 在 面 BB1DiD 内 作 OH TBDP 于 昌 , 则 OH 为 AiGi 与 BD, 的 公 垂 线 . 


显然 ,OH 等 于 Rt 人 BBiD, 斜 边 上 高 的 一 半 , 即 OH 一 蝇 ， 
13. 填 闪 za 理由: 设 正四 面体 为 ABCD, 球 心 为 0, 半径 为 ,体积 为 V, 面 BCD 的 中 心 为 Oi， 
楼 BC 的 中 点 为 E, 则 AO = VEO 了 F=f/@ 一 二 :一直 a. 由 OB: 一 0.0 OiB==(O1A 一 0B) 十 


a i ,~ OE = VOB -BF = 


2 2 2vV6 ， 1 2 3 
OQ1B 得 本 4 3 a oo 4 


的 


人 
奥 
林 
匹 
克 
数 
学 
中 
的 
真 
二 
分 
析 


14. 填 子 V3. 理由 ;由 题 设 ,AH | 面 SBC. 作 BH | SC 交 SC 于 E. 由 三 重 线 定理 可 知 SC | AE， 


SC AB,- 故 SC | 面 ABE. 设 S 在 面 ABC 内 的 射影 为 0, 则 SO| 面 ABC. 由 三 尼 线 定理 之 道 定理 ， 
可 知 CO | AB 于 下 , 同 理 BO | AC, 故 0 为 人 ABC 的 重心 . 又 因为 人 AABC 是 等 边 三 角形 , 故 O 〇 为 
A 人 ABC 的 中 心 , 从 而 SA 二 SB 一 SC 二 2 V3. 因为 CF | AB,CF 是 EF 在 面 ABC 上 的 射影 ,由 三 垂 线 


定理 ,EF 1 AB, 所 以 ERFC 是 二 面 角 互 -AB -C 的 平面 角 , 故 EFC 一 30°,OC=SC。cos60" 一 2V3。 方 = 
V3,SO=V3 * tan60° =Y3 * V3=3. 又 OC 一 如 AB, 才 AB 一 VY3OC=Y3，VY3 = 二 3, 所 以 Vs 一 也 。 


3 由 3 . 3 一 二 V3 


15. 填 2%2. 理由 : 折 起 后 的 三 楼 欠 A - BCM 如 右 图 所 示 , 取 
CM 的 中 点 D AD. 在 人 BCM 中 作 DE | CM 交 BC 于 玉 , 连 


AFE, 则 AD=2， By3, DE=CD * tan30 一 1。 38 ,CE = 


2DE= 5 3. 在 人 ABC 中 ,AC 二 2, AB 一 2 V2, BC=2V3, 所 以 人 
AC +AB:=BC:, 四 由 CBAC 90 在 人 ACE 中 ,AF 一 AC 十 CE 一 2AC 。CE， PLACE 人 


4 ” 8 一 一 一 一 一 上 1 -一 
3 2。2，。 SV3. 2 3 ;PRL AF +CE 十 4 一 AC .又 AF ++DE 3 一 3 二 


AD? ,因此 AE TBC,AE | DE, 从 而 AE 平面 BCM, 所 以 Vasew 一 二 AE。 ss 


16. 填 坚 .理由 : 设 等 腰 直 角 人 ABC 的 斜 边 AB 的 中 点 为 D, 则 DD 为 人 ABC 的 外 心 ,由 SA 一 


SB 二 SC=2, 若 S$S 在 底面 ABC 上 的 射影 为 D. 从 而 球 心 0 在 SD 上 , 且 0A4==08B 二 OS, 所 以 ,O 〇 是 
和信 SAB 的 中 心 . 而 和信 SAB 是 正三 角形 ,SD= V2 一 1 二 V3, 所 以 OO 到 4 


V3 


平面 ABC 的 距离 OD 一 王 lp 了 


0. 理 出: 如 右 图 , 设 BC 与 BIC 交 于 E, 则 玉 


为 正方 形 BCC1Bi 的 中 心 , 且 为 点 DD 在 面 BCC1Bi 内 的 射影 , 则 
DB, 在 面 BCCi Bl 内 射影 为 BiE, 而 BIE_L BC , 则 由 三 垂 线 定理 , 知 
BC | DB,. 于 是 BC | 面 DBIC, 即 有 BC | DC, 亦 即 BC 和 CD 成 
90 有 角 . 

过 五 作 EF | CD 于 F, 连 FB, 则 FB DC, 从 而 人 EFB 是 二 面 角 B1 - DC-B 的 平面 角 . 设 写 长 


17, 填 90" ,arcsin 


BE_ /5 ,V5 
为 2, 则 BE 二 v2,DB= DC=vV5, BF 。V5== 2 . 2, 则 BF 一 一 元 ,sinLEFB 一 让 一 /2 1 7， 故 
EFB=arcsin v10 


A 


_ 2 2 . 
18. 填 当 十 <4< 如 时 ,0 一 arccos 3 一 2 一 2 ; 当 此 一 ao 一 1 时 ,0 一 xf 一 arccos 2 2 . 理由 ;过 玉 作 


EG/ BC 交 AC 于 G, 连 GF, 易 知 GF/AD,， 目 BG= 寺 < ,GF 一 二 ,于 是 人 BGF 为 AD 和 BC 所 成 的 


2 \” 1 、 
-二 -十 -一 — 0 ? 
C3) 3) 3 和 2 ,显然 ,必须 | 中 -|<1, 得 二 <a<l. 
Fe 。 
3 


角 . 有 cosEGF= 


条 人 字 订 着 民 乒 上 潍 沿 间 计 汪 OO 


B 组 


1. 设 长 方 体 的 一 个 顶点 上 的 三 条 楼 长 为 a.b5、c; 由 已 知 条 件 和 长 方 体 对 角 线 的 性 质 ,可 得 
240 十 2pc 十 2ca 一 11， 
4(a 十 2 十 c) 一 24. 

由 名, 得 a 十 6 十 c 二 6. 

@’ 一 四 ,得 十 十 一 25, 故 Va 十 访 十 C2 二 5. 故 长 方 体 的 对 角 线 长 为 5. 

2. 设 直 平 行 六 面体 A1C 的 底面 萎 形 的 边 长 为 a , 侧 楼 长 为 /, 则 有 

SM 一 4al. 

依 题 意 ,可 得 方程 组 
人 一 (上 。，A(， 


je- . BD, 
da =AC 十 BY. 
中 十 四 ,可 得 
QT =E(AC TFBD). 中 
由 .消去 AC、BD, 得 
二 =4Fa:, 
从 而 ”2al 二 VY 信 十 镑 ， 
故 Sn 二 4al 二 2 VG 十 3. 
3. 连 DO 交 BC 于 G, 连 结 AG, 交 BE 于 H. 由 BG] AG,;BG | DG,; 知 BH 在 面 AGD 内 的 射影 
汶 GH. 厂 cos 岂 cos 人 BHG==cos60°== 广 ， 取 DG 之 中 点 计 , 连 结 FM, 则 FM/ HG, 故 多 二 OFM. 


OOO 


OOOO 


连结 AO, 则 AO1LOD, 故 OF== 直 AD= 去 ,FM 一 二 AG 一 训 ,OM=O0D 一 士 DG= 媒 ,所 以 cosb, 一 


半 冰 症 凋 下 姓 怪 水 十 同和 沉 姜 O 


专 题 研究 系 列 


一 二 ,从 而 cosb= 地 _5 5Y3 0— arccos 3 


OF+FM—OM 5 
3V3 18 


20OF 。FM 3V3 


4. 设 BC=4,| 全 ei 一, 则 AB= 二 XL 由 sin9 一 分 丰 , 知 cos0—3 由 D-AB -已 是 直 一 面 角 ,可 
AB a AM _ 
| 敌 :BD 与 面 AE 所 成 的 和 角 0 一 ~ DBA, i cosh HB Wi — /AME, 夏 cost 一 FM 一 
A V3 A A ] V2 
,3 . , 即 26X 一 5 一 4 一 0, 归 一 工 所 以 1 一 妇 为 所 求 . 
7 于 元 9 if yi 让 2 


5. (1) 如 图 , 因 AiBiC -ABC 是 正三 棱柱 , 则 四 边 形 Bi BCCI 是 矩形 . 连 BC 交 BC 于 FE, 则 
BiIE=EFEC, 连 DE. 在 人 AABIC 中 ,由 AD=DC, 知 DEVAAB. 又 AB 信 平面 DBC ,DEC 平面 DBC' ， 
故 4 /平面 DBC. 

1 


(2) 由 (1) 证 得 DE/AB1, 且 DE= 方 AB1= 方 BC1=BE.、 4 
由 AB 1 BC, 知 DE BGO. 因此 入 BDC 是 等 腰 直 角 三 角形 . 
过 呈 p 作 PDF BC, 生 足 为 芋 , 则 万 F| 平面 BBCCI 连结 CiKF. 
在 三 校 锥 D-BFC, 中 ,DF 底面 BFC, ,BD1CD, 则 根据 本 
章 结论 5(2) ,得 

sin a= sin’ A DBF+ sin: ~/ DOF, 

己 知 了 D 是 AC 中 点 ,; 故 了 DOCIF== 人 人 DBF 二 30", 代 人 上 式 , 解 得 


sing—2 , 故 a 二 45., 


7. (1) 如 图 ,在 截面 4 EC 内 过 EE 人 作 EG 1 AiIC 于 G. 因 AiEC | 面 
ACi;, 则 BG]| 面 AC. 取 AC 的 中 点 下, 连 BF,FG, 由 AB= 二 BC 得 BF | 
AC. 又 面 ABC | 面 ACGi, 则 BF 面 ACi ,得 BF//EG, 则 BF、EG 确定 
的 平面 交 侧 面 AC! 于 FG. 由 BE// 侧面 AC ,有 BE// FG, 则 四 边 形 
BEGF 是 平行 四 边 形 ,BE=FG. 又 BE// AAi, 则 FG// AAi, 八 AA1Cw 


AAI 二 十 BB,, 即 BE= 直 


和信 FGC, 而 AF 二 FC, 则 FG 一 一 ; 上 


9 BBi，, 故 


BE= EB. 

(2) 由 (1) 可 证 EG// 面 A1B1Ci,G 为 A1C 的 中 点 , BE=EB, 过 
EG 作 面 AsECzs// 面 AilBiC , 则 二 面 角 C-EG -Cs 的 度数 等 于 所 求 二 面 角 的 度数 . 

在 三 校 锥 C-ECzG 中 ,CCz 上 底面 ECzG. 设 二 面 角 C-EG -C==9, 根 据 本 章 结论 5(4) 得 


tan GEC; 
tan /GEC C*) 


易 知 GC 一 避 AAi， 


EC 一 Vv BFE’ +BC —GC’ =BAA ,GEC; =—30.. 


EI~e 


日 ‘mm GC V2 、 。 V3 
于 是 tanl GEC—EE 一 启 'tan 人 CC2 一 tan30 二 了， 


〇 
万 奥 
将 以 上 正切 值 代 和 人 (x ), 解 得 cos9Y9 一 7 ， 机 
所 以 所 求 二 面 角 为 45” 更 
V3 V6 ， 量 数 
为 解 : 由 题 意 千 ,人 Ai BiC 古人 Ai FC 的 正 射影 , AAI 一 4 多 得 OANA BO = Ta "DA i 
SAA, BC 
设 所 求 二 面 角 为 ,由 本 章 结论 4(1) ,得 cosa 一 -= 如 , 故 a=45. We 
7. 因 S-ABC 是 正三 棱锥 ,所 以 O 是 AABC 的 重心 , 连 AO 并 延长 交 BC 于 DD. 因 为 D 是 BC 的 信 
V3 析 


中 点 ,BC 面 SAD, 而 AO' | BC, 所 以 AO' 在 平面 SAD 上 ,从 而 OO 必 在 DS 上 .于 是 AD=6， 六 一 


3V3,OD=-AD=V3,SD=V3 十 :一 VIz. x 故 OD 二 。 AD= 3 "3V3 一 


AD 9 /15 
六 V5. 设 过 也 点 平行 于 底面 的 截面 与 SD 的 交点 为 0, 则 CD=AP = 
2 过 
(S33) 


1 1 加 
0 “7 6。3vV3 一 V3， 


8. 设 四 面体 ABCD 中 ,M 为 CD 的 中 点 , 连 AM、BM, 设 己 、 为 依次 分 BM 与 AM 成 2:1 的 
点 ,从 而 己 及 Q 分别 为 ABCD 及 人 入 ACD 的 重心 . 


显然 ,AP 与 BQ 相交 于 一 点 (Cr， 因 OAAPM = HA poM 一 3 Sargm ? 则 SA BD 一 Sa. XX SAniM 一 


序 SAteo ,Saam 一 方 Sasas , 则 Saray 一 训 Saxm. 从 而 AB 一 SAX4 一 全 .于 是 G 分 AP 为 3:1. 同 理 
2 GP SARM 


可 证 ,其 他 两 条 由 顶点 向 该 点 所 对 三 角形 重心 相连 线段 均 过 G 点 .于 是 这 四 条 连 线 相交 于 一 点 . 


异 拟 实战 八 


入 组 


1. 填 2. 理由 :由 已 知 可 得 ,( OA 十 ho OB 十 OE). (这 =0, 即 多 0: 十 罗 0 市. C+ 这、 
OA=0, 因 姑 ER,( 访 :0, 则 C0 .CSO .信友 少 有 一 个 为 负 . 不 妨 设 0A…( 汕 一 0 日 5 熙 . 
CC>0, 则 由 GQ CC 十 0B 二 这) . 让 =0, 得 1 天 .[ 芝 + 六 .天 + GO=0, 则 市 . 
一- 
(一 0. 


i : 专 题 研 究 系 列 


鞍 他 说 闪 导 五 条 涟 泛 姜 洗 生 O 


故 AOB、BOC、COA 中 至 少 有 两 个 钝 角 . 
2. 原 阔 数 式 可 变 为 "一 2 十 sin2z 十 cos2z, 所 以 只 需求 一 sin2x 十 cos2z 的 最 值 即 可 . 


作 向 量 4== (sin2x,cos2z),5 二 (1,1), 则 |sin2x 十 cos2z| 二 Ta bl 委 |al 10 一 V2, 故 yx 一 
2 十 V2,ymn 一 2 一 V2. 

3. 作 向 量 5 一 (zyyz),5( 一 8,6, 一 24) ,那么 ED 一 一 8z 十 6y 一 24 一 39, 而 a .2 一 |al。|12|= 
a Soe VT 十 十 之 cos9 一 39cos9, 所 以 ,cos9 二 1. 因此 ,有 二 一 8t,y 二 61,z 二 一 241, 从 而 


求 得 zx 一 一 总,y 一 1 一 一 和 


4. 设 a= (二 ,本 ) ,0 一 (4, 一 3), 得 


| ry) 2r—y) 
4 3 十 (3) 25 


(27Xx 一 y) 之 25,2x 一 yy 的 最 大 值 是 5. 
5. 设 4 二 (x 一 1,y 十 2)， 2 一 (1 ,一 2), 由 写 十 YY 一 2X 十 4y 二 0 得 
5 二 十 一 2X 十 4y 十 5 二 (Xx 一 1 十 (y 十 2》 


一 | 也 :CQ .Dp)? _ (x 1 2y— 4) (zr—2y—5) 
到 1 六 十 (一 2 5 


则 (xz 一 2 一 5)<25. | 7 一 2 一 5| 近 5， 
一 5 一 23y 一 5 过 5,0<z 一 2y 生 10， 
所 以 x 一 2y 的 最 小 值 是 0, 最 大 值 是 10. 


) 2 一 (Ya 一 2， vb—c), 


6. 设 ~ 1 ] 
好 一 一 3 
( va—b vb—e 


一 十 一 | 这 ab) (+1D)” 4 
b—c 一 下 2 (ca 一 六 一) Qe 


则 =” 的 最 大 值 是 4. 
令 a 一 W5,1),b6 二 (Wrz, V6 一 z+); 则 f(x)==a* b,jal， 16|=6; 而 < bl|a|，1|6|， 


则 f(x)<<6, 当 且 仅 当 6 二 X4(X>0) 时 取 等 号 , 故 I = MA>0, 


得 XxX 二 5,4 二 1. 即 x 二 5 时, f(x)nmx= 二 6 

8. 令 a 一 一 yyZX 十 y 一 3, 一 2x 一 y 十 6),6 二 (1,2;)) 则 a sp 二 (1 一 y)。，1 十 2，(x 十 y 一 3) 十 
(一 2z 一 y 十 6)。]1 一 1， 

[al 一 V(L 一 ?十 (Cz 十 y 一 3 和 2 十 (一 2z 一 y 十 6)2 ，V1 十 2 十 二 一 VFz yy * V6. 
而 a* bial *。161， 

则 1 Vfz* y) » V6, 


即 f(z， ) 宇 亢 . 当 目 仅 当 4a= 加 (2>0) 时 取 “ 一 ” 


FE 


i ee 


a 5 5 _ 5% 1l 
得 .证 一 一 D 4 -一 6 ， 本 全，, 即 .二 -一 9D 6 时 ,f(x,y) mis = 6 本 


9， 设 4 一 ( Vv 3a 汪 1]， W 3 十 于， VY 3c 十 1) ,5 二 (1,1;,1), 已 知 a 十 5 十 c 二 1, 由 定理 得 
6 二 (34 十 1) 十 (36 十 1) 十 (3c 十 1) 


一 | 了 CQ (1。V3e 十 1 十 1。，V36 十 1 十 1。，V3c 十 1] 六 
EE 二 1 十 1 


_ (V3a 二 1 十 v3b 十 1] 十 V3c 二 1) 
一 3 . 


(vv3c 十 1 十 vv38 十 1 十 vv3c 十 1 过 18， 
V3a 十 1 十 V36 十 ] 十 wv3c 十 1 巡 3 v2. 


V34 十 1 十 V6 十 J 十 V3c 十 1 的 最 大 值 是 3V3. 当 且 仅 当 a 一 6 一 一 村 时 达到 最 大 值 


10. 由 1 委 tanz< 和 3, 容易 知道 


vtanz 一 1 十 V3 一 tanz>yV2,N=vV2. 设 wa 一 (wVtanzr 一 1, V3 一 tanzr),p 一 (1,1), 得 
2 一 (tanz 一 1 十 43 一 tanz) 


| 2 bY .Db)? 《4Ytanz 一 [十 V3 一 tanz ) _ (vtanz 一 1 十 Y3 一 tanz) 


四 EE 
可 以 知道 Vtanzr 一 1 十 V3 一 tan7 坟 2. 
M=2, xX N= 2 . 
又 N=v2， 2, 故 裕 -三 一 V2 


11. (IT ) 如 图 作 PO | 平面 ABCD, 垂 足 为 点 0, 连结 OB.O4.OD,OB 与 AD 交 于 点 已, 连结 PE 

由 ADJ|PB, 知 AD | OB. 又 PA=PD, 则 OA 一 OD. z 

于 是 OB 平分 AD, 点 EE 为 AD 的 中 点 ,所 以 PE LAD. 由 此 知 了 PEB 为 面 PAD 与 面 ABCD 所 
成 二 面 角 的 平面 角 . 

于 是 PEB 一 120", 从 而 PEO 二 60". 

由 已 知 可 求 得 PE==V3. 


帮 PO= PE . sin60°=V3 x 室 3, 


即 点 已 到 平面 ABCD 的 上 距离 为 性 
(CID 如 图 ,建立 直角 坐标 系 ,其 中 0 为 坐标 原点 ,z 轴 平行 于 DA. P(0,0, 3),B(0,3Y3,0),PB 

中 点 G 的 坐标 为 (0,2Y 3 ,3 六)， 连结 AG. 又 知 A(1， 3,0), CC—2,33,0), 由 此 得 到 ， 
GA=(], -3 一 说) ,B= (0 0,33 ,一 3 ) ,及 (—2,0,0). 


CD 
奥 
林 
匹 
克 
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析 


法 冰 商 凋 下 二- 心 过 由 入 尊 O 


于 是 有 GA 。 PB=0,BC . PB=0. 
所 以 GA LPB,BC LPB,GA,BC 的 夹 角 9 等 于 所 求 二 面 角 的 平面 角 . 
GA. BEC 2V7 


于 是 cos0 一 


[CAE 7 ， 


所 以 所 求 二 面 角 的 大 小 为 r 一 arccos 


]. 设 2 一 (VE ) ,b= (VZVY), 


I9 98_ [a > p)? _(v 19 二 ww 98)”_ 117 十 4 38 


i 一 区 y AE ZX 十 y zy 


Zz 十 y 字 117 十 14 V38， 
所 以 zx 十 y 的 最 小 值 是 117 十 14 v38. 


2 由 二 十 这 池 + 这 二 一 2 得 
+x ol ， 1 十 光一 1 , 1+xz 一 
1 十 和 4 ly + 1 二 2 2,] 寺 玉 十 T 寺 六 十 村 六 一 


, ] 1 ] 
nl I+y 证 去 外 


2 a 0) 
2 、、 
= 1+ Tal 之 iE 
Ty 
I+ 十 7 Ty 十 
] 1 下 ] “(去 1 十 入 14 ) 
] 二 x 1 十 六 i 
之 | 


3， 设 a=(a,b,c) ,b= (x, yz), 得 


(a。 bY (axz+bytcz) 《cz 十 wy 十 cz) 
一 邓 十 刀 十 c2 一 2 AATOYT CT) 
4 u b C ia | 号 2 | y? | 2 ? 


(az 十 py 十 cz) 乏 .36， 
az 十 By 十 cz 的 取 值 范围 是 


必 


一 6 和 az 十 Dy 十 cz 和 6， 
4. 原 困 数 可 变形 为 
f(r)= V(r 2) (rm3)-— V(z 一 1)3 十 7 
a—=(x CO—2,7—3);b= (x 1,), 则 
fir)=|al~—|6|,Wma—b=(—1,—3). 


由 于 |ilal 一 Ji| 和 la 一 61= V10， 


则 


从 而 ,f(z) 记 V10, 当 且 仅 当 a 与 6 同 向 , 即 4 二 妇 (4 汪 0) 时 取 等 号 . 


太一 2 Xx—3 ,, 1 一 vv37 ， v37+18 
一 一 一 A, 和 但 IX 一 一 一 一 ,4A 一 一 一 一 一 . 
6 V37—1 


Xx:—1 


故 当 x 二 一 一 一 a “时 , f(z) me = VI0. 
5. 因 oo Xx 一 1993 之 0, 则 1993<z<1994 ,可 以 知道 y 宇 1. 


设 < 一 (V1994 一 7, Vr-1993) ,b= (1,1), 


1 一 1994 一 z 十 z 一 1993 一 | 了 > 
(Vi994—zx+ Vr—1993)? (Vi994—x+ Vi-1993): 
一 12 十 1 一 2 ， 


故 ( V1994 一 Vx-1993)?<2, VI994 z+ Vr 19595353<V2 
又 由 于 y 实 1， 

靖 数 y= 二 V1994 一 x 十 Vx 一 1993 的 值 域 是 1 委 y<V2. 

6. 原 函 数 可 化 为 


7 16 49 
人 一， | z+ ) + 药 + (z ) + 让 | 


9 


人 ~、 一 _ 
今 “Qa 一 Cz 十 万 人 ) ,b= (一 10’ 16 


全 )， 


f(z)=(jal 二 +|b|). v10, 


a—b= (3 ， ,lab| = 


10 ”10 
又 因 je 一 站 委 ja| 十 |2|， 


则 “Foz) 达 la 一 中 ，v 和 = em 


当 且 仅 当 a 与 5 反 向 , 即 co 


7 十 一 4 
由 5 5 _， 
9 7 
“1]0 10 
__13, 8 
X= 一 75°4 7， 


及 冰 曾 凋 下 后 怀 灵 进 同 入 汲 O 


故 当 x 二 一 庆 时 ,f(x)w = 


7. 今 a=CVIitsinr, V1 一 sinz),az 一 (V1 一 sinr, WwW1 十 sinz)， 
心 一 (V2 十 sinr, V2 一 sinzr),d 一 (V2 一 sinr, 2 十 sinz)， 
4 一 (V3 十 sinzry V3 一 sinrz),ai 一 (V3 一 sinr,，w3 十 sinz)， 
则 十 a2 十 qs 十 避 十 as 十 a6 二 (fr), (7X)), 
从而 ,| 十 az 十 … 十 ae | 二 f(x)，V2. 
而 lal 十 |az| 十 … 十 |ae | 二 2(Y2 十 2 后 V6) 宇 f(x) * V2， 
故 f(z) 所 2 十 2V2 十 2Y3. 


当 目 仅 当 Vlisinr_ V] 一 Sinz v2t+sinx  V2 一 Sinz v3+sinr _ V3 一 Sinz ,上 且 分 子 
Vv1 一 SInTr Vi 十 SInr v2—sinr vv2 十 sinhr vv3 一 sin vv3 十 Sinr 


六 他 售 并 慨 吾 帐 涟 测 同 入 站 O 


间 号 时 取 等 号 . 
故 sinz 一 0, 即 x 二 kx,kEZ 有 时， 
Fz)mx 一 2 十 2V2 十 2V3. 
$8, 设 公 差 为 d， 则 由 题 说 得 Cai 一 MG 十 anitl MM, 于 | 2a5+1 一 Zndant 1 +n ad’ < AM， 于 是 
nn jn 一 M 
(cr 一 2 4 ) 十 ( 2 ) 和 >， 
令 4 一 (20 一 (at 一 2 dd) 


由 ja* 65| 志 |al151, 得 


Untl + 各 qd | 一 (oa 一 2d) 十 2 如 4 
<VLTT. /ENF 


因此 S$S 一 al 十 ar 十 … ,十 aa 一 CO 二 Dai 十 全 24 一 《2 十 | ) (ar 十 了 d ) 
< (7 十 1) ao 十 -7 + VioM, 


人 (生生 人 (生生 (全 和 


式 取 等 号 . 由 此 解 得 w+ 三 TY 10M ,d 一 去 DY 10A4. 


As 


9. 设 B.C 的 坐标 分 别 为 (12 ,27)、(s? ,25),s 关 1,s 关 1,1 关 1. 
由 B.C.D 共 线 , 得 DB//DC 
则 (一 5)(2s 十 2) 一 (5 一 5)* (21 十 2) 二 0， 

化 简 得 ”ts 十 1 十 s 十 5 二 0， 


上 (s 十 1)(t 十 1])= 二 一 4, 
x A.Z O 
=(12—1,2—2) 。(2 一 1 25 一 2) 一 (有 一 1)(2 一 1) 十 (21 一 2)(25 一 2) 
一 (一 1)(0s 一 1 十 1 二 1) 十 4 一 0. 区 
所 以 1 2AC 克 
从 而 AAABC 是 直角 三 角形 . 2 
“10. 依 题 意 , 记 B( 一 1,?) (GER), 设 点 CCzyy), 则 有 0 过 rz 一 co， 中 
: 0 6 的 
即 CT 一 了 十 ty 分 
alOC| VIise le 析 
化 简 得 (x 一 yy t= 一 2xy. OQ) 
又 A.B.C 共 线 , 得 AC/AB, 则 (x 一 a)1 一 (一 1 一 a)y=0， 
即 《xa)t= 一 (a 十 1)y. ©) 
由 四 ,名 两 式 消 去 1, 得 (4 十 (x 一) 二 2x(x 一 a)， 
即 (1 一 ox 十 (1 十 a)y 一 24ar 二 0(t 关 0). 
大 t= 二 0, 则 AOB=7, 点 CC 的 坐标 为 (0,0) ,满足 上 式 ， 
因此 点 C 的 轨迹 方程 为 (1 一 a)z 一 2ax 十 (1-+a)y 二 0(0 志 x 之 a). 
(1) 当 a 二 1 时 ,轨迹 方程 化 为 y 二 x(0 志 7 过 1) ,此 时 ,方程 表示 抛物 线 弧 段 ; 
(2) 当 0 过 a 过 1 时 ,方程 表示 椭圆 弧 段 ; : 
(3) 当 ae>1 时 ,方程 表示 双 曲 线 一 支 的 弧 段 . 
2 2 
11. 设 A.B.M 的 坐标 分 别 为 (4p Hp) (zy 
一 和 — . < 2 
由 OA10B 得 OA .O08=0, 则 ts . 4p ty =0, 
化 简 得 ”vi y= 二 一 16p7， QD 
yy» 2 .2 
又 由 OMJ AB, 有 Tp +)y=0, 
化 简 得 x 十 y=0 © 
因 A,B,M 三 点 共 线 , 则 AM// 248， 
2 2 2 
故 cr rt 
化 简 得 z 一 yy 十 当 冯 ==0 ®@ 


把 、@@ 两 式 代 和 人 @ 式 ,整理 得 x? 十 一 4pzx 二 0. 
因为 A.B 是 原点 以 外 的 两 点 ,所 以 zx 关 0. 
所 以 点 M 的 轨迹 方程 为 xz? 十 一 4px 一 0(x 取 0)， 

它 表示 是 以 (2p,0) 为 圆心 .2p 为 半径 的 圆 , 目 去 掉 坐 标 原 点 . 


蒜 冰 并 凋 全 二 性 党 赴 区 入 尊 O 


pa: y 4 
专 题 研 究 系 列 
12. 如 图 建立 直角 坐标 系 , 则 Aj (1,0,1).Bi(]1,1,1).G,(0,1,1)、 


E( 二 ,1,0). 设 点 PC0,1;,z); 则 加 记 = 二 (0,1,0), 忆 六 一 ( 广 ，0， —1), 


Bl =—{—1]1,0,z— 1]). 
故 Gi 上 上 * AiB 一 0, 


故 王 为 CC 的 中 点 时 ,平面 Al Bi1Pj| 平面 CDE. 
13. 如 图 ,以 底面 正方 形 的 中 点 O 〇 为 原点 ,以 平行 于 底 边 的 直线 


及 OS 为 x,y,z 轴 建 立 直 角 坐 标 系 , 则 B(2a, 一 2a,0),D( 一 24a,2a， 
0),M(—a,—a, V14a),N(a,a, V14a). 

因为 BN= (一 a,3a, Vida), 

DM= (a, —3a, Vida), / 

设 n 二 (x,y,z) 为 DM 与 BN 公 重 线 的 一 个 方向 向 量 , 则 由 有 六 . 
n=7x—3y— Vi 一 0， 

DM n=x-3y 十 Vi4z 一 0, 得 7 二 (3,1,0). 

因为 MN 二 (2a,2a,0) ,所 以 异 面 直线 DM 与 BN 之 间 的 距离 4 二 |MN .741/|72|=4 Vi0ay5 


14. 如 图 建立 空间 直角 坐标 系 A -xyz , 设 正方 体 楼 长 为 1, 易 得 
AiB— 1,0,—1),AD= 0,1,—1),AB = (1,0,1),AD = (0,1, 


1) , 设 m= (Zz ?Yl ,21 ) .NO— (x $Y2 ,zx ) 分 别 是 平面 AB: DD 与 A1BD 
m ‘ A1B=0 X11 一 0, 
加 —> 
nm . A DD=0 | 
今 z| 二 1, 得 二 (1,1,1)， 
n . AB’ =0 Za 十 > 一 0， 
一 >> 
了 .AD —0 人 
今 z, 二 一 1, 得 n= 二 (1,1, 一 1)， 
所 以 CcosCmym)= mn|/|ml |n|=1/3, 
所 cos0=1/3. 
15. 由 题 意 ,建立 如 图 空间 直角 坐标 系 O- zyz, 则 BC3,0,0),D( 闻 ， 


Yl1 之] 二 0,. 


的 法 向 最 ,由 | 


| 


2,4), 玉 == (一方 ,2,4), 设 P==(3,0,z), 因 为 BD | OP, 故 芒 . OP= 


的 法 向 量 , 设 所 求 的 角 为 , 则 sin9 二 | 大 .让 |/| 夺 | C3| 二 3 V73/73, 所 


以 一 arc sin3 V73/73. 

16. 以 C 为 原点 , CA, CB, CC 为 xyz 轴 建 立 直 角 坐 标 系 , 取 
BCI=2,1CC|=ow 则 4A(4,0,0),A 04,0,a) ,BC0,2,0), BC0,2,a). 因 为 4 
AiB1LBC, 所 以 BA . CB =(4,—2,4) * (0,2,4)=a:—4=0,a=2. 

设 7=(x,y,z) 是 面 A1ABBi 的 一 个 法 向 量 , 则 nn， 生 所 == 一 4x 十 
2y 一 0， 

n .BB 一 2z 一 0, 得 7 二 (1,2,0). 

因为 B.C=(0, 一 2, 一 2)， 

所 以 BIC 与 面 A1ABB, 所 成 角 “的 正 弱 为 


sing= |n。 BCl/(dnliB BD), 

17. (1) 设 平面 SND 约法 向 生 为 于 4 有 UA， 因为 元 | NP,n | NS, 

则 7 n* ND=0,n «NS—0. 

Xn ND=ABA+tLBC+AS). (NB+BD)=BA . NB+BC . F 方 = 一 8 十 20 一 0， 
. NS— BA AS). (KX 二 AS) 二 8X 十 4 二 0, 故 = 一方 ,p 二 一 2 


Lo 
壮 沪 订 灯 王 匡 性 涟 没 加 诗 闭 OO 


从 而 元 一 -方太 一 2 基 + 太 ， j=( 一 方太 一 2 防 十 人 ) 一 4 十 16 十 4 一 24, | 下 | 一 2V6， 
[A531=2， 

.7=2A5.(- 广 及 一 2 BC+AS)=4. 

设 所 求 二 面 角 S-ND-A 为 9, 则 


CO 一 一 上 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 ， 
| 2.2V6 6 
(2)A 到 平面 SND 的 距离 为 
a=lS4 :4 /6 
加 3 3 
18. 如 图 ,以 A 为 原点 ,AC 所 在 直线 为 x 轴 ,AA) 所 在 直线 为 z 轴 , 建 


立 空间 直角 坐标 系 . 据 题 意 , 有 关 点 的 坐标 为 :A(0,0,0) ,BC ,一 中 4,0)， 


Ai(0;0,V2a),Ci(a;0,V2a). 
取 Ai Bi 的 中 点 也 ,连结 AD,C 也 . 
因为 CD | AiB,， 
所 以 CD| 面 ABBiAi,AC 与 AD 所 成 的 角 ， 
即 为 AC 与 侧面 4BB,A 所 成 的 角 ， 


法 冰 曾 凋 蛋 王 性 水 进 划 尘 汪 O 


AD=( 4 -B34 ,V2a) 》 


AC = (a,0W2a), 
AG-:AD v3 
得 cos(AC,AD)= A AB 2 
故 AC 与 4 方 所 成 的 角 , 即 AC, 与 侧面 ABB1 A 所 成 的 角 为 30" 
19. (1) 如 图 建立 空间 直角 坐标 系 B-xyz, 易 得 


ECSa,0, a) ,F(a ad) , 故 印 二 ( 一 计 a, 计 a， 壤 a) , BA= (a, 


0,0) ,BC = (0,a,a). 
设 1 一 (xyyz) 是 平面 ABC1 DI 的 法 回 量 ， 


ne . BA= a 一 0， 
由 ( 。 > >| 
* BC= 


+ 


0 
7 0 47y 十 CZz 一 (0. 


oi 。 六 一 1 1 1 1 1 一 
由 EF，n 二 3 4 3a, a) 。 (0,—1,1)=0, 


有 EF | n, 故 EF/ 平面 ABCD. 


(2) 由 (1) 得 BE 二 Sa,0, < 


3 0) 


则 BE .= 各 4a,0, 季 a) (0, 一 1,D 一 二 4 


ei 
20. (1) 由 题 意 ,建立 如 图 空间 直角 坐标 系 O -zyz，, 则 Oi (0,1， 
V3),AW3,0,0),A, (V3,1W3),B(0,2,0), 故 AB 二 (一 V3,2,0),AA’ 一 


(0,1,W3) ,显然 夺 一 (0,0,1) 为 平面 O4B 的 法 向 量 , 设 廊 = (zl yi ,x1) 
为 平面 CAB 的 法 向 量 . 
n ” AB=0 —V3x 二 2Yy 二 0， 
由 /. 一 
* AA' =0 V1 十 V3zl 一 0 
邻 zi 一 2, 得 nn 一 (2,W3, 一 1)， 
则 cosC ,一 | 到。 丰 1 有 一 衬 ， 


故 所 求 二 面 角 OQ-AB--0O1 的 大 小 为 arccos 2 


设 ml zx » YY2 ,Z2 ) ,是 m | OA,m AB, 


374 


mn 人 BA 一 37 YY 二 V3z 二 0. 
今 zo 一 ] ,得 m= (0,V3,1). 
故 d 一 |1AA *，m|/|m| =V3. 


Xm* OA=0 | 全 
| -> 


模拟 实战 九 


A 组 


站 冰 证 普 必 长 妊 普 涝 区 洲 泪 O 


1. B. 理由 :arg(1 十 iD 一 二 ， 
迹 zi 一 1 十 1 
将 向 量 D 访 按 顺 时 针 方向 旋转 所 后 所 得 到 的 向 量 为 5 芒 , 如 图 所 示 ， 


0 这 在 第 四 象限 , 且 tan(argz )< 一 1], 故 选 B. 
2. A., 理由 * 由 己 知 得 (xz， 一 ”之 ] ) 十 3zx 一 0 ,得 之 2 之] 一 十 V3zi 1 故 在 复 平 


面 上 等 边 两 边 的 复数 所 对 应 的 向 量 互相 垂直 , 即 OA LAB, 故 So 一方 | 


OA| ,14B| 一 于 1O4|， W304|=—8Y3. 


3. B, 理由 :由 于 z= 二 =m 十 ni 是 已 知 方程 的 一 个 根 ,于 是 ,a(iz) 一 b(iz)* 一 c(iz)* 十 d(iz) 十 e 二 0 

即 二 《m 十 ni *， 1 二 一 十 mi 是 方程 ax 一 bx? 一 cx 十 dx 十 e 二 0. (x%) 
的 根 . 

由 于 实 系 数 方程 的 复 根 成 对 出 现 , 故 z 二 一 n 一 mi 也 是 (x ) 的 根 , 


相应 地 ,二 (一 n 一 mi) 二 一 m 十 nt 是 原 方程 的 根 . 


4. B. 理由 :由 M 门 N 到 人知 ,两 集合 必 有 相同 的 元 素 . 设 cose 十 (4 一 cosza)i 一 cos8 十 (A 十 sin8)i， 
有 cosa 一 cos8 上 且 4 一 cos a 二 A 十 sinf. 


消去 “得 ,一 4 一 cos28 一 sin8 一 3 二 sinzp-sin8 一 也 十 (sinp 一 二 ) 
当 sin8== 吉 ,sin8 二 一 1 时 ,分 别 取得 最 小 值 卫 ,最 大 值 5 


5. B. 理由 ;由 arg(2 十 2i) 一 下 ;有 arg(2 十 210)1 二 x， arg(] 一 V3D) 一 > 


C 二 20 1 一 2 


.5 
从 而 arg(1 一 V30)5 = 二 3 ,于 是 argL /si 5 ， 


半 冰 冲 普 和 否 焉 怀 党 进 何 江 昼 O 


(2 二 2D jj 的 占 在 第 一 象限 , 故 洗 BB 
的 复 数 二 一 所 对 应 的 点 在 第 二 象限 , 故 选 


6. B. 理由 ; 因 arg(3 一 /31) 二 万, 设 z 一 3 一 V3i, 则 和 XOZ 二 却 . 
将 向 量 O2 按 顺 时 针 方向 旋转 -3 后 对 应 的 向 量 与 虚 轴 负 方 向 相同 , 故 选 有 
3 
7. 填 2. 理由 : 设 a=a 十 所 ,B=a 一 所 ,4.bE RR, 则 由 la 一 | 二 2V3, 得 |6| 二 V3. 又 由 京 一 避 95 为 实 
数目 ao8 为 实数 ,可 知 吧 为 实数 . 即 (a 十 56)3 一 (as 一 3a 玉 ) 十 (3c20 一 玉 )i 为 实数 ,从 而 34a25 一 所 二 0, 于 
是 得 |a| 一 1. 故 la|== Va 十 六 = 二 2. 
8. 上 填 kr 十 于 一 -二 arceos 半 <0<kr 十 好 十 去 arceos (k=0， 1]), 理由 ; 设 一 r(cosg 十 ising), 则 


2 
2z 十 方 =(4r 十 广 ) 十 4cos20= 1,47ri 二 (4cos20—1)r7 十 1 二 0. 

这 个 等 式 成 立 等 价 于 二 次 方程 4x? 十 (4cos29 一 1)zx 十 1 二 0 的 两 根 xi xz 均 为 正 数 包 判别 式 A= 
(4cos20—1)* 一 4 宇 0 日 Xi 十 Xz 二 一 二 (4cos20— 1)>0,Zzi, Xx == 子 之 0 名 cos20 一 子 馈 2h 十 一 
ArCCOS 3 C29kr4 rt ArCCOSs Spni — arccos 3 Gkrn+ — arccos 2 (k=0,1) 

4 ~ ~ 4 2 2 4 一 人 一 2 2 ”4 人 
B 组 
1. (1) 将 原 方程 两 边 同 时 取 共 思 得 2z 十 iz 一 1， 
2z— i 这 一 1， 
立 两 个 方程 | _ 
欢 立 天 人 方程 (2 1 


解 此 方程 组 得 > 一 分 十 二 
(2) 将 原 方程 两 边 同 时 取 共 罗 得 = 一 4。zx 一 四， 


-Tm 


2z—Az=w, 


联 立 两 个 方程 ,得 Q 一 4 入 z=X wt 
ZZ 一 A， 之 一 w, 
- __ A. w+tw 
因 1 和 1 , 刚 1 一 4。 A 天 0 , 故 之 一 1 二 1 。 元. 
2, 记 zx|z| 十 cz 十 i 一 0， (D 
将 原 方 程 两 边 同 时 取 共 思 得 
z|z| 十 dz 一 1 一 0. ©) 


中 十 @ 得 。”(z 十 z) (|z| 十 a) 二 0， 

由 原 方程 得 z 沽 0, 又 ”a 之 0, 则 |z| 十 a>>0， 

从 而 ”zz 十 z 二 0, 即 > 为 纯 虚 数 , 

设 z 二 yi(yE R), 则 原 方 程 可 化 为 yily| 十 ayi 十 i==0, 即 y(|1y| 十 四 一 一 1 


六 六 经 


专 题 研究 系 列 


又 ly| 十 a 守 0, 则 ”yy< 过 0. 
于 是 yay 一 1 二 0. 


解 之 得 y 一 4 一 4 十 4. 所 以 , 原 方程 的 解 为 < 一 < 和 i - 
3. 此 题 已 知 函 数 式 中 带 有 两 个 根 式 ,容易 联想 到 考虑 构造 相应 的 复数 ,通过 复数 模 来 研究 . 


径 为 尺 , 则 


设 xi 二 十 Zalyzz 二 a 一 十 al， 出 
y 二 | 十 |z2| 宇 |zi 十 2z2 1 二 Ta 十 3ai| = 二 V10a. 


当 且 仅 当 = ,zz 的 辐 角 主 值 相等 时 , 即 经 一 一 一 时 取 到 等 号 ,此 时 x 二 将 


有 即 y= 二 Vda 十 x 十 V(x 一 a) “十 a 在 z 一 翁 时 取 到 最 小 什 V10a. 
4. 如 图 建立 复 平面 ,使 人 ABC 外 搁 圆 圆心 位 于 原点 , 设 外 接 圆 半 


Zo C=—=R,Z% =R(cos2C+isiIn2C). 
因 了 一 0 一 5 , 则 
Z 间 一 天 一 民 (cos2L 十 1Sin2C) 

=—R| (1 一 cos2C) 一 isin2C | 

—2RsinC(sinC— icosC). 
BA|=|2RsinC(sinC—icosC)| 

一 2RsinC wsinC 十 (一 cosC 关 一 2RsinC， 

即 c 一 2Rsin2C. 同 理 a 二 2RsinA ,6 二 2RsinB, 故 得 结论 成 立 . 


5. 设 CoS 和 +isin 11， 出 之 上 一 一 1 ,zx22 一 1 
7 _ 2 十 ] 
由 于 cos 7 tk 
所 以 原 式 二 入 坟 十 乞 志 1 二 三 二 1 和 二 1 和 让 1 一 二 二 
之 22° 22° pl 9 w9 了 23 
] 一- 2 人 —— oe 2 _ 1 ] 


mt pr PE odo Ce 
ea gd sp 


22(l—z) 2zl1(l—2) 2(22—1) 2 
6. 假设 存在 = .zz 同时 满足 题 设 的 三 个 条 件 .由 (1) 得 z; ER,zz 是 虚数 . 
由 (2) 得 |zs 十 61* 二 2. (x) 设 沁 一 aER. 


由 (3) 得 az 十 zz 十 2 二 0. 因为 z。 是 虚数 , 则 有 A=1 一 84<0,4a> 忌 ， 


() 
奥 
林 
区 
克 
次 
学 
中 
的 
真 
是 
分 
析 


由 求 根 公式 有 ;一 一 二 光一 上 , 代 入 ( x ) 得 ao= 世 一 寺 .这 与 ao 之 二 相 矛 盾 . 因此 ,同时 满足 
题 设 三 个 条 件 的 复数 = 、z, 不 存在 


尝 冰 离间 强攻 本 淘 沽 辣 入 泪 C 


模拟 实战 十 


A 组 


1.C 

2. CC 

3. 由 已 知 , 可 得 

f(1)=1 一 34 十 26= 一 1 
X f(r)~—3r—6axt26, 

从 而 了 (1) 二 3 一 64 十 2b 二 0. 

,= 
由 @ 联 立 可 得 | “一 ' 则 
6a 一 20 一 3 p= 一 二 


故 函 数 的 解析 式 为 f(x) 二 一 一文. 
由 此 得 ”了 (x) 二 3x? 一 2x 一 1. 


根据 二 次 函数 的 性 质 , 当 x 一 一 亏 或 x1 


时 ,了 f(z) 之 0; 当 一 二 之 x 之 1 时 , f(z) 过 0. 


因此 ,在 区 间 ( 一 co, 一 于) 和 (1, 十 co) 上 ,函数 PCz) 为 增 函数 ;在 区 间 (一 地 ,1) 内 ,函数 f(x) 为 


减 函 数 . 
4.(1) 由 一 项 式 定 理 , 有 
+rd+Gr 二 一 十 Cx" 二 (十 x 
上 式 两 边 对 x 求 导数 ,得 


(六 十 2CT 十 3C TnCr =n(l 二 rx)”. 3 


今 rx 二 1 得 名 十 2G 十 3G 十 … 十 nC 二 nn。 
(2) 对 外 式 两 边 同 乘 以 x ,得 


2" . 


CrdT+2GCGx 十 3G x 十 TnCxr" =nr(l 二 x)"™ |, 


上 式 两 边 对 x 求 导数 ,得 


QT+2Crd+3 Gr 二 Tn Cr” =n(l 二 7X)" ‘n(n 一 1])zr(l 十 X)”“， (3) 
今 7 二 1 得 十 2 二 3 二 nC 二 n(n 十 1)2” 1. 
(3) 对 式 两 边 同 乘 以 x ,然后 两 边 对 xz 求 导数 , 骨 令 x 二 1 即 可 得 结果 . 


B 组 


1].〈( 上 )f (x)=3ar +2Dr—3. 由 也 )= 二 了 (一 1) 一 0, 得 


rn 天 
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3& 十 2 一 3 一 0， 
得 a= 二],b 二 0. 
34 25_3-0 解 得 “ 


则 Ac 一 妇 一 3z, (xz) 一 3z 妇 一 3 一 3(z 十 1)(Cx 一 1)， 

邻 了 (Xx) 二 0, 得 x 二 一 1 或 zx 二 1. 

若 XE( 一 00, 一 DU 十 20);, 则 了 (x) 放 0,; 才 f(z) 在 (一 02,; 一 1) 上 是 增 吗 数 , f(x) 在 (1， 
十 co) 上 是 增 函 数 . 

若 zE (一 1,1), 则 六 (xz) 过 0, 故 f(z) 在 (一 1,1) 上 是 减 消 数 . 

故 /( 一 1)==2 是 极 大 值 ,f(1) 二 一 2 是 极 小 值 . 

([ 7 曲线 方程 为 y= 一 3x,; 点 A(0,16) 不 在 曲线 上 . 

设 切 点 为 MGzoym), 则 有 加 王妃 一 3zo. 

因 了 (zo) = 二 3(7 一 1), 则 切线 方程 为 y 一 yy 一 3C7x2 一 1) (x 一 zo). 

注意 到 点 A(0,16) 在 切线 上 ,有 16 一 (zx3 一 3xo0) 二 3(x3 一 1)(0 一 zo). 

解 得 xo 二 一 2. : 

故 切 点 为 M( 一 2, 一 2) ,切线 方程 为 9z 一 y 十 16 一 0. 


/ 、_ 42ax—27x 一 2(z azx—2) 

2.C1)7 (7) -Tr 

因 f(z) 在 [一 1,1j 上 是 增 前 数 , 则 Fz) 关 0 对 xzEL 一 1,1j 恒 成 立 . 
设 jg(z)= 二 x 一 ax 一 2, 则 

Pp(1)=1—a~2<0, 

得 一 1 委 c< 雪 1. 

g(—1)=]1 十 a 一 2 二 0. 

又 对 xXxE[ 一 1,1], f(x) 是 连续 了 消 数 , 昌 只 有 当 4a 一 1 时 , 广 (一 1 一 0, 以 及 当 4 一 一 1 时 , 广 (]) 一 
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则 A={a| 一 lal}. 


(I ) 由 党 二 9 一 坟 ;得 x 一 ax 一 2 一 0. 

因 A 二 a 十 8 守 0, 则 xi、zxz 是 一 ax 一 2 二 0 的 两 个 实 根 . 

则 zi 十 Xz 二 4a ,Xi1X2 二 一 2 

从 而 [zi 一 zz | 二 V(r 十 zx2)* 一 4x1xz 二 Vai 十 8. 

又 一 1] 坟 a 志 1, 则 | 一 zz | 二 Va? 十 8 志 3. 

要 使 不 等 式 区 十 tm 十 1 写 |zi 一 x | 对 任意 1E[ 一 1,1j 及 a€ Ah 全 成 立 , 当 且 仅 当 吏 十 tm 十 1 宇 3 
对 任意 ti€EL 一 1,1j 恒 成 立 , 即 rw 十 im 一 2 之 0 对 任意 1€E[ 一 1,1j 恒 成 立 . 

设 £86 二 2 十 t9 一 2 二 yt 十 Gr 一 2), 则 

gf(—})=m 一 说 一 2 之 0， 

(Dm 十 7 一 2 之 0. 

解 得 m 委 一 2 或 m 之 2. 

故人 存在 实数 m, 使 不 等 式 区 十 mt 十 1 写 |zxi 一 zz | 对 任意 a€EAh 及 1E[ 一 1,1] 恒 成 立 , 其 取 值 范围 
是 im|m 二 一 2 或 mm 之 2). 
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3.( 工 ) 因 广 (z) 王 一 se 一, 则 切线 /的 斜率 为 一 e 
碟 23y 一 e 一 一 ez 一 让， 即 ez 十 y 一 人 (十 1 一 0. 
(本 ) 令 y 二 0, 得 x 二 1 十 1; 令 xX 二 0, 得 yy 一 e '(t 十 1). 


从 而 SCD= 二 (1 十 1 . e (t+)= 广 (tle 


从 而 S'(D = D+. 
又 当 1EC0,D 叶 ,S00) 汪 0; 当 1E(1, 十 co0) 时 ,S’ (<<0， 
故 S(z) 的 最 大 值 为 SG) 一 二 


4. (CT)fF (x)=—= rart+2) eer. 

(站) 当 4= 二 0 时, 今 (x) 一 0, 得 x 二 0. 

若 x 放 0,; 则 六 (zx) 守 0, 故 Fz) 在 (0, 十 cc) 上 是 增 函 数 ; 
若 zx<<0, 则 六 xz)<0, 故 f(x) 在 (一 co,0) 上 是 增 减 数 . 
(i) 当 a<<0 时 , 令 f(x) 二 0, 得 x 二 0 或 z= 一 也 
若 过 0,; 则 了 C(x) 过 0, 故 Fz) 在 (一 ce,0) 上 是 减 函数 ; 


若 0<r< 一 二 , 则 PC(z)>0, 故 Hz) 在 (0, 一 全 ) 上 是 增 函 数 ， 


() 
奥 
林 
匹 
现 
数 
学 
中 
的 
真 
题 
分 
析 


若 z> 一 也 , 则 了 (xz)<0, 故 f(z) 在 (一 二 ,十 co) 上 是 增 丽 数 


(I)(Ci ) 当 4=0 时, f(x) 在 [0,1j 上 的 最 大 值 为 f(1)=1; 
(用) 当 一 2 过 a 过 0 时 , f(x) 在 [0,1] 上 的 最 大 值 为 f(1)==@; 


( 放 ) 当 a< 一 2 时 ,了 f(z) 在 [0,1] 上 的 最 大 值 为 K 一 全 )= -去 


二 一 1(0<z<1)， 
5. (了) 因 f(z)=|1 一 一 |= | 
1—— (zx>1). 


则 Acz) 在 (0,1]j 上 是 减 函 数 , 在 (1 ,十 co) 上 上 是 增 函 数 . 
由 0 之 a<<b 有 是 f(a) 二 (5), 得 0<a<1<0, 二 一 1 一 1 一 六, 即 一 十 二 一 2 二 240 一 a 十 久 > 2 Vab. 


故 Vab>1, Bab>1. 
of ll 
(HD )0<xz< NH,y= f(x)=|1 | ]. 


有 f(z0)= 一 方 (0<x<<1)， 
“ 夺 


则 曲线 y= f(z) 在 点 PCzo ,yo) 处 的 切线 方程 为 y 一 yo 一 一 去 (一 加 ) ,中 y 一 一 襄 十 < 一 国 ， 
性 地 


0 


从 而 切线 与 x 轴 .y 轴 正 向 的 交点 为 (xo (2 一 zz) ,0) 和 (0, 二 (2 一 zo)). 
0 


专 题 研 究 系 列 


故 所 求 三 角形 面积 的 表达 式 为 A(zn) 一 方 如 (2 一 an) * 二 (2 一 如 ) 一 言 (2 一 癌 )2. 


6.( > 图 数 /CCz) 王 xz 一 ln(z 十 ma)(zER) 连 续 , 且 (x)=1 一 -二 二 , 令 F(X) 二 0, 得 X= 二 1 一 m. 


当 XE 一 m1 一 0) 时 ,了 (x) 过 0, xz) 为 减 函 数 , 则 f(x) 计 了 f(1 一 mm); 

当 XE 一 my 十 oO0) 时 ,了 (Xx) 之 0, 了 f(z) 为 增 孙 数 , 则 f(x) 守 了 (1 一 m). 

则 1 一 总) 三 1 一 7 为 极 小 值 , 且 对 XE (一 ma 十 co) 都 有 f(x) 宇 f(1 一 mm) 二 1 一 mm. 

故 当 整数 mm 过 1 时 , f(x) 宇 1 一 mm 宇 0. 

(了 1 ) 由 ( 工 ) 知 , 当 整 数 mm]1 时 ,FI 一 四 一 1 一 mr<<0, 函 数 f(z) 在 [e-” 一 m,1 一 m] 上 连续 . 
fle ”—m)=e "—m—ln(e ™”—m++m)=e ">0. 

当 整 数 区 汪 1 时 , f(e 一 ) 与 f(1 一 m) 异 号 ， 

由 所 给 定理 知 ,存在 惟一 的 zi El(e "一 m,1 一 m) ,使 f(xi)==0. 


而 当 整 数 za>1 时 , f(e”* 一 m) 一 e”™* 一 3m 记 (十 DY 一 3m 守 1 十 2m 十 


类 似 地 , 当 整 数 m 二 1 时 ,函数 f(z) 在 [1 一 m,e ”一 m] 上 为 连续 增 函 数 , 且 f(1 一 m) 与 f(e” 一 
m) 寞 号 ,由 所 给 定理 知 , 存 在 惟一 的 zz€E[1 一 m,e” 一 mj ,使 f(xs)==0. 

收 当 ma>1 时 ,方程 f(x) 二 0 在 Le ”一 m,e” 一 mj] 内 有 两 个 实 根 . 

7. (CT) fF (7)=3x:—2(1+a) rta. 

令 了 (x) 一 0, 得 3x 一 2(1 十 a)x 十 4 二 0. (D 

因 A 一 4(a 一 4 十 1) 福 0, 故 方程 四 有 两 个 不 等 实 根 zi 、xz. 

不 妨 设 zi 二 zy; 由 了 F(x)= 二 3(x 一 X41) (x 一 x2) 可 判别 六 (zx) 的 符号 如 下 ; 

当 z<zl 时 ,ff (x)>0; 当 Ar 时 ,ff (x)<0; $row 时 , f (x) >0. 

故 zi 是 极 大 值 点 ,xz 是 极 小 值 点 . 

(DD 由 f(x) f(x )&0, 

有 2 十 一 (1 二 a) 十 zx) 十 alzi 十 Zz) 寺 0， 

Cx 二 ra OE Cx 二 xr) -3x7r |— (lao) (rir ) C+2r zj] 十 az 十 了 ) 志 0., 


本 六 谓 将 下 丘 枉 达 进 划 入 姜 0 


ep 1) _ 3m>0. 


XX 十 一 三 (1+a) 2 一 人， 


代入 并 两 边 除 以 1 十 a, 得 2a? 一 5c 十 2 之 0. 
解 得 a 生 志 ( 舍 去 ) 或 a 之 2. 
故 当 a 之 2 时 ,不 等 式 f(x) 十 f(zz) 志 0 成立. 


8.( 卫 ) 由 y= 二 f(x) 二 In(e 十 a) ,得 x 二 ln(e 一 a)， 
则 y= 了 Fi(x)=In(e—a)(r>lna). 


f (x)= er 


( 开 ) 解 由 | 一 广 !Cz)|1 十 |ln(CF(z))| <0, 得 


一 jn ea 二 +In(e'—a)<m<ln(e’—a)+ln ea. 


Ee” 


革 冰 离 并 要 手心 灌 由 入 站 O 


即 对 于 XE[Lln(3a) ,ln(4a)j], 恒 有 


eT (e:—a) ex 一 ci 
i < 中 


titt—a) 
ta 


当 3a 夺 hi <<tz <4a 时 ， 
(t2 —t1)[t tz alti 十 包 ) 一 a J、 


设 i 二 外 ,u(t) 一 ,VD) = 一 a_ ,于 是 不 等 式 四 化 为 u(t) < < vt) data). 


u(t2)—ulti)='" = (ti 二 a) (ts 二 a) 
2 一 
以 大) 一 也 二 ) 一 …… 一 站 一 和 -人 让 一 和 >0， 


故 u(t) 、 zt) 在 | 3a,4a 上 都 是 增 图 数 . 


页 2&Ct)x 一 MKCda) =Ea, vm —wv(3a) =Sa. 


从 而 关 a<e"<< 祝 a， 即 In( a) <m<In( Sa). 


另 解 ”由 |m 一 广 arc 有 

ne 一 全 一 ne 十 aa) 十 zZ<<jn(e 一 2) 十 lnGe 十 CD) 一 工 . 

设 pz) 二 In(e 一 a) 一 ln(e 十 a) 二 T,X 二 In(e' 一 a) 十 In《(e 十 a) 一 xX, 于 是 原 不 等 式 对 于 xX 全 
[in(3a) ,ln 人 49)] 息 成 立 等 从 Pm 
由 DF = 二 
9 (z)>>0,W (zx) 这 0, 从 而 q(x) 与 jc 在 [tae ;In(4a) ] 上 都 是 增 晴 数 . 

故 plln(4a)) 二 m<Wln(3a))， 


一 1, 注 意 到 0 过 ee 一 a 过 ee 过 ee 十 a, 克 有 


妈 In( a) mIn( Sa). 


9. 设 容 此 底面 短 边 的 边 长 为 x m, 则 男 一 边 长 为 (x 十 0.5) m, 高 为 
14. 8—4x—4(z+0. 5) 
4 

3.2 一 27>0 和 x>0, 得 0<x<1.6. 

设 容器 的 和 容积 为 y mr , 则 y= 二 x(x 十 0. 5) (3. 2 一 2x). 

y 一 (z 十 0.5)(3. 2 一 2z) 十 Z(3.2 一 2z) 一 2z(z 十 0.5) 一 0 
15 忆 一 11zxz 一 4 一 0， 


解 得 zi 一 1,z2 一 一 去 ( 不 合 题 意 , 舍 去 ) 


又 因为 ”0<<z<<1. 6， 

则 当 0<z<1 时 ,y 盖 0; 当 1<xz<<1.6 时 ,y<0， 

所 以 ,z= 二 1 是 水 数 y 的 极 大 值 点 , 极 大 值 为 1 X1.5Xx1.2=1.&. 
叉 由 X 二 0 或 x 二 1.6 时 ,y 一 0， 

从 而 当 z=1 时 ,函数 y 有 最 大 值 1. 8, 这 时 容器 的 高 为 1. 2 m. 


一 3.2- 一 27。 


2 


器 少 


ED 
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10. (1)S(CD 一 2(1 +r) 0), 


2 O 
S’'(#)=2(—1 二 2t—3£). 其 
由 a 一 一 3<0,A<0, 知 S'(D<0, 故 SGD) 在 (0, 广 ) 上 为 减 函数 区 
1 1 | 
(2)3S(00 一 2 (t 二 一 )(t 之 二),S (中) 二 二 (1 一 一 ). 
t 2 2 t 学 
SC)>0 jt>1 或 1 二 一 1 中 
又 . 间 ] ， 一 > ; 
递增 区 间 12 {1 
题 
S (2)<0 /1<t<1 10 | 分 
递减 区 间 : tl. 
Wt 3 > Sl 析 


综 上 可 知 ,S() 在 (0,1) 上 为 减 消 数 ,在 L1, 十 co]j 上 为 增 函 数 . 

li. f(a 二 1) 二 f(a) 十 f(1), 特 取 a= 二 0 二 (1) 二 了 600) 十 ff(1) 坟 (0)= 二 0, 帮 f(x) 二 qjz 十 
azZ 十 … 十 anx" ,再 由 条 件 f(x 十 1) 二 A(z) 十 f(1) ,得 

ARCzZ) 一 ai (1 十 2 十 qz 蕊 十 Xx 十 十 qx 《1 十 Xx? 二 qi 十 qz 十 十 4anx” 十 Qi 十 2 十 … 十 a 二 g(n). 

两 边 辣 求 n 阶 导数 ， 

hx)a ne (2 一 1)…2。1 一 gz) 一 aa 一 0， 

于 是 此 式 变 为 

PCZ) 一 QT 十 Z) 十 az (1 十 十 十 ao 十 一 0 十 dz 奏 十 … 十 al 1 十 ai 十 az 十 … 十 
an-1 一 g(xX). 两 边 同 求 n 一 1 阶 导 数 , 类 似 可 得 ao- =0, 故 ua 一 as 一 w 一 … 一 am 一 0. 此 式 又 变 为 
Qa1(1l 十 ) 二 aX 十 Qi ; 故 f(x) 二 alx， 

由 题 设 条 件 (2) 易 得 f(k1)= 二 k=>aiki 二 k. 

因为 已 天 0, 故 aa 一 1. 所 以 所 求 铭 项 式 为 ACz) 一 工 


模拟 实战 十 一 


A 组 


1. 卫 由 题 设 可 得 50 二 Ci_s 十 (3X2 一 7) ,r 为 3 名 选手 之 间 比 赛 的 场 数 , 即 (n 一 3) (n 一 4) 二 88 十 
27, 仅 当 7 二 1 时 1 二 13 为 正 整 数 , 故 选 也 

2. 34. 倒 过 来 仍 是 自然 数 的 数字 只 有 0,1,6,8,9, 且 百 位 和 个 位 数字 不 能 为 0. 故 这 样 的 3 位 数 
有 GXG XG 一 80 个 ,但 其 中 有 的 3 位 数 倒 过 来 与 原 数 相同 (如 619) ,这 种 数 的 十 位 数字 只 能 为 0， 
1,8, 百 位 及 个 位 只 能 为 1,6,8,9, 且 个 位 数字 确定 后 , 百 位 数字 也 随 之 确定 ,这 样 的 数 有 ClC! = 二 12 


个 . 因此 ,可 少 打 的 卡片 至 多 为 序 (80 一 12) 一 34 张 . 
3. B. 交点 数 为 Cio 一 (一 (C5 一 1) 一 4351 , 故 选 RB. 


尘 冰 入 尊 导 二 巧 达 油 同和 江 尊 O 
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4. 732. 考虑 A.C.E 裁 同 一 种 植物 时 ,有 Ci XG XxOGO xxG=108 种 方法 , 考 虚 A、C.E 栽 2 种 不 
同 植物 时 ,有 CGGGGG 一 432 种 方法 ,考虑 A、C.E 栽 3 种 不 同 植物 时 ,有 AICICICI = 二 192 种 方 
法 ,共有 108 十 432 十 192 二 732 种 方法 , 或 由 递 推 方法 一 节 中 例 16 的 公式 (m= 二 4,n 二 6) 得 共有 (4 一 
1)5 十 (一 1)5 (4 一 1) 二 732 种 方法 . : 

5. 342. 设 四 位 数 的 二 位 、 百 位 十 位 .个 位 数字 分 别 为 zi ,zz ,Xx3 ,Xz ; 则 zi 十 zz 十 zi 十 x4 二 12， 
Xl 之 1,Xi 之 0(1 一 2,3,4), 令 Y=T—1,y=ri(i—2,3, 4), 则 Q 电 的 整数 解 个 数 等 于 yi 十 yz 十 yz 十 
”二 11 的 非 负 整数 解 组 的 个 数 Ci 一 Ci ==364., 但 其 中 有 数字 大 于 9 的 解 不 能 组 成 4 位 数 , 这 样 
的 解 (zl ,x2 ,Tr3 ,Tt) 有 下 列 22 个 :C12,0,0,0),(11,1,0,0),(11,0,1,0),(11,0,0,1),(1,11,0,0)， 
(1,0,11,0),(1,0,0,11),(10,2,0,0),(10,0,2,0),(10,0,0,2),(2,10,0,0),(2,0,10,0),(2,0,0, 
10),(10,1,1,0),(10,1,0,1),(10,0,1,1),(1,10,1,0),(1,10,0,1),(1,0,10,1),(1,1,10,0),(1,1, 
0,10),《1,0,10,1), 故 所 求 4 位 数 的 个 数 为 364 一 22=342. 

6，120. 大 5 种 颜色 都 用 , 则 从 5 色 中 取 1 色 染 上 顶点 有 GQ 种 方法 ,其 余 4 色 染 底面 4 个 顶点 
(应 为 4 个 元 素 的 圆 排列 ) 有 (4 一 1)! ==6 种 方法 ,这 时 的 染色 方案 有 Cl x6=30 个 . 若 只 用 4 种 颜 
色 , 则 从 5 色 中 取 4 色 ,再 从 取出 的 4 色 中 取 1 色 染 上 顶点 有 CC 种 方法 ,其 余 3 色 染 底面 4 个 顶点 
( 必 有 一 对 顶点 同色 ), 从 3 色 中 取 1 色 染 一 对 顶点 有 G3 种 方法 ,其 余 2 色 染 余下 的 2 个 顶点 只 有 
(2 一 D1 二 1 种 方法 ,这 时 的 染色 方案 有 CCICG。1=60 个 . 若 只 用 3 种 颜色 , 则 从 5 色 中 取 3 色 有 
Gs 种 方法 ,从 取出 的 3 色 中 取 1 色 染 上 顶点 有 G3 种 方法 ,其 余 2 色 染 底面 4 个 顶点 ( 必 有 2 对 顶点 
同色 ) 只 有 (2 一 D1 =1 种 方法 ,这 时 的 染色 方案 有 个 ，Q ==30 个 , 故 共有 30 十 60 十 30=120 个 不 同 
的 染色 方案 . z 

7. 以 3 中 的 点 为 圆心 可 作 个 圆 , 使 每 个 圆周 上 至 多 有 S 中 个 点 ,并 且 我 们 称 两 端点 均 属 于 
S 的 线段 为 好 线段 ,于 是 好 线段 共有 C2 条 . 又 每 个 圆 上 至 少 有 C 条 弦 是 好 线段 ,” 个 加 上 至 少 共有 
nC 条 弦 是 好 线段 ,但 其 中 有 些 弦 作 为 两 圆 的 公共 弦 被 重复 计算 了 . 由 于 两 个 圆 至 多 有 1 条 公共 弦 ， 
故 n 个 圆 至 多 有 Cs 条 公共 弦 , 故 至 少 有 nC 一 C 条 不 同 的 弦 是 好 线段 ,从 而 C 守 nC 一 GC, 即 & 一 


R 一 2 一 1)<0, 所 以 4 一 六 十 V en. 


注 ”上述 证 明 表 明 题 目 中 的 条 件 (1) 是 多 余 的 . 

8. 设 经 过 n 次 传 球 后 球 一 定 回 到 甲 手中 的 不 同 传 球 方式 共有 a, 种 (不 排除 第 ”次 前 球 可 能 回 
到 甲 手 中 ), 则 a 二 0,az 二 3. 因为 经 过 ”一 1 次 传 球 共有 3”! 种 不 同 的 传 球 方式 . 这 些 方式 分 为 两 类 ， 

(1) 第 一 类 是 经 过 n 一 1 次 传 球 后 , 球 回 到 甲 的 手中 ,这 类 传 球 方式 有 a,_1 种 . 

(2) 第 二 是 经 过 n 一 1 次 传 球 后 球 传 到 其 他 3 人 之 一 手中 ,而 第 n 次 将 球 传 到 甲 手中 ,这 类 传 球 
方式 有 a 种 . 


—— Qn—| an 一 上 本 < 一 | 1 人 Hn | 上 了 了 _ 
故 oa 十 ar 一 3 站 天 3 37 T 十 3 9 习 b, 37 ， 风 b, 3 bi 十 3 ， b, 4 TT 


了 (六 田 工 -了 .1 1 1 ll 


(一 喜 )"! ,所 以 a, = 3"0, 一 了 [3 十 (一 1)”], 特 别 aw 一 六 (3 十 1)=14763. 


9. 记 1,2,3,4,5 的 所 有 排列 组 成 的 集合 A; = {ayas……a; |aras va 以 是 1,2,…,i 的 一 个 排列 ) 


TREE 
iN 


(i=1,2,…,5), 于 是 符合 条 件 的 排列 个 数 为 |Ai NAMAs A 几 A 1=1S| 一 忆 14i 1 十 ZIAn 
Aj|— Ananal+_ DIANANANAI-IANANANANA!! - 


Li es 


-41 +21 。3!1 +3! 。21 4D 十 (31 十 21 。，21 十 31 十 21 21 十 21 。，21 十 31) 一 (21 十 21 十 


21 十 21) 十 1 二 120 一 72 十 30 一 8 十 1 二 71. 上 列 各 式 计算 的 理由 留 给 读者 . 例如 A 门 A; 中 的 排列 只 有 
Xx X3XxXX 形 式 , 故 |As 门 A;|= 二 2! 。21.) 

10. 设 每 个 小 分 队 选 出 人 后 , 选 出 的 人 中 没有 20 人 来 自 同 一 所 学 校 , 故 每 校 至 多 只 有 19 人 选 
出 , 改 204<19Xx120, 即 E<114, 因此 若 A 之 115, 则 每 个 小 分 队 选 出 上 人 后 ,在 选 出 的 人 中 必 有 20 人 
来 自 同一 所 学 校 , 另 一 方面 ,将 学 校 依次 编号 为 1,2,…,120. 如 果 第 i 个 小 分 队 除 编号 为 6(i 一 1) 十 
1,6(i 一 1) 十 2,…,6(i 一 1) 十 6 的 学 校 的 6 名 学 生 没 有 选 出 ,其 余 114 名 学 生 都 选 出 (i 二 1,2,…， 
120) ,这 样 每 队 都 选 出 了 114 人 朋 每 个 学 校 至 少 有 1 人 没有 选 出 ,从 而 没有 20 人 来 自 同一 所 学 校 ， 
故 所 求 最 小 正 整数 上 =115. 


B 组 


1. 设 % 的 所 有 奇 ( 偶 ) 子 集 组 成 的 集合 为 S4(Ssg), 并 记 |1S4 |=a,(|Ss |==6,). 

(1) 对 任意 XE S54 ,车 1EX, 就 令 久 与 Sp 中 久 \{1) 对 应 ,车 1 你 X ,就 令 和 与 S8 中 XI{(H 对 
应 , 易 知 这 是 SA 与 Ss 之 间 的 一 一 对 应 , 故 a,=|S4 |==|Sg |=b,. 

(2) 充 有 所 有 奇 ( 偶 ) 子 集 的 容量 之 和 记 为 A, (B,) ,车 n 为 奇数 , 则 S, 中 所 有 奇 子 集 由 两 类 组 成 ， 
山 3-: 中 的 奇 子 集 ,@S,-: 的 偶 子 集 与 { 人 的 并 集 . 于 是 A 二 Ai 十 (Bi 十 n， 6-1). 类 似 地 有 B= 
有 -1 十 (4 十 2 Qi1) ,而 ca 一 2 故 4 一 B. 若 二 为 偶数 , 则 类 似 有 4, 一 A， ,二 (4A，, 十 nm。 
0r1) 一 4 十 2。ar 1 及 及, 一 2 有 -十 2 Di ;而 已 证 A 一 B.-1( 因 nn 一 1 为 奇数 ) 及 a 二 ,所 以 
A 二 B,,- 故 对 一 切 n 之 3, 总 有 A, 二 B,. 

(3) 设 X 在 S, 中 余 集 为 和 , 则 X 的 容量 与 的 容量 之 和 为 S, 的 容量 1 十 2 十 … 十 n 一 二 nCn 十 


1). 因此 S, 中 所 有 子 集 的 容量 之 和 为 DM 一 1 方 aa 十 1 一 27-27 . (nT1)., XX A, = B. ;所 以 4 一 亏 


(A 十 B,) 一 方 272 on(ntl)=2"3n(nt1). 
2. 作 (4n 十 3) X (4n 十 3) 的 元 素 从 属 关系 表 , 其 中 第 i 行 第 7 列 处 的 数 为 Xi 一 


l (Eh) ;二 ] ,2 4n 十 3). 则 表 中 第 i 行 元 人 
人 (车 x 攻 A) T1911 yt"*" ys 。 i 行 元 素 之 和 ri 一 2 xij 表示 工 ; 属于 Al,A,,….， 


Awrs 中 个 集合 , 表 中 第 j 列 元 素 之 和 |A | 一 驴 z 愉 为 集合 A; 中 元 素 的 个 数 . 于 是 里 一 区 
zy 一 全 和 zy = 至 [A | 这 (Qn 十 D(4n 十 3) .车 4EA AG 关 让 , 则 将 1 (xz;A;,Aj} 组 成 三 元 
国生 秀全 放 个 数 为 S. 一 方面 ,每 对 集合 A;, Aj (i 隆 让 可 组 成 14; 门 Aj | 个 三 元 组 , 故 S= 
os 个人 六 | 加. 另 一方 面 飞 属于 六 个 集合 ,可 组 成 (% 个 含 x 的 三 元 组 ,所 以 一 中 C 
@. 由 加 ,@ 可 得 巡 ,14.4;|== 多 CC. 由 已 知 条 件 (1) 有 |Ai 门 A;1<n 四 , 故 利用 Cuchy 


< 二 4 十 3 
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不 等 式 及 人心 有 n(n 十 3)(2n 十 1) 二 nC4yt3 宇 2 1A;| 1A = 二 [ SS 太一 > ri |] 之 二 2 > ars 


ln 二 3 
, dn 二 3 
一 到] 一 元 nt] tnt) [nt Dnt 


3) 一 (4n 十 3 站 二 n(4n 十 3) (2n 十 1). 可 见 上 述 不 等 式 中 的 等 号 成 立 ; 从 而 多 中 等 号 成 立 , 即 对 任意 i,7 
(1 委 : 一 7 委 42 十 3)， AI 站 AN 一 7 
3. 记 S007) 二 人 mym 十 ly 十 nn 一 1 ,A; 二 {tiE S,(2) 且 1 被 i 整除 } (i 二 2,3), 由 容 帮 原理 得 


ArUAs l=|Az 1 二 14s 1 一 [A2NAs1=[ 全 十 [ 寻 一 [ 轩 ], 从 AsUAs 中 任 取 3 个 数 ,其 中 必 
有 2 个 数 同属 于 As 或 同属 于 As ,它们 不 互 素 , 故 必 有 fC) 之 |As UAs | 十 1 一 [2 ] 十 [2 全 一 


[2 二 1 因此 ,fC4) 之 4 了 (5) 之 5,f(6) 之 6. 其 次 ,S47m) 一 {msm 十 lw 十 2; 澡 十 3) 中 ,车 21z, 风 


Mm 十 1,m 十 2,m 十 3 两 两 互 素 ; 若 2hm; 则 x,m 十 1,m 十 2 两 两 互 素 , 故 f(4) 志 4, 从 而 f(4)==4. 
同 理 ,Si (0) 二 {mym 十 1 十 2,m 十 3 十 4} 中 必 有 3 个 数 两 两 互 素 , 故 f(5) 志 5, 从 而 f(5)== 
5. 在 Se (mm) 二 (msm 十 l,m 十 2,m 十 3,m 十 4,m 十 9} 中 6 个 数 被 6 除 的 余数 分 别 为 0,1,2,3,4,5. 不妨 
记 Se 中 6 个 数 为 xo ,Tl ，,… ,zs ,其 中 Zz; 被 6 除 的 余数 为 i(i=0,1,2,…,5), 从 Se (mm) 中 任 取 5 个 数 
组 成 的 集合 为 闵 . 奇 xo 或 xi, 或 xs 儿 XX, 则 关中 3 个 数 zi ,zz ,x 两 两 互 素 ; 阁 xi 儿 XX, 则 XX 中 3 个 
数 zz ,ZX ,Xs 两 两 互 索 ; 若 zz 或 X3 儿 久 , 则 XX 中 文 1 ,x4 ,Xs 两 两 互 素 .可见 1(6) 志 5, 对 n 之 7, 记 
g(n) [2 [2 ] 一 [2 二 1, 设 n 二 6k 十 rC0 过 7 过 5) , 则 gn) 二 de , 设 
X 是 S,(m) 的 任意 g(z) 元 子 集 ,我 们 要 证 X 中 必 有 3 个 数 丙 两 互 素 . 将 S, (>) 中 的 数 每 6 个 连续 束 
数 为 一 组 , 闪 分 成 下 组 ,余下 > 个 数 一 组 ,一 共 & 十 1 组 . 对 于 S, (的 gl) 元 子 集 义 , 当 r=0,1,2,3， 
前 & 组 中 至 少 含有 X 中 饮 十 1 个 数 , 故 必 有 一 组 中 至 少 含 X 中 5 个 数 , 由 .FA6) 王 5 知 这 5 个 数 中 必 
有 3 个 数 两 两 互 素 . 当 r 一 4,5 时 , 若 前 有 组 内 至 少 有 一 组 内 含有 天 中 5 个 数 , 则 同上 知 这 5 个 数 中 
必 有 3 个 数 两 两 互 素 . 否则 ,前 有 组 的 每 组 中 至 多 含 X 中 4 个 数 , 但 | 和 | 一 4 多 十 r, 故 前 太 组 中 每 组 恰 
含 X 中 4 个 数 且 第 & 十 1 组 中 7 个 数 都 属于 XX. 由 f(7) 二 r(r 二 4,5) 知 这 7 个 数 中 必 有 3 个 数 两 两 互 


素 . 这 就 证 明了 S,(m) 的 任意 g(n) 元 子 集中 必 有 3 个 数 两 两 互 素 , 所 以 f(n) 之 g(n) 一 [2 ] 十 
[2 一 [2 ] 十 1. 综 上 得 /四 一 [2 二 1 十 [2 二 1 一 [2 二 二 1 


4. 用 bi ,bo 02 表示 小 孩 ,Cn , (72 "°C 表示 祖父 ; 作 20Xm 的 表格 ,其 中 第 i 行 第 ] 列 处 的 
区 (在 b; 是 G; 的 孙子 ) , a 一 2~ 。 
数 为 zo 一 | 。 不 是 C 的 孙子)" 则 表 中 第 ; 行 数 之 和 疡 一 电 表示 思 的 祖父 数 , 表 中 第 7 列 数 


之 和 4 二 部 zt 表示 6， 的 朱子 数 , 因 为 每 个 小 孩 只 有 2 位 祖父 ,所 以 r= 二 2(1 志 1 寺 20)， 于 是 之 4 一 之 


冯 4 芒 一 2 之 xy — %,=40 Q. 不 妨 设 4 二 max{ ,ls,… ,ln) , 若 表 中 第 1 列 数 全 为 1, 则 41 二 20. 下 
设 第 1 列 中 数 不 全 为 1， 不 妨 设 za 一 0. 因 户 与 有 共同 祖父 ,但 Gi 不 是 b& 的 祖父 ,不 妨 设 bb 与 六 
的 共同 祖父 为 Ce ,6 的 男 一 个 祖父 为 Gs. 如 果 @ 的 每 个 孙子 都 是 Gz 的 孙子 , 则 Gz 至 少 比 Gi 多 一 


EN 
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个 孙子 bz , 故 4 之 1 十 1, 这 与 假设 41 最 大 矛盾 , 故 G1 必 有 一 个 孙子 ( 设 为 bs) 不 是 Gz 的 孙子 , 即 
X31l 一 二 32 一 0, 但 bs 与 b2 有 共同 祖父 ;他 不 可 能 为 Gz( 因 zs 一 0)， 只 可 能 为 Gs ,Bh zss =1. 

下 面 我 们 证 明 对 任意 5 (4 二 i 所 20), 他 的 祖父 只 可 能 是 G1 ,Gz ,Gs 中 的 两 个 ,从 而 m 二 3. 事实 
上 ,bi (i 之 47) 与 bi 的 共同 祖父 只 可 能 是 Ci 或 Cz ,6;(i 之 4) 与 bs 的 共同 棚 父 只 可 能 是 Cz 或 .又 名 
(之 4) 与 6 的 共同 祖父 只 可 能 是 GG 或 Gs, 可 见 56.(i 汪 4) 的 祖父 只 可 能 为 G1 ,Gz ,Gs 中 的 两 个 . 从 而 


m 二 3, 于 是 由 册 得 1 > 二 (4 十 十 一 入 , 故 /1 之 14. 


男 一 方面 , 设 Gi 的 孙子 是 bi ,bz ,°° ,bl (rz 的 孙子 是 bs ,br RK bs ,boo ,Gs 的 孙 了 于 是 bh ,bs ， 
…,bzo ， 则 任意 两 个 孙子 都 有 共同 的 祖父 . 其 中 G 的 孙子 最 多 ,有 14 个 . 综 上 知 有 孙子 最 多 的 祖父 至 
少 有 14 个 孙子 

5. 将 14 人 用 Al ,As,…,Au 表 示 , 设 A 胜 了 a; 局 , 若 任 意 3 人 中 无 “三 角 联 ”, 则 其 中 必 有 1 人 


胜 了 其 他 2 人 , 故 不 构成 “三 角 联 " 三 人 组 的 数目 为 郊 C2 (这 里 约定 G 二 0G 一 0), 从 而 构成 “三 角 联 ” 
的 三 人 组 数目 为 5 一 Ci 一 之 C. 要 求 S 的 最 大 值 ,只 需求 沁 C5 的 最 小 值 . 因为 没有 平局 , 故 室 ai 一 
Ci 一 91. 首先 证 明 , 若 之 C 取 最 小 值 , 则 ja 一 oj | 委 1(0 委 </ 科 14). 事实 上 若 存在 1 委 i) 委 14, 使 
ai 一 42, 令 一 ai 二 Lo 一 w 一 an 一 ai 站, 则 oO0(GT<AS14) 且 内 oa 一 将 w 一 91, 且 
0, GTG 一 CQ 一人 一 D= 一 一 一 D<0, 这 与 羡 C 


为 最 小 值 矛盾 ， 故 之 CC 取 最 小 值 时 应 有 | a; a | 委 10 委 :< 所 147). 不 妨 设 al az，… "yl14 中 有 ?2 个 为 
六 十 1，,14 一 ， 个 为 工 , 则 n(x 十 1) 十 (14 一 n)z 二 91,n 十 14x 二 91, 故 xz,n 分别 为 91 除 以 14 所 得 的 商 和 


余数 , 即 x 二 6,n 二 7, 凤 a1，… au 中 有 7 个 6 和 7 个 7 时 C4 取 最 小 值 ?xG 十 7XG=252. 从 而 


三 角 联 ?的 最 大 值 只 可 能 为 $= C8 一 252 二 112. 另 一 方面 , 当 1 委 ;i 委 7 时 , 设 A 胜 Aiyi,Airs,…， 
Aits 这 6 个 人 (约定 Ajr1 = A; ) ,而 败 于 其 余 7 人 ; 当 8 14 时 , 设 A 胜 A,ti ,Ait2 ;+7 这 { 
个 人 (约定 Aj+u 一 A) 而 败 于 其 余 6 人 , 则 “三 角 联 ?的 个 数 恰 为 Ch 一 (7G 十 6G)= 二 112. 综 上 所 知 所 
求 三 角 联 的 最 大 数目 为 112. 

6. 将 工 的 所 有 具有 下 列 性 质 的 子 集 M 称 为 好 子 集 : x 中 任何 元 (了 I 的 三 元 子 集 ) 不 是 M 的 子 
集 , 显 然 工 的 好 子 集 是 存在 的 (例如 工 的 任何 二 元 子 集 均 为 好 子 集 ), 且 个 数 有 限 . 设 X 是 含 元 素 个 数 
最 多 的 一 个 好 子 集 , 并 设 |X| 二 k, 则 XX 满足 条 件 (1), 只 需 证 六 满足 条 件 (2). 记 Y= 入 X, 由 条 件 (]) 
知 X 关 I, 故 Y 关 Q. 设 Y= ty ,yy 由 XX 所 人 洛 元 素 最 多 的 性 质 知 对 任意 yi 和 YY, 人 存在 将 中 元 
Ai( 了 I 的 三 元 子 集 ), 使 A:CXU{y), 而 AiX, 故 存在 zx ,zs EX, 使 Ai 二 {zi ,x ,yi). 我 们 就 令 
yy 与 {1z zs } 对 应 ,构成 从 Y 到 X 的 所 有 二 元 子 集 组 成 的 集 族 多 之 闻 的 一 个 映射 上 下 面 证 明 /为 
单 射 . 事实 上 ,对 任意 yw ,y; EY(i 关 站 ,存在 六 的 二 元 于 集 {zi ,Zi ) (zi ,Xj, ) ,使 A= (2 ,Ti » Yi } 
及 Aj;= {zi ?二 jp ,yj} 都 属于 性 看 (zi ?i 一 《2 ?Tj }, 则 A， 与 A 有 两 个 公共 元 ,这 与 已 知 矛 盾 ， 
故 了 为 单 射 ,所 以 |Y| 志 18|, 即 n 一 kG ,由 此 得 EVE 全 十 1 尝 [ V241. 但 & 过 VE 十 < 十 1, 故 
~ |Xi=k=[ VE(k+TD J2[ v2n]. 


汝 冰 曾 凋 属 扫尾 炎 灌 可 入 泪 O 


模拟 实战 十 二 


2. D. 理由 上 公 当 入 的 奇 标号 的 小 球 的 个 数 是 奇数 个 时 ,被 选 出 的 小 球 的 标号 和 为 奇数 
(如 若是 偶数 个 , 则 它们 的 标号 和 必 为 偶数 ). 而 从 11 个 小 球 中 选 出 6 个 小 球 , 选 出 的 总 数 为 中 二 
462 种 . 

其 中 有 一 个 奇 标号 小 球 的 选 法 数 为 Ci， CS 一 6; 

有 3 个 奇 标号 小 球 的 种 数 为 C3 ， C3 一 200; 

有 5 个 奇 标号 小 球 的 种 数 为 Ci， C3 一 30. 


3. B. 理由 ;首选 从 集合 任 取 三 元 素 的 总 事 倒数 为 5 一 125. 

下 面 考 虑 c 的 情况 :从 {1,3,5} 中 选 一 个 有 ==3 种 情况 c 是 奇数 ;从 {2,4} 中 选 一 个 有 GG 二 2 种 
情况 c 是 偶数 ， 

而 ab 为 柯 数 的 情形 有 至 一 9 种 ,为 偶数 的 情形 有 5 一 3: 一 16 种 . 

由 奇 十 奇 二 偶 "， 偶 十 偶 = 偶 ” 知 ,ab 十 c 为 偶数 的 情形 共有 3X9-+2X16 二 59( 种 )， 


这 样 所 求 概率 为 52 
4. A. 理由 :数字 1~9 与 1~9 和 的 个 位 数 可 如 下 表 : 


OO 

奥 

站 A 组 

克 

数 

学 C. 理由 :10 个 数 中 取 6 个 数 的 取 法 有 0%， 

让 站 法 二 划 小 的 数 是 3 的 取 法 , 即 从 1,2 中 取 一 个 ,再 从 4,5,6,…,10 中 取 4 个 , 即 GG 
六 所 求 概率 j 一 失忆 -怪人 -村 

分 

析 


4 
l 2 3 4 9 6 Y 8 9 0 
2 3 4 9 6 { 8 9 0 1 
3 4 9 6 { 8 9 0 ! 2 
4 9 6 f 8 9 0 | 2 3 
5 6 了 8 9 0 l 2 3 4 
6 7 8 9 0 ] 2 3 4 9 
7 8 9 0 l Z 3 4 9 6 
8 9 0 ] 2 3 4 5 6 Y 
9 0 l 2 3 4 9 0 7 8 


这 里 bm 十 表示 m 十 n 的 个 位 数字 . 从 表 中 可 看 出 ;0 在 表 中 出 现 9 次 ,其 余数 字 篆 出 现 8 次 . 
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两 人 所 取 数 字 和 最 大 可 能 是 0. 
5. C. 理由 ;3” 的 末 位 数字 随 n 的 增 大 (从 1 开始 ) 依 3,9,7,1 周期 变化 ,7” 的 林 位 数学 依 7 9,3, 


] 周期 性 变化 . 
因为 它们 的 周期 均 为 4, 又 1 一 100 这 100 个 数 中 ,4 ,4 十 1 4 十 2,4 十 3 型 数 的 个 数 是 均等 的 


(各 有 25 个 )， 
在 上 述 尾 数 中 ,只 有 7 十 1,1 十 7,9 十 9 这 三 种 情形 中 的 末 位 数字 是 8. 即 


这 样 从 四 种 数 型 中 取 a 和” 的 数 对 (a,5) 取 法 共 CliCl = 二 16 种 ,而 其 中 仅 3 种 符合 题 设 . 

则 所 求 概率 (可 能 性 ) 为 去 

6.C. 理由 :数字 2 依 题 设 被 选 到 的 概率 是 

lg(2+1)—lg2=ig 学 ， 
注意 到 C 中 集合 诸 数 字 被 选中 的 概率 是 

lg 说 二 Ig 上 十 二 万 十 才 了 十 lg 广 
则 C 中 集合 数字 被 选中 的 概率 是 2 被 选中 概率 的 2 售 ， 

7. 了. 理由 :对 2.5 依 题 设 分 拆 ( 成 两 个 非 负 数 ) 取 整 ( 将 此 两 数 写 成 与 之 最 接近 的 整数 ) 后 的 两 数 
只 能 为 下 面 几 种 情形 : 

0,2;1,1;2,0;2,1;1,2. 


其 中 和 为 3 者 有 2 种 , 故 其 概率 为 二 
或 者 对 于 x 十 y 二 2.5 的 分 拆 可 用 下 图 表示 (每 条 竖 直 直线 与 两 数 轴 交点 所 表示 的 数 为 一 种 分 
拆 ) ,图 中 国立 数字 为 该 区 间 段 (各 有 五 段 ) 上 的 数 取 整 数 时 的 数 . 


0 0.5 1 1.5 2 2.5 
© WW WW © © 


© 2 D © © 
2.5 2 1.5 1 0.5 0 


显然 适合 题 意 的 数 分 拆 , 仅 有 2 段 ,其 概率 为 2 


y 


8. D. 理由 :由 题 设 知 X 启 的 概率 为 p: 一 二 ,Y 赢 的 概率 为 p, 一 首 ,车 Z 赢 的 概率 为 p, 则 


半 冰 箭 交 人 眉 王 性 涟 油 加 和 注 浅 oO 
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因此 gq. = 二 3,p. 二 17. 

9. C. 理由 :因为 一 共有 7 种 抽出 情形 使 小 球 数码 的 和 为 6, 且 它们 是 等 可 能 的 . 

用 下 面 的 三 元 有 序 组 来 表示 即 
(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1) 和 和 (2,2,2)， 

所 以 记号 为 2 的 球 三 次 全 被 抽 中 的 概率 为 元. 

10. BRB. 理由 :因为 1994 二 6X332 十 2, 此 即 说 ;所 333 次 出 现 332 次 6 和 一 次 2 是 所 撕 次 数 最 少 


者 ,显然 出 现 该 情况 的 概率 不 为 0. 


掷 333 次 仍 子 出 现 332 次 6 和 一 次 2 的 概率 与 出 现 332 次 1 和 一 次 2 的 概率 相等 , 且 此 时 出 现 


的 点 数 和 最 小 ;1X 332 十 2 二 334. 


故 S 的 最 小 值 是 334. 
11. EE 理由 : 记 ps ,ps 为 取出 三 枚 和 四 枚 硬币 时 ,已 将 全 部 三 枚 亮 币 取出 的 概率 , 则 地 二 1 一 


(pa pa ). 


( 即 前 三 次 中 分 别 在 第 一 次 或 第 二 次 或 第 三 次 取得 旧 币 , 且 第 四 次 取得 亮 币 的 概率 和 ) 
这 样 ”全 一 1 一 (二 十 总) 一 3 

则 a 十 6 二 66. 

12. D, 理由 :显然 抛 50 次 硬币 ,正面 朝 上 次 数 为 偶数 的 概率 系 (地 十 与 )” 展 开 式 中 二 的 备 次 为 


偶数 的 项 的 和 Zp. 


由 1=( 广 十 所 )”= 霹 
再 〈1 一 2)8 一 (一 1)2 一 1， 

其 展开 式 中 一 2 的 偶 次 攻 的 项 与 奇 次 笑 的 项 和 (绝对 值 之 差 ) 为 1. 

这 样 , 在 (* ) 式 中 (1 十 2》” 展 形式 中 2 的 偶 次 项 和 Si 与 2 的 奇 次 项 和 Si 之 差 亦 为 1. 


从 而 p= 去 { 吉 [(Si 十 S2) 十 起) 二 专 ( 十 高 ) 


(1 二 2)”， (x) 


13. C, 理由 ;从 12 只 硬币 中 选择 6 只 的 方法 是 Gi; 二 924 种 .下 列 情 况 将 会 出 现 “ 至 少 有 50 分 ”的 
事件 
(1) 取 出 6 只 一 角 人 硬币; 


(2) 取 出 5 只 一 角 和 任何 其 他 硬币 ; 
(3) 取 出 4 只 一 角 和 2 只 五 分 ; 


使 (1),(2) 和 (C3) 能 够 出 现 的 情况 分 别 有 GG,G，Cs 和 6C。，CG 种 . 


Wi G 二 CC 二 CE * C127 
所 以 所 求 的 概率 是 5 一 让 


14. D. 理由 :由 题 设 ,会 爆 的 白玉 米 占 伍 。 志 二 广 ， 
而 会 爆 的 黄玉 米 占 二 。 二 一 卫 ， 


则 在 会 爆 的 玉米 中 是 白色 粒 的 概率 为 
1 


op 


3 
] 2 
3 
15. B. 理由 :所 给 六 点 共 可 连接 弦 数 G8 二 15 条 ;从 中 挑选 四 根 的 方式 数 为 Cfs. 
又 题 设 六 点 所 连 弦 可 组 成 止 四 边 形 的 数目 为 C ,这 样 所 求 概率 为 
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16. B. 理由 ;考虑 点 A、B.C.D 的 顺序 即 可 . 


因为 对 任意 出 四 边 形 而 言 ,车 AB、CD 恰 为 两 对 角 线 时 ,它们 才 相 交 . 
当 A,B 为 相 邻 项 点 时 ,其 顺序 情况 有 8 种 ;C,DD 顺 序 有 2 种 ，; 

当 A,B 为 相对 顶点 时 ,其 顺序 情况 有 4 种 ;C,D 顺序 有 2 种. 

这 样 ,所 求 概率 为 Tz 和 gsx5 一 已， 

17. 了 D. 理由 : 设 P(E) 表 示 囊 件 玉 出 现 的 概率 . 

由 公式 PCAUB)=P(A) 十 P(B) 一 P(ANMmB)， 

从 而 p= 二 P(A 门 B)==P(A)++P(B)— P(AUB) 


-并 
一 村 十 计 一 P(AUB)， 


其 中 1 之 P(AUB)>>max{(PCA) ,PCB)} 一 守 ， 


3 2 3 .2 3 
因而 广 十 和 一 1<p 和 < 六 十 也 一 闻 ， 
9 2 


18. B. 理由 :由 设 [vz]=12, 则 知 12<vz<13， 
BT22 和 < 132， 

又 [v100xj] 二 120, 则 120<vI100z<121, 即 120<10Vz<121, 或 ， 12 过 yz<12. 1， 
则 122<<z<<12. 12. 


12.1:—12? 2.41 241 
因而 所 求 慨 率 ”p= 132 一 122 25 2500’ 


污 冰 离 凋 改 开 柜 迁 油 划 入 交 O 
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19. B. 理由 : 设 男 、 女 生 被 选中 的 概率 分 别 为 pi ,ps , 依 题 意 有 

P= 名 pa, 即 3p1 =2p:， 

因而 (男生 人 数 ) : (女生 人 数 ) 一 2 : 3. 

从 而 男生 人 数 占 全 班 总 人 数 的 所 

20. D. 理由 ; 设 (a,6,c) 为 骨 子 被 搓 3 次 的 点 数 , 依 题 设 满足 前 两 次 点 数 和 等 于 第 3 次 点 数 的 情 


(1,1,2),(1,2,3),(1,3,4),(1,4,5),(1,5,6), 
(2,1,3),(2,2,4),(2,3,5),(2,4,6),(3,1,4), 
(3,2,5),(3,3,6),(4,1,5),(4,2,6),(5,1,6). 


总 计 15 种 ,其 中 含 点 数 2 的 有 8 种 ,所 求 概率 为 下， 


(和 。( 人 4 
21.(T)< 可 能 取 的 值 为 0,1,2, P(E—=k)= 过 ,大 一 0，1 2. 


所 以 ,的 分 布 列 为 : 


(11)Et=0X 志 十 1X 革 十 2X 二 一 1 


(P(E =P(é=0)+P(é=D) =5. 
22.( 了) 随机 变量 的 取 值 及 分 布 列 如 下 ， 


(TD)Ee 一 2X0.09 十 3X0. 24 十 4X0.16 十 6X0. 18 十 7X0. 24 十 10X0. 09 一 5. 2. 
23.( 了 工 ) 甲 答对 试题 数 的 概率 分 布 列 如 下 : 


一 0x 3. 1 1 3 
Ef=0X5H 十 1X 证 2X 二 3X 二 三 


™] ] 
(1) 设 甲乙 两 人 考试 合格 的 事件 分 别 为 A.B, 则 P(A) 二 全 呈 一 也,P(B) 一 车 


上 一 一 
中 


| 
C1 


因为 事件 A.B 相互 独立 ， 
方法 1: 所 以 甲乙 两 人 考试 均 不 合格 的 概率 为 


万 ) = 盏 一 (1 一 和 Jr 一共) 一 二 
P( 和 .万 ) 一 P(4)。，P(B) 一 (1 一 亏 )(1 一 所 ) 一 十 . 


所 以 _P=1 一 PC 也 一 全 
方法 2: 所 以 甲乙 两 人 至 少 有 一 人 考试 合格 的 概率 为 
P=P(A. B)+P(A. B)+P(A: B)=…=4. 
24. ( 1 的 所 有 可 能 值 为 0,1,2,3,4. 用 As 表示 “汽车 通过 第 & 个 路 口 时 不 停 (过 绿 灯 )”, 则 


PCA) 一 并 (一 1,2,3,4), 且 A ,A , A , A 独立 , 故 P(é=0)==P(A1) 二 地 , P(E=—1)= P(A . A,) = 


卫 X 二 一 着 PC-2 一 PLA， A, 丽 ) 一 ( 卫 ) 村 一 训 ,P(-3) 一 P(A As 4 不 )= 


4 
3 .27 A ， 。 , _./3%4_ 8 
(本 六 开 二 站 ,PC 4) 一 PCOA 4 4 A) 一 (地) 二 5656. 从 而 有 序 而 排 ; 


wl ww3 vv9 ,a27 ,81525 
Fé=0Xx 1 十 1X16 十 2 关 订 十 3X556 十 4 义 756 二 566- 


(P(ES3)=1—P(6=4)=1— 36 = 

25. 中 不 采取 预防 措施 时 ,总 费用 即 损失 期 望 值 为 400X0. 3 一 120( 万 元 ); 

大 单独 采用 甲 , 则 预防 费用 为 45 万 元 ,发 生 突 发 事件 的 概率 为 1 一 0. 9=0. 1 ,损失 期 望 值 为 
400X0. 1 一 40( 万 元 ), 所 以 总 费用 为 45 十 40 一 85( 万 元 ); 

二 各 单独 采取 乙 , 则 预防 费用 为 30 万 元 ,发 生 突 发 事件 的 概率 为 1 一 0. 85 二 0. 15 ,损失 期 望 值 为 
400X0, 15 二 60( 万 元 ), 故 总 费用 为 30 十 60 王 90( 万 元 ); 

@ 若 联合 采用 里 和 乙 , 则 预防 费用 为 45 十 30 二 75( 万 元 ) ,发生 突 发 事件 的 概率 为 (1 一 0. 9) (1 一 
0. 85) 二 0. 015 ,损失 期 望 值 为 400X0.015 一 6( 万 元 ) , 故 总 费用 为 75 十 6 一 81( 万 元 ). 

综 上 所 述 , 联 合 和 采用 甲 和 乙 为 最 佳 方案 . 

26.《 工 ) 设 A、B.C 分 别 为 甲乙 ,再 三 台 机 床 各 自 加 工 的 零件 是 一 等 品 的 事件 . 由 题 设 条 件 有 


P(A.B)=-1, P(A) + [1 一 P(B)]= 土 


Ed 


4 4 
a 1 rr 01 
P(B C= Bs PC(B) .11 PC 一行 ， 


WW 
© 
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P(A. 〇 = 总. P(A). PCC)= 亏 . 
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由 中 .得 P(B)=1 一 训 P(C), 代 入 @ 得 
27T PCO P51P(C) +22=0. 
解 得 P(C) 二 与 或 蕊 ( 舍 ). 将 P(C) 二 忆 分 别 代 人 @ .加 可 得 “PCA) = 总,PCB) 一 寺 


即 所 求 结果 分 别 为 ,于 , 二 . 


(DD) 记 DD 为 从 甲乙 、 丙 加 工 的 零件 中 各 取 一 个 检验 ,至 少 有 一 个 一 等 品 的 事件 . 则 


PC(D)=1—P(D)=1—[1~ P(A) 1—P(B)J1—P(OJ=1— ， 六 . 言 = 个 ， 


或 PC(D)=PC(A.B.O+PA.B.O+PA.B:O+PA.B.O+PA'B.C+PA.B: 
OO+P(A.B: C0) 二 之 来 求 


27. 本 题 先 求 总 基本 事件 数 ,从 每 封 信 去 投递 分 步 讨 论 :第 一 步 投 第 一 封 信 有 3 种 不 同 的 投 法 ， 
第 二 ,三 .四 步 , 投 其 余 3 封 信 各 有 3 种 不 同 的 投 法 , 故 mw 一 3X3X3X3X3 一 34， 

(D 本 小 题 分 两 步 进行 :第 一 步 从 4 封 信 中 选 1 封 信 投 入 3 号 信箱 有 Ci 种 ,第 二 步 将 余下 3 封 信 
投 余下 2 个 信箱 有 2 种 , 即 


Cl*2 32 
1 一 (C。23， 故 三 一 31 一 8 


(2) 第 一 步 从 1 .2 号 信箱 中 选 1 只 信箱 投入 A 信 有 Ci 种 ,第 二 步 将 余下 3 封 信 投 3 个 信箱 (区 
别 于 第 (1) 小 题 ) 有 3 种 , 即 

7 一 (2。3 , 故 P= - = 

28. 本 题 的 解 题 难 点 是 数字 “0”, 故 可 采用 二 分 法 ,将 问题 分 为 " 取 0 与 "不 取 0” 两 类 . 

第 一 类 ; 取 0, 有 G3。，G 种 不 同 取 法 ,每 一 种 取 法 对 应 A3，。A; 个 无 重复 数字 的 4 位 数 、 对 应 
外 十 A;3。Ai 个 无 重复 数字 的 4 位 偶数 ,这 时 共 可 组 成 n= 二 GGG，C2。，A3， 态 二 108 个 无 重复 数字 的 
4 位 数 ,mi 一 CE。， (CC。， (4 十 4 。A43) 一 60 个 无 重复 数字 的 4 位 偶数 ; 

第 二 类 ;不 取 0, 有 GG，G 种 不 同 取 法 ,每 一 种 取 法 对 应 Ai 个 无 重复 数字 的 4 位 数 , 对 应 个。 
A 个 无 重复 数字 的 4 位 偶数 ,这 时 共 可 组 成 np = 二 CG，，Ai 二 72 个 无 重复 数字 的 4 位 数 ,mz 一 
CG *， GG ，A;。A 二 36 个 无 重复 数字 的 4 位 偶数 ;由 上 可 得 ， 

一 Za 十 zzz 60 十 36 8 

MI 十? 108 十 72 15 
29. 显然 ,对 第 一 个 抽 票 者 来 说 ,他 从 5 张 票 中 任 抽 一 张 ,得 到 奖 票 的 概率 Pi 二 二 ;为 了 求 得 第 


二 个 抽 票 者 抽 到 奖 票 的 概率 ,我 们 把 前 2 个 抽 票 的 情况 作 一 整体 分 析 . 从 5 张 票 中 先后 抽出 2 张 ,可 
以 看 成 从 5 个 元 素 中 抽出 2 个 进行 排列 , 它 的 种 数 是 A ,而 其 中 第 二 人 抽 到 奖 票 的 情况 有 Ai 种 , 故 


第 一 人 未 抽 到 奖 票 ,而 第 二 人 抽 到 奖 票 的 概率 P 一 多 一 车 ; 同 理 可 得 ,第 三 个 抽 票 者 抽 到 奖 票 的 概 


率 忆 一 各 一 于; 如 此 下 去 可 得 第 四 ,五 个 抽 票 者 抽 到 奖 票 的 概率 也 都 是 二. 所 以 各 人 抽 到 奖 票 的 概 
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率 相等 ,都 是 到. 


必 


| 


30. 设 P, 为 在 500 次 抛 搓 中 1 点 恰 出 现 ~ 次 的 概率 , 则 由 独立 重复 试验 概率 公式 得 


7 ®, 1 S00—r 
8) (1 6 ; 


P,—Cso0 * ( 
Pi 
E>1 
Cra 。 CH) 。 (这) 
1 se | 
YYrwr 500 一 r 
Cio0 。《 6 )"。( 6 ) 


5UU 一 
5(r 十 1) 


一 >1er<<82. 5， 


Pe 


即 当 1]< <82 时 ,PP 一 P.,P. 递增 ; 当 83 才 7 之 500 时 ,PP, 放 Pw ,PP, 递减 ， 有 p<1. 


由 ”1 过 3 过 100 过 十 亏 ha3 村， 

l1] 志 3k 十 ] 志 100 二 0 二 上 33. 

故 3k& 型 的 数 共 33 个 ,3& 十 1 型 的 数 共 34 个 ,3& 十 2 型 的 数 共 33 个 ,分 别 记 作 A 型 .B 弄 .C 型 . 
符合 情况 的 数 可 分 为 4 类， 

(1)3 个 A 型 ;(2)3 个 B 型 ;(3)3 个 C 型 ;(4)1 个 A 型 ,1 个 BB 型 ,1 个 C 型 . 

故 所 求 概率 为 

一 C33 十 C3 十 C33 十 C33 ” C3a *。 C33 8817 

oo 2450: 
令 > 为 掷 硬币 一 次 正面 朝 上 的 概率 , 则 在 盖 次 掷 硬 币 中 ,有 次 正面 朝 上 的 概率 为 : 

(和 (1 一 广 )m 

由 题 意 ,可 得 方程 Cir(1 一 7)! = 一 Gr (1 一 7)5. 
解 得 一 0, 志 或 1 


履 Ps 最 大 , 即 1 点 出 现 83 次 的 概率 最 大 . 
31. 和 完 将 这 100 个 数 按 被 3 除 的 余数 情况 分 成 三 类 . 


由 题 意 ,概率 不 为 0 或 1, 因 此 r== 己 . 
并 且 5 次 掷 中 3 次 正面 朝 上 的 概率 为 


即 a 和 6 各 有 12 种 选择 . 


2 ), 40 
243° 


33. 10” 的 约 数 都 具有 2 。55 的 形式 ,其 中 a 和 2 满足 0 和 ac 委 99,0 委 < 委 909. 
因此 10%9 有 (99 十 1)(99 十 1) 一 100X100 个 正 约 数 . 

在 这 些 正 约 数 中 ,要 成 为 108 一 28 。58 的 倍数 必须 满足 
88<<a99,88<6<99. 


=r n=10. (3 *( 


md EE ks: 让 3 HE | 
> 人 1 1 让 395 
的 
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m 12xl2 9 
因此 所 求 的 概率 为 ,一 T00100 一 625: 


所 以 ”mw 十 n 二 625 十 9 二 634. 
34. 12 棵 树 的 不 同 排列 顺序 共有 121 种 . 
共有 ?7 棵 非 桦 树 (3 棵 枫 树 和 4 棵 橡树 ) ,为 使 任何 两 棵 桦 树 不 相 邻 ,可 把 5 棵 桦 树 放 在 非 梯 树 的 
空 档 中 ,由 于 7 棵 非 桃 树 共 有 8 个 空 档 ,所 以 5 棵 桦 树 的 安排 方法 有 
大 一 8X7X6Xx5X4( 种 )，. 
而 7 棵 非 检 树 的 排列 方法 有 Pi 二 7!1 种 ). 
因此 任 两 棵 桦 树 不 相 邻 的 排 法 共有 7!1 .8x7x6X5X4( 种 ). 
于 是 所 求 的 概率 是 
p—?7! "8X7X6X5X4_ 了 7 
121 99° 


即 于 二 让. mn 二 99 十 7 二 106. 
35. 设 a; 表示 小 虫 走 过 n 米 后 又 达到 A 点 的 概率 (2 一 0,1), 若 小 虫 想 过 2 一 1 米 而 不 在 和 A 点， 
则 概率 是 1]—a,_1 和 


而 从 A 外 的 一 点 向 A 候 来 的 概率 是 亏 ,因此 有 


一 于 (1 一 oo) 全 
又 其 ia 三] 即 小 虫 从 AA 出 发 ,我 们 可 以 逐步 由 也 算出 
oa 


20 6 18? 
4 ”81?46 243’47 7990， 


182 得 ,一 


为 解 :也 可 由 由 求 出 a, 的 通 项 公式 


1 了 IT 
Cn 4 ~ 3 《2 1 4 ) ,从 而 有 
1 1 提 3 1 


所 以 a 一 说 。 (一 二)" 十 于 (7 一 0 ,2，……)， 


B 组 


“ HE ' br rs, Hi Ht EEE Dr 
i 2 i! 本 ， i 
和 : 1 ”1 1 “ 
i 站 1 “ 站  - ， 站 
下 . . "i ， 2 i 
HE i 四 i 四 2 | 站 “ 
本 四 . 0 i 
和 和 1 站 : 1 ， 


字 和 是 43, 则 有 下 面 情 况 : 
(1) 其 中 一 个 数字 是 7, 其 余 是 9, 有 5 种 可 能 : 
79999,97999,99799,99979,99997. 
(2) 其 中 两 个 数字 是 8, 其 余数 字 是 9, 有 10 种 可 能 : 
88999 ,89899 ,89989 ,89998 ,98899， 
98989,98998,99889 ,99898 ,99988. 
而 上 述 诸 数 中 可 被 11 整除 者 仅 97999,99979,98989 三 个 


和 p31l 
综 上 所 求 概率 “ 忆 一 着 一 于 


2. A. 理由 : 设 A 表示 掷 后 至 少 达到 五 这 件 事 ,那么 A 的 概率 是 和 一 工 ， 


妾 冰 渭 凋 玫 性 和 坏 同 江 交 O 


掷 假 子 六 次 中 ,事件 A 发 生 六 次 的 概率 是 (地). 


在 特定 的 次 序 中 ,事件 A 五 次 发 生 , 一 次 不 发 生 的 概率 是 ( 王 )。--. 
因为 做 这 件 事 有 六 种 特定 次 序 ,所 以 A 五 次 出 现 和 一 次 不 出 现 的 概率 是 


1 ss, 2_ 12 
8 3 1 3 729- 


于 是 A 全 部 出 现 或 五 次 出 现 一 次 不 出 现 的 概率 是 却 5 十 (证 )' 二 才 . 


129° 
3. EF. 理由 :下 述 六 个 命题 是 等 价 的 ， 
(1) 方 程 x* 十 bx 十 c= 二 0 有 正 根 ; 
(2) 方 程 x 十 bx 十 c= 二 0 有 实数 根 ,其 中 较 小 的 是 正 的 ; 
(3) VB 一 4c 是 实数 并 且 一 5 一 VP 一 4c>0; 
(4)0 委 区 一 4c 并 且 56<0; 


2 
(5)0<c<E HH 60, 


(6)6 二 一 2 而 且 c 二 1; 或 者 6 一 一 3 而 且 c 一 1 或 2; 或 者 6 二 一 4 而 且 c 二 1,2,3 或 4; 或 者 5 二 一 
而 且 c= 二 1,2,3,4 或 5. 

在 (6) 中 可 以 看 出 除非 汉王 4c, 否 则 两 根 不 会 相等 . 这 样 ,从 (6) 中 删 去 (0,c) 一 (一 2,1) 和 (一 4， 
4) ,就 剩 下 10 对 有 序 和 和 全 方程 有 相 蜡 正 实 要 


一 


4.D. 理由 ; 设 反 面 朝 上 的 概率 为 g, 则 g 一 1 一 户 . 

又 5 次 独立 投掷 中 正好 是 3 次 正面 朝 上 的 概率 应 为 (5 十 gs 展开 式 中 含 广 的 项 . 
其 展开 式 系 数 为 1,5,10,10,5,1, 故 所 求 的 项 为 
10p302 =10p (1— p)?, 


144 _ 二 “3 一 
即 GZ 107r (一 pp 六 或 户 ( 一 pp): 一 5 一 0. 


397 
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这 是 一 个 关于 p 的 五 次 方程 , 令 式 左 为 f(p). 


22 ,093 
因为 fC 二 f(D)= 一 3 < -一 0， 
2 ,93 
三 ) 一 二 一 二 >>0， 


他 在 第 -次 投 仍 子 时 ,第 一 个 投 中 6 的 概率 是 ( 韦 )3。- 


- - 般 地 ,卡尔 在 第 ， 次 投 仍 子 时 ,第 一 个 投 中 6 的 概率 是 (二 )”-: 。 


所 以 卡尔 第 一 个 投 中 6 的 概率 为 


9 5 。 ee 2 43n—]1 。 
(~ 8) 十 te) 


这 是 一 个 首 项 < 一 (到 2)? 。 


1 
0 


2 .， 
) “于 十 十 


] 


a 25 


ee 


l—r 91° 
6.C 理由: 设 正四 面体 楼 长 为 4, 易 知 其 内 切 球 半径 为 Ri 一 Y6a， 


其 外 接 球 半 逢 为 R, 一 64. 


奉 设 切 外 接 球 与 由 面体 面 的 球 半径 为 7r, 则 


_ RR v6 
2 12"° 
故 所 求 概率 为 
二 Rs 二 4。 本 于 5 )3 
3 3 ” 12 5 
~ ] 二 世人 (0， 19 
过 2 
3 nh 《 A ) 


7. 渔船 第 一 次 撤 网 时 没 被 拘留 的 概率 等 于 1 一 一 ,因为 每 次 撤 网 期 间 
被 拘留 或 未 被 拘留 的 事件 是 独立 的 ,所 以 撒 了 nn 次 网 而 未 被 拘留 的 概率 等 
于 (1-- 二 交 . 内 此 , 撤 半 次 网 收益 期 望 值 等 于 


fn) 一 an 人] 一 二 ， 


之 里 ww 是 撒 - 一 次 网 的 收益 . 


问题 己 结 为 确定 使 f(n) 达 到 最 大 值 的 自然 数 x. 
由 A070) 的 表达 式 仆 知 


5 , 公 比 一 ( 辣 ) 的 无 穷 递 缩 等 比 数 列 的 和 ,其 值 为 
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f (nt D=wnt DU 一 地)" nl 一 地) ， (1— 


二 f(D 一 广 )(1 二 二) 二 fn ji 


央 为 1 十 近 一 一 ”>>1 等 价 于 有 一 1 一 ?之 0 或 < 一 1, 因 此 


8 大 2 十 1 全 7 ， 当 n==1],2,""*,k—2 时 
十 1 一 Fn 当 7 一 & 一 1 时; 
A ,n= 二 k,k 二 1,: “时. 


8. ,我 们 注意 这 样 个 事实 : 按 题 中 定义 的 操作 对 任 一 序列 z 

站 7 72 施行 一 次 后 ,最 后 一 个 数 必 然 是 序列 中 最 大 的 一 个 数 . 

因此 ， 在 -一 个 初始 序列 713729” ”9772099309731 9 ”9 站 10 中 ? r0 要 通过 一 次 操作 换 到 第 30 个 位 置 
的 充 要 条 件 是 : 

在 前 31 个 数 底 ,rz ,raos73l 中 ,ra 是 最 大 的 一 个 数 ,rwo 是 仪 小 于 六: 的 第 二 个 大 的 数 . 


p= 23!1_ 1 1 
改 所 求 概率 为 :了 一 311 一 X30 了 935: 


所 以 931 
9. 在 5 月 1 日 作 标记 的 60 条 鱼 ,在 9 月 1 日 还 在 湖 中 的 可 能 有 60(1 一 2529 ) 王 45( 条 )，. 


这 45 条 鱼 中 , 捞 出 3 条 有 标记 的 鱼 ,所 以 迭出 的 有 标记 的 鱼 占 整个 有 标记 的 鱼 的 艺 = 走 . 


这 三 条 有 标记 的 鱼 是 在 迭出 70 条 鱼 中 发 现 的 ,而 70 条 鱼 中 有 60 匈 的 鱼 5 月 1 日 在 湖 里 , 即 在 5 
月 1 日 在 湖 里 的 有 70(1 一 40 色 )==42( 条 ). 


于 是 9 月 1 日 的 湖 中 有 5 月 1 日 的 鱼 共 (26g0( 条 ) 


而 5 月 1 日 的 鱼 中 只 有 (1 一 25 色 ) 的 鱼 是 9 月 1 日 湖 中 的 鱼 , 设 5 月 1 日 湖 中 有 xz 条 鱼 , 则 

Xx(1 一 25%) 二 630,x 二 840( 条 ). 
所 以 5 月 1 日 湖 中 有 840 条 鱼 . 

10. 投 十 次 硬币 ,正面 不 连续 出 现 的 可 能 性 有 如 下 各 种 情况 : 

10 次 都 是 反面 的 可 能 性 有 1 种 ; 

9 次 是 反面 ,1 次 是 正面 的 可 能 性 有 Cto 种 ; 

8 次 是 反 和 面 ,2 次 是 正面 , 则 正面 不 连续 的 可 能 性 只 能 把 出 现 这 两 次 正面 的 投掷 插入 8 次 反面 投 
掷 的 空当 之 中 ,所 以 有 G 种 可 能 ; 

同样 ,7 次 反面 ,3 次 正面 有 G 种 可 能 ; 

6 次 反面 ,4 次 正面 有 C 种 可 能 ; 

5 次 反面 ,5 次 正面 有 GC 种 可 能 . 

而 不 大 于 4 次 及 面 的 投掷 中 ,不 会 出 现 正面 都 不 连续 的 情况 ， 

又 因为 十 次 投掷 便 币 共有 2 “一 1024 种 可 能 ， 
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法 冰 亢 并 要 王 怀 过 洪 同 入 沽 O 


s gE 


所 以 所 求 的 概率 为 
1+Ch+G+G+O+G 144 9 


f 1024 1024 64° 
于 是 i 十 j==73. 
为 pispasnnnops 及 pi ps pr. | 

要 使 正 多 边 形 的 中 心 在 三 角形 的 内 部 ,必须 且 只 需 三 角形 的 其 余 
天 顶点 一 为 户 ( 人 Al0) ,一 为 pm(m>0), 臣 km 和 >n. 

因此 对 于 每 一 个 固定 的 ,这 样 的 三 角形 共有 个、 

和 人 ppp orp Apppo tors /ANpoprp_ rn. (Ek 了 取 1,2,., P., 
2) ， 则 


k=1+2+…tn 


因为 共 2x 十 1 个 顶点 ,所 以 含有 正 多 边 形 中 心 的 三 角形 共有 


42 十 1)742 十 1)》 《22 十 1)。7 (nti) 
2X3 6 


个 ,而 由 2n 十 1 个 顶点 组 成 的 所 有 三 角形 共有 
《2 十 1 。22 (Ln—1) 


™ 
mlb 
Mu 


_ nn+1) / FP 
= 人 


34 1 6 
因此 所 求 的 概率 为 
(Zn 1)n(nti1) 
6 .n+l 
(2n+1)* 2ne (2n—1) 2022 一 二) 


0 
12. 设 书 包 中 有 nn 对 互 不 相同 的 牌 ,其 中 n 宇 2, 则 前 三 张 牌 中 有 2 张 成 对 的 概率 为 


取 3 张 中 有 2 张 成 对 的 取 法 种 数 
取 3 张 牌 的 取 法 种 数 


] ] 
Co ” (2 2 
机 3 
人 2 


3 


| 


2n—1]' 
设 PC(n) 是 当 书 包 中 有 nn 对 互 不 相同 的 牌 时 , 按 题 中 规则 开始 抽 牌 ,使 书包 空 的 概率 . 


P(2)=1,， 
[pews * Pln—1) ,n>3. 
2n— 1 


反复 利用 这 个 递归 公式 可 得 


Bi 


Da _ 
P(g ”7 了 有 “上 人 一 385 
pp_.3. 

q 389° 


故 如 十 g 一 9 十 385 一 394. 

13. 设 .M.S 分 别 表示 父亲 母亲 和 儿子 . 又 用 记号 WW 之 L 表示 某 一 局 WW 战胜 L. 
如 果 下 与 M 进行 首 局 比赛 ,那么 对 于 下 述 三 种 相互 独立 的 情况 的 任 一 种 ,FF 总 能 获得 锦标 : 
(DF>M,F>S; 

(2)F>M,S>F,M>S,F>M; 

(3)M>F,S>M,F>S,F>M. 


如 果 下 与 S 进行 首 局 比赛 ,与 上 面 的 情况 类 似 , 下 在 下 列 三 种 情况 下 的 任 一 种 可 以 获得 锦标 ， 


(4)F>S,F>M; 
(5)F>S,M>F,S>M,F>5; 
(6)S>F,M>S,F>M,F>S. 
如 果 M 与 S$ 进行 首 局 比赛 ,那么 下 在 以 下 两 种 情况 的 任 一 种 可 以 获得 饥 标 : 
(7)S>M,F>S,F>M; 
(8)M>S,F>M,F>S. 
设 F>>M 的 概率 为 FM ,其 余 类 推 . 
注意 到 FM 二 MF=1. 
如 果 下 与 M 进行 首 局 比赛 ,那么 下 获 锦 标的 概率 是 
Pum=(FM. FS)+(FM. SF. MS. FM+MF. SM. FS. FM. 
如 果 王 与 S 进行 首 局 比赛 ,那么 下 获得 锦标 的 概率 是 
Prs=(FS* FM +(FS. MF. SM. FS)+(SF. MS FM. FS). 
如 果 M 与 5S 进行 首 局 比赛 ,那么 下 获得 锦标 的 概率 是 
Pw =(SM. FS. FM+MS. FM. FS) 

=FS. FM(SM+MS) 

—FS. FM. 

显然 ”Pyes 三 min{ Ppw ，。 Prs}. 
下 面 比 较 Pew 和 Pgs. 


Pua—Prs—=(FM* SF- MS. FW+MF. SM. FS FM—(FS. MF. SM. FS) 一 (SF ， 


由 于 S 是 最 强 的 ,FM>> FS， 
所 以 Pr > Pes. 


即 请 与 M 进行 首 局 比赛 的 策略 是 最 优 的 . 


14. 所 证 不 等 式 等 价 于 
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[GD 工 1 
> 4: |~.£ lk 
» ll | wl 
(7) (1) 
;1 人 一 1 CE 
设 随机 变量 的 概率 分 布 为 
1 1 : 


一 


_k、 da 
"D3 


,天 = 27 
wk -li 


由 Ew 之 (ED:, 得 


2 站 2 
》) k ， 人 > >) (天 — kk!1 大 
一] ] 、， | 一 | 1 ] a 1 
(一 ) >» 一 也 一 2 一 
Uk i=] di tk 一 人 k=]10k 
, 易 刚 


这 二 之 > 
a 
即 乞 计 之 1 
Ka 
， 1312 wl 
nt | > 
-= ] 如 k=-ltth 


15. 构 闭 古 典 概率 模型 :从 装 有 7 个 日 球 和 mx 个 黑 球 的 箱 中 ,一 个 接 一 个 地 取 球 , 取 后 不 放 回 . 
考虑 第 i | f ,首次 取 噶 虞 球 的 事件 A Gi 二 1,2,… sn 十 1) 的 概率 . 由 古典 概率 模型 公式 可 得 


D1! om_ ， CG 
i ml! nm Ch 


因为 取 球 过 程 至 多 在 第 n 十 1 次 停止 , 且 第 n 十 1 次 首次 取 到 黑 球 ,于 是 取 到 黑 球 是 必然 事件 , 即 
UA 一 人 ,日 A. [1A, 一 个， 1 9 


P(A,)= 


-上 ] 
从 而 2 PCAD) 一 PGO2) 一 | 
好 十 -1 CO 


n 3 
因此 - 十 7 名 BE -1] 


有 CO | 一 一 2 


二 1 人 CT 773 


一 ] ， 


即 袜 一 全 一 Tm 


nm- 1 nl 
16. 如 图 ,按照 题 中 规定 的 行走 法 则 . 这 个 学 生 要 想 通 过 C, 必 须 经 C;(i==0,1,2,3) 之 中 的 一 
然后 问 东 . 也 就 是 说 ,该 学 生 经 过 CC 的 概率 应 等 于 他 通过 C; 诸 点 然后 向 东 的 概率 和 . 
而 从 A 出 发 通过 Ci 的 路 径 中 ,包含 有 两 条 向 东 的 线段 与 i 条 向 南 的 线段 ,因此 共 包 含有 2 十 i 条 


a 


402 


a a We b> 


线段, 其 中 i 条 向 南 的 线段 的 出 现 可 以 是 任意 次 序 
因此 从 A 出 发 ,过 C; 的 路 径 共 有 Cj; 条 (当然 也 可 考虑 ,其 中 两 
条 向 东 的 线段 的 出 现 可 以 是 任意 次 序 ,那么 得 到 的 组 合 数 为 C81;, 但 ~ 
»4; =(54;). | | | 
又 因为 在 每 一 个 交叉 路 口 ,向 东 和 向 南 的 概率 均 为 二 ,而 从 A || | 
出 发 到 C; 的 每 一 路 径 所 经 过 的 交叉 路 口 共 有 3 十 i 个 (其 中 包括 A | | 


和 Ci), 因 此 走 此 路 径 向 东 的 概率 为 (到 22+5. 所 以 题 中 所 求 之 概率 为 ”1 IF 1 
ly 
Ci(3) 1 一 和 一 一 十 一 一 二 
1 3 6 10 1 1 1 | 
8 "16 32 64 一 下 一 计 一 六 
21 
和 {ti 
注 ; 侧 帮 一 步 一 步 地 写 出 通过 每 一 交叉 路 口 的 概率 ,可 得 到 上 右 这 | | 1 
张 树 图 (其 中 最 后 的 1, 仅 是 为 了 来 检验 计算 用 的 )， 1 一 |] 一 m5 一 对 
从 图 中 我 们 可 以 清楚 地 看 到 ,20 条 从 A 到 8B 经 过 C 的 路 径 ( 从 A | | h | 
到 B 共有 35 条 路径 ) 并 不 是 等 可 能 的 ， 让 一 1 


i 
ch 


模拟 实战 十 三 


A 组 


1.D. 设 p=2k 十 1 为 奇 素 数 , 令 n== 居 , 则 Vp 十 n 十 Yn 二 Vk 十 1 十 居 十 V 民 一 2k 十 1. 故 选 D 

2.C. 设 nn 一 2。，33，m, 其 中 2m,3hm 且 m 有 个 正 因子 . 依 题 意 有 (a 十 2) (8 十 1)k= 二 28 个， 
(Ca)(BT2) 二 30” 折 . 由 只 知 5 和 ,由 名 知 7M, 故 .&|2,k 只 能 为 1 或 2. 当 ==1 时 可 解 出 a=5,B= 
3, 此 时 6x 的 正 因 子 的 个 数 为 (a 十 2) (8B 十 2)=35, 当 上 一 2 时 ,a,B 无 整数 解 . 故 选 C. 

3.D. 易 知 训 一 52 十 4n 十 7 二 (nn 一 2)(n 一 1 n(n 十 1) (xn 十 2) 十 7 寺 7(mod10), 而 个 位 数字 为 7 的 
整数 不 是 完全 平方 数 . 故 选 D. 

4. 因为 二 Cy 十 DC 一 y 十 1),y 记 0, 所 以 y 十 ] 宇 2. 今 y 十 1 二 GEGN lsse< , 则 y= pC 
1, 代 入 原 方程 得 (Cp 一 1 一 (p 一] 十 1 二 pp? 一 3p! 十 3 二 pi 帮 pp* 了 一 1) 二 3(p 一 1). 


(1) 当 p= 二 2 时 ,p* 一 1,p' 一 1 为 奇数 , 则 p”!' 为 奇数 , 故 X=t, 交 一 y 十 1 二 1, 因 此 y= 二 1,p 二 2，| 


T= 二]. 
(2) 当 p 关 2 时 ,p 为 奇数 ,p” "一 1,p' 一 1 为 偶数 ,p"! 为 奇数 ,从 而 3p 或 31(p* 一 1), 当 3 
时 ,p 二 3,z 二 t 十 1, 则 六 一 y 十 1 一 3, 解 得 y=2,7 二 2; 当 3|Cp* 一 DD 时 ,pr 人 (一 1), 才 式 = 


汝 冰 离 几 村 括 . 灵 灌 避 入 站 O 


法 冰 灌 凋 导 开 性 渤 吉 下 江 沽 O 


由 (1) 得 y 一 1,2 一 2, 这 与 p 隆 2 矛盾 . 综 上 所 述 , 有 两 组 解 :( 记 ,zz 一 (2,1,1),(3,2,2). 
5. 6. 首 项 为 4 的 连续 个 下 整数 之 和 为 S, 一 ka 十 吉 k(k 一 1) 之 全， 


由 Si 夺 2000 可 得 60 委 At 委 62.4 一 60 时 Si 王 60a 十 30。59< 二 2000, 可 得 ae 和 受 3, 故 S 一 1830,1890， 
1950; 当 k= 二 61 时 ,和 一 6le 十 30。61 志 2000, 可 得 as<2, 故 和 一 1891,1952; 当 有 & 一 62 时 ,9S 二 624 十 31 。 
61 委 2000, 可 得 ec 委 1, 故 S 一 1953. 于 是 题 中 的 n 有 6 个 . 

6.13. 谎 和 = 一 二 adjiyalyaz yaog 中 有 和 个 为 十 17 个 为 一 1, 则 af 十 呈 十 … 十 a 和 二 95,m 十 


] 过:i Js95 
05 
1 一 95，4i 十 Ga 十 … -十 co5 一 7 一 7 于 是 (mn) 二 at? 2 aia 一 95 十 2N. 而 使 95 十 2N 为 完全 
平方 数 的 最 小 正 整 数 NN 二 13. 这 时 (mm 一 四 2 一 112 ,加 一 2 一 十 11 与 m 十 n 二 95, 联 立 得 mm 一 53,n 一 42 或 
7 一 42,7 一 53. 故 所 求 最 小 正 值 是 13， 


文 一 y 一 DZ 
7. 76,24. 设 两 个 数 为 +,y, 则 | ，”， 
XYy =—=100r 


,从 而 52《X 十 y) 二 (x 一 y) (x 十 y) 二 100r,13(x 十 
y) 二 257, 于 是 13|x : 

而 由 z 十 y= 二 x 一 y 十 2y 二 52 十 2y 为 偶数 得 21r, 因 此 26|+, 设 r+ 二 261,t 为 正 整数 ,得 XT 十 y 二 50z， 
10<<251 十 26<<99 
10<251，26 二 99 "得 站 < :得 二 

故 所 求 的 两 个 数 为 zx 一 25X2 十 26 一 76,y 一 25X2 一 26 一 24. 

8. 者 4 宇 10”, 则 a 至少 有 501 位 , 即 n 宇 501,4; 守 101% ,as 至 少 有 1501 位 即 m 之 1501, 这 时 n 十 

mm 之 2002. : | 

在 4a<10”, 则 a 至 多 有 500 位 ,a <<101% ,as 至 多 有 1500 位 ,这 时 十 m 过 500 填 1500 二 2000。 
改 不 存在 满足 题目 要 求 的 2 位 数 . 

9. 设 存 在 19 个 满足 条 件 的 正 整数 4 42，… 4 用 fa) 表示 a; 的 各 位 数字 之 和 ， 

依 题 意 a 十 ce 十 … 十 9 一 199, 且 Fa ) = oa) 一 … 一 aoo) 一 % 二 r(0<r 秋 8), 因 为/ 王 


z 一 25t 一 26,y 一 251 一 26 ,由 IOsrys99, 得 | 
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f(a;) 汪 a; (mod9),- 故 19r=> f(a ) 寺 a; 二 1999 二 1(mod9) ,从 而 二 1(mod9) ,而 0 志 7r 才 8, 故 r==1， 

(41 在 上 一 0, 即 f(a;) 二 1, 而 5 个 数字 和 等 于 1 的 最 小 正 整 数 是 1,10,100,1000， 10000, 它 们 之 和 
大 于 1999 ,矛盾 ， 

2) 者 At 一]1, 即 /ai) 一 10,19 个 数字 之 和 等 于 10 的 最 小 正 整数 为 19,28,37,46,55,64,73,82， 
91,109,118,127,136,145,154,163,172,181,190, 它 们 之 和 为 1990<<1999 ,数字 和 为 10 的 下 一 最 小 
正 整数 为 208, 它 比 前 面 19 个 数 至 少 大 18, 故 其 他 任意 19 个 数字 和 都 为 10 的 不 同 的 正 整 数 之 和 不 
小 于 1990 十 18 二 2008>1999, 矛 盾 . 


(3) 厂 之 2, 即 f(a) 之 19, 数 字 和 不 小 于 19 的 最 小 正 整 数 不 小 于 199, 即 由 之 199， 于 是 立 w 人 > 
19X199>>1999, 了 矛盾 . 


因此 ,满足 条 件 的 19 个 正 整 数 不 存 在 . 
10. 因 1413 十 二 二 (mm 十 n)” 宇 wn7? 十 2Y, 故 1"* 志 1413， 由 此 得 mr 才 4. 当 m 为 偶数 时 , 则 Gm- 十 2)” 


rT dr 


y 4 了 


与 n 同 奇偶 而 1413 十 ze 与 的 奇偶 性 相反 ,这 不 可 能 , 故 m 必 为 奇数 . 当 m= 二 1 时 ,Cm 十 "二 1 十 
与 zir 十 1413 王 2 十 1413 不 可 能 相等 . 当 mr 王 3 时 由 (2 十 3)3 一 妇 十 1413 得 n= 二 11,n 二 一 14( 金 去 ). 故 
所 求 的 (7 一 (3,11)， 


B 组 


], (1) 设 nn 的 轧 进 制 表示 为 7 二 (QQ 1 “0 ) 一 (四 二 a1 十 … 十 Ci 力 十 an ,CnN) — Ck 十 
a 十 十 1 十 ao,; 则 n! 中 所 含 素 因子 的 最 高 次 寡 指 数 为 w 一 [ 广 ] 十 [35 十 十 [2 一 


半 冰 离 亲 要 下 性 浊 由 江 尖 O 


此 
Cap aip ta) + (Cap ta ip 二 二 G2) 二 十 (pai) Fa =a 0 ) 十 


n— SCn) 
p—l 
(2) 因 为 mn 中 所 含 5 的 最 高 次 窜 的 指数 as 必 大 于 所 含 2 的 最 高 次 寡 的 指数 a , 故 只 需求 nn 使 


ui 一 人 二 2005, 印 2 一 (2 一 4X2005 一 8020. 因为 8020 = 二 (224040);:,S(8020)== 12，o5 一 


0 一 2002, 而 8025 一 5 X321,8030 二 5X1606, 可 见 8030! 中 所 含 5 的 最 高 次 赛 的 霖 指 
数 恰 为 2005, 故 所 求 的 最 小 正 整数 n==8030. 

2. 设 & 是 2n 一 1 的 任意 一 个 素 约 数 , 则 4 Cn 一 2) 或 Ca 二 1 若 有 Im 一 21 则 有 IFC2n 一 1) 一 
(2 一 2) 一 2 十 1 和 在 有 (2 十 1), 则 有 |LC22 一 1) 一 (2 十 1 站 一 2 一 2. 所 以 上 | 一 2) 旧 有 (2 十 1)， 枚 开 | 


L(x 十 1) 一 (x 一 2)]==3, 故 有 = 二 3. 由 下 的 任意 性 知 2n 一 1 是 3 的 宪 . 设 2n 一 1 二 3:, 则 n= 二 3， 
(3 一 3 2 了 3 十 3 

(zz 一 2)2(z 十 1) ~ 2 2 ′” 33(31 一 1)(31+1) ，， we a 

np] 3: 一 8 。3: ;有 以 ft3. 当 t= 二 3 时 ,27 1] 一 27 ,得 地 一 


14, 此 时 名 一 各 -9 十 一 16 是 整数 , 故 所 求 最 大 的 正 整数 * 一 27 


3. 由 题 意 pcqd 一 &Aa 十 1 可 见 a 之 2, 有 a Gb,c,d 互 素 ,人 否则 ped 除 以 a 的 余数 为 0, 与 题 意 矛盾 . 
同 理 5,c,d 都 不 小 于 2, 且 a,b,c,d 两 两 互 素 , 不 妨 设 2 人 a<b<<c<id. 由 ai(bcd 一 ,bi (eda—1),c| 
(dab 一 1),d|(abc 一 1) 知 a,5,c,d 都 整除 abc 十 bcd 十 cda 一 1. 又 a,b,c,d 两 两 互 素 ,所 以 abcd 整除 


abc 十 bcd 十 cda 一 1, 即 abc 十 bcd 十 cda 一 1 二 tabcd(t 为 正 整 数 )， ae hte da 


$=2， 故 t+ 一 ] ,4 一 2 或 4 一 3. 当 4 二 3 时 ， raat 十 一 十 让 之 忆 于 十 于 十 一 - 二 十 -全 <， 放 


一 二 十 工 工 一 3 工 一 号 _ _ J 
盾 , 故 a= 2, 于 是 元 十 十 到 六 十 二 十 可 扫 半 ,因而 - PS Mer LB oa 


b 二 5. 当 a 二 2,6 二 5 时 ,由 (a,c) 二 1,(a,d)= 二 1 知 c 宇 7， 过 之 9， 于 是 方 之 一 放 十 天 可 一 二 十 二 十 十 苹 


半 冰 请 疯 个 玫 性 澡 辣 尝 渔 O 


二 十 方 十 -9 < 消 1 邓 盾 ， 上 2 一 3,c 记 5,d 之 7， ,二 十 一 一 十 方 << 革 中 ,从 而 c 二 12, 因 (a,c)=1， 


故 c 侍 11. 且 从 可 求 出 d= 6 二 6 由 (c 一 6)135 且 c 委 11 得 cc 一 7 或 c 王 11. 当 c= 二 7 Hd 二 41, 当 c= 


11 时 d=13. 二 古 所 求 的 四 数组 Ca b,c,d) 二 (2,3,7,41) 或 (2,3,11,13). 

4. 由 7 [Ga 人 一 a 一 jj 二 7ab(a 二 (十 ab 二 性 阅 及 Thab(a 十 习 知 7 了 | 十 ab 十 区 , 即 a? 十 
4 十 闫 一 7381 为 下 整数 ). 当 1 二 1 时 ,十 ab 十 严 二 343. 因为 (a 十 上 ?一 ab 二 @ 十 ab 十 玉宇 3ab; 故 34b 志 
343,ab<<114. 于 是 343 过 (4 十 ?过 343 十 114 二 457,19<a 十 621, 令 a 十 5 一 19 得 a6 二 (a 十 DD? 一 343 一 
18,a 二 18,6 二 1. 经 验证 ,(e, 人 =(18,1) 满 足 题目 条 件 . 

5. 记 疏 一 2 十 全 则 as 一 关 十 入 王 100 可 以 被 100 整除 ,又 aioos 一 22+lo 十 (7 十 1008)2 王 2” 。 
(2 ) 风 十 谎 关 22。(24) 风 十 蛤 和 寺 2 。(242) 天 十 形 寺 2。，。(76) 到 十 姑 二 76 。2" 十 姑 (mod100) , 故 
aetio0g==76。64 十 36 二 4864 十 36 二 0(mod100) (EE Nj ), 故 a, 中 有 无 穷 多 项 uiooue(REN) 被 6 整除 
《上述 证 明 的 关键 是 76 CRE N+ ) 的 末 2 位 数字 仍 是 76 ,而 64。76 的 末 2 位 数字 是 64). 

6. 令 ff(n) 二 pg(n) 。 2 代入 原 关 系 式 化 简 得 g(tnT2)=2g(tn 二 1D)—g(n)T+n*，16 "i,g(n 十 2) 一 
gn 二 DD) 二 gn 十 一 g(2) 十 n*16 "1, 取 n= 二 0,1,…,n 一 1, 然 后 求 和 得 g(xn 十 1) 一 g(n)== 16- 1 Dk 


*, 记 FF(m)= Dk 16* ,16F(m) = Dk- 16- 针 1 一 = (k++11) *° 16 *,15F(n)=16F(n) —F(n)= 


tn--1) 
Soo en le » 16 "n=[1—16-" 0]—(n—1) 和 16 ， 
FOD 一 ] 宝 [1 一 16- 四 门 一 二 (一 ])。 16- 所 以 gr(2 十 1 一 gr(2) 一 [1 一 16- or 一 十 (一 
1)。16- “一 京 [- (152 十 1)。16- ,再 取 2 一 0,1,2……2 1, 相 加 得 g(n) 一 二 一 二 一 es[16 。16-1 十 
31。16 一 十 … 十 (152 一 14)。167) |, 记 产 0) 王 16。16-1 二 31。16-2 十 … 十 (152 一 14) 。16-co-D ， 
16h(n) 二 16 十 31。16 十 46。 16 “十 … 十 (15n 一 14) * 16 ™ ,15h(n)=16h(n) 一 PC 一 16 十 15。 


一 (一 2) 
《16 十 16 一 十 十 16 一 7 一 (1572 一 14)。16-5D 一 16 十 15 。 于 一 (15o 一 14) 。 


16 “一 16 十 1 一 16 让 一 (15n 一 14)。，16 D17 一 (5n 十 2)-”-D ,h(n) 二 六 一 让 (15n 十 2) 。 


16 "所 以 g() 一 一 5s[ 社 一 让 (15n 二 2)*16-“，] 一 To E15m— 32+(15n+2)16 m1] 


于 是 f(D) 二 gm) :27 二 [15n 十 2 十 (15n 一 32)。 16"1]27 tr = [15n 十 2 十 (15n—32) 。16"! 


20 一 2 ,而 157 十 2 十 (15n 一 32)。16” "二 2[n 二 1 二 Gn 一 3)。3"!11(modl3), 晶 15* f(1990)== 
2[1991 十 1987 。31989 ]21988° 三 21988 +1[2 一 2(33 )663]=20988 +1[2 一 2] 寺 0(mod13), 又 (13,15;) 二 1, 所 
Lb 13| 六 1990). 类 似 可 证 13| 了 (1989)， 131701991). 


7. 由 对 称 性 不 妨 设 a 闫 64. 令 ec 一 [二 ,B=[ 作 -], 则 a 宇 1， B 宇 0 利生 >a, 和 >>p, 故 ob 之 oh 又 


2 2 
4 人 一 么 十 之 之 2, 于 是 册 已 知 条件 得 a 十 B22 十 a6, (a 一 1)(B 一 1) 十 1&0. 又 a 之 1,8>0, 故 只 有 当 


406 


= a 李 和 


a>>1,8 一 0 时 成 立 ， 从 而 入 1 可 设 a 二 中 十 c(cEN ), 代 入 原 方程 化 简 得 5 十 2 十 [ 邱 ] 一 [大 全 十 


上 + b= 


。 .2 
[十 生 ] 十 6 大 二 如, 故 bc 一 D) 十 [全 ] 一 [玉生 十 言 ] (GD 若 c>2 且 6 一 ] 册 
DI 十 地 一 ] 一 [二 十 cq 一 1 十 cy 矛盾 . (2) 若 c 宇 2,6 实 2, 则 


Lr CC 加 
ble D+L J>e( 1) 十 二 1 之 6 十 Ft + 地 1 < 1 十 二 - ,也 


[0 十 广 了 ] 十 ap 一 6 十 方 于 B= 27 i 
(ap . 故 a= 大 十 1 满足 原 方程 . 由 对 称 人 性 知 满足 原 方程 的 一 切 a,6 为 或 
bp +2b(b2>2) a=F 十 ] 
aEtN,,， 

al 


8. 因为 1989” 二 (一 ])Y(mod5), 若 MM=5, 则 Mi 二 0(mod5),1989M 二 一 1(mod5),5 站 (1989M 十 
Rss ) ,所 以 M 关 5. 下 设 M 尖 5,1 委 Ms 委 9, 则 (CM,5)=1 且 5 是 素数 . 由 费 尔 怠 小 定理 有 部 尘 1 


(mod5),AE 三 M 于 是 Me 一 (MT)8T 。AME 二 MOmod5), 从 而 由 198% 十 AM 皇 ( 一 1) 十 MO 


(nod5) , 且 1<M<9 ,得 M==1 或 AM 一 4. 

9. 首先 xz= 一 1,y 一 1 满足 题目 条 件 , 设 (z,y) 是 满足 条 件 的 一 组 解 , 且 0<z 委 y, 则 和 十 m2 一 7 
,zi 为 整数 , 设 d 二 Cri,y), 则 diyn, 并 且 由 已 知 条 件 有 yi 十 mm, 让 diz, 但 (zx,y)==1, 故 d 二 1, 即 
(xi;y) 二 1. 由 名 及 已 知 条 件 (2) 可 得 让 十 (zi 十 0) 二 (zz 十 守 二 (YY 十 十 2 二 十 2my 十 
m( 式 十 mM). 由 于 (xyy) 二 1, 且 yy 十 wy 故 yl 十 m. 且 由 Oana|y 十 m,; 才 (ri,y) 也 满足 已 知 条 件 


2 2 
(1) (02), 且 妈 一 二 > 江 之 y>>x. 这 样 继续 下 去 又 可 得 一 组 解 (zi,y1) 满 足 % 之 y 重复 以 上 推理 
可 得 无 窃 多 组 解 (x) » .Yl ) 《2 ,ya2 ) ,满足 TT YY Ye 
10. 不 妨 设 4 之 6, 原 方程 化 为 al 一 外 十 1 十 全 ,由 a1, 名 ,1 沸 为 整数 , 故 c 之 6, 且 al 一 全 十 


1+ 全 之 3 , 故 a 之 3, 从 而 a! 为 偶数 . 于 是 与 分 [中 有 且 只 1 有 一 项 为 奇数 

(1) 假 设备 为 奇数 , 则 要 么 ,要 -61 有 为数 ub 

Ci) 着 a= 六 则 al 一 2 十 纯 . 当 aa 一 3 时 ,有 43,c 一 4 当 4>4 时 ,由 于 ol 一 2 不 被 3 整除 ,所 
以 ca 十 1 或 ca 二 2, 全 ==a 十 1 或 (a 十 D(a 二 2), 从 而 a 二 a 十 3 或 al 二 (a 十 1) (a 十 2) 十 2. 当 


a 一 4 或 5 时 上 式 不 成 立 . 当 a 之 6 时 ,al 之 (a 十 D(a 二 2) 十 2 之 a 十 3, 原 方程 无 解 . 
(i ) 车 a 一 5 十 1, 其 中 6 为 偶数 , 则 原 方程 化 为 (0 十 D1 二 6 十 2 十 全 ,因为 全 为 奇数 时 ,人 为 偶 


ci ee 
es 


闲 沙 赢 料 局 卫 性 潍 沁 辐 凌 交 0 


妆 冰 入 凋 下 丘 帐 演 区 入 净 O 


又 


数 , 故 cp 十 1, 5 可 被 6 十 1 整除 ,从 而 5 十 2 可 被 5 十 1 整除 ,矛盾 . 
2) 假设 为 偶数 ,2 为 奇数 , 则 c 一 /或 c 一 0 十 1(8 为 偶数 )， 


(i) 若 c=6, 则 原 方程 化 为 (a1) (61) 一 al 十 2000 ,2 Co! 一 1D) 一 2, 故 引 一 2,0 一 1 二 1, 于 是 


b= 二 2,atl 二 4 不 可 能 . 

(上 ) 硅 c= 二 6 十 1, 则 原 方 程 化 为 (a1) (61)==al 十 (6 十 2) (61),al (ol 一 1) 二 (65 十 2) (651), 因 
Cb! 一 1,60) 二 1, 所 以 (61 一 1 十 2) ,因为 5 为 偶数 ,所 以 5 二 2,a! 一 8 不 可 能 . 综 上 所 述 , 原 方程 
有 惟一 和 解 a 二 3,6 二 3,c 二 4. 
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1. 自 先 证 明 满 足 题 设 条 件 的 点 至 多 能 连 9 条 线段 : 

讽 此 6 点 中 度数 最 大 的 为 , 设 此 点 为 Al, 设 与 之 相连 的 点 构成 的 集 
合 为 M 一 {B1,…,Bx}), 则 M 内 任 两 点 不 连 线 ,其 余 点 为 As ,As,…,As_k， 
因 从 每 个 A; 出 发 至 多 及 条 线段 ,从 每 个 B; 出 发 至 多 有 6 一 K 条 线段 . 


故 图 中 的 线段 数 至 多 为 亏 [K(6 一 K) 十 (6 一 K)K] 一 K(6 一 K)< 


2 一 9 


( 


故 , 至 多 能 连 9 条 线段 . 
2 设 6 5、 相交 组 成 的 一 个 矩形 为 ABCD. 
如 图 所 示 ;: 设 POP’= /QOQ ==a. 
POQ 一 人 ABC= 二 90 有 O、P、.B.Q 四 点 共 圆 ， 
“. /AOPP’=/OQQ. 

”有 A 人 OPP'wA 人 OQQ. 


又 了 人 POQ= 一 POQ ， 
人 POQcAP oOQ- 
LOPQ= OPQ- 
同 理 OPS= OP'S ， 
从 而 ASPQ= 一 SPQ- 
有 萎 形 PQRS 与 葵 形 PQR'S 相似. 


专 题 研 究 系 列 


对 于 任意 旋转 a 角 所 得 萎 形 与 PQRS 相似 . 
故 所 有 获 形 彼此 相似 . 
3. 先 证 3 引 理 ;着 {z， } 是 凸 数 数 , 即 Xi 二 Ti» 之 25i+1 , 则 | 


引 理 的 证 明 咏 (n 十 DxCsS2" 2x 
事实 上 , 当 ”一 2 十 1 为 奇数 时 ,有 

0 十 .之 2 十 To 1 之 十 Teti 9 
GOGO 0 


由 切 比 雪夫 不 等 式 有 
Cat DnCs =Ft DY ta )C nt DD +o)0 


] 二 了 
< (2 十 1)。 EI Tt 。 [2.Cn | 


3 [Etz i)] (FC) ， Sz. 
类 似 地 可 以 证 明 ”为 偶数 的 情形 . 

下 证 原 题 :对 数列 {aip?) (i 二 0,…,n)， 

由 aib"™ ita To ?atip > {gb } 是 凸 数列 . 


Baibp™iC: Paib" 
由 引 理 知 一 一 7 一 一 二 ri 


而 aib" iC 二 (g 十 5)”， 


a'p™ 

所 以 一 之 
取 等 条 件 是 :ab”' 二 a? pr 个 ?， 
即 < 一 &, 证 毕 . 、 
为 证 显然 当 4a==b 时 , 原 式 取 等 号 , 当 a 关 b 时 ,不 妨 设 a>>b,a 十 6 一 2m>>0， 
4 一 Mi 十 六 0 一 和 一 广 太 人 0， 
则 (& 一 六 (@ 十 Ce i6 十 十 本) 二 ”11 一 p11 
一 (7 十 7 (m7 2p (n+1). 
a—b=—2r, 

a Ta b+ 十 扩 之 mm”，(n 十 1)， 

Tartibt pb 

n 十 1 


了 nl ene nn 


> 一 (2 ， 
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奥 
林 
匹 
克 
数 
学 
中 
的 
真 
是 
分 
析 


汪 冰 离 亲 下 玫 怪 于 目下 各 粳 C 


印 


当 且 仅 当 a= 时 取 等 号 . 


第 二 试 


4 当 0 时 , 令 =k 寺 1REN,0 过 1 二 DD)， 
Fi 一 Fo 
一 | FE 十 DR 一 1 十 四 十 RE 一 1 十 站 一 FE 一 2 一 2 十 门 十 二 Fl 十 一 FOOD 二 FDCo)| 
雪 | 0R 十 门 一 FE 一 1 十 中 | 十 … 十 | 二 D 一 Fo 十 | Fo 一 Fo)|， 
kitt kil) |<1, 
有 | f(x)— f(0)| 
1 十 1 二 十 1 十 一 0)| 才 十 1 声 |x| 十 1， 


. 大小] 


fx) 一 1| 扎 |x| 十 1， 

… 有 一 |z| 志 f(z) 夺 |x| 十 2. 

同样 当 rz<0 时 , 今 x 二 一 k 十 :EkEN, 一 1 二 1 过 0)， 

| flr) — £00)| 

=|f(—k+TD— fk 二 fC 一 1+0)—f(0)—f(0)| 
< 妇 | (一 十 D 一 了 A 一 十 DD 二 十 | 一 1 十 | 十 | 020) 一 了 (0)| 
< 十 1 和 |z| 十 1 

和 有 |f(x) 一 1| 志 ijx| 十 1， 

即 一 |xz| 夺 fz) 过 ix| 十 2. 

5. (1) 设 第 nn 行 的 和 为 S;, 则 易 发 现 S41 = 二 2S, 十 2d. 

又 S51=24a, 

则 Si 十 24 二 2(S, 十 2Q) 一 一 27(S1 十 2d) 二 2*(24 十 2d). 
所 以 有 ”5,= 二 2'a 十 (2 一 2)d. (递归 ) 

(2) 若 2"a 十 (2" 一 2)d 一 1988， 

则 由 Za 十 (2 一 2)d 二 27(a 十 d) 一 2q 一 1988 得 


1988 
人 


a 十 d 洋 [ ] 十 1， 


当 2? 袜 11 时 ,2"4 二 (2"7 一 2)d 这 21 一 2 十 2>>1988; 

当 n 二 10 时 ,Za 十 (2* 一 2)d 守 (2* 一 2)X2>1988; 
当 n 二 9 时 ,Za 十 (2 一 2)d 这 (2 一 2)X4 十 2 守 1988; 
洒 7 一 8 HT,2"4+ (2 —2)d>(2: —2) X8+2>1988; 
当 n 一 7 时 ,2"4 十 (2 一 2)d 宇 (27 一 2) X16 十 2>1988. 
均 ' 学 狼 阐 盾 . 


;4 
EE 


n=6 时 ,64(a 十 dq) 二 1988 十 24, 得 a 十 d 宇 32. 
当 a 十 d 一 32 时 ,有 d= 二 30=>a 二 2. 
当 a 十 d 之 33 时 ,62(a 十 d) 十 24 宇 62X33 放 1988, 了 矛盾 ! 
综 上 所 述 , 所 求 n 最 大 值 为 6, 此 时 a=2,d= 二 30. 
6. (1) 在 (x ) 中 令 y= 二 一 +, 则 有 
2f (27)+f 60)=4f Cr) fx) CO) 一 1. 
在 (x ) 中 用 一 z+ 代 x,z 代 yy, 则 有 
f (0) +2f—27)=4f(—7x) f(r) f0)—1. 
比较 @@.@ 即 有 f(27x)=f( 一 2x)， 
fz) 二 了 (一 zz), 即 f(z) 为 偶 函 数 . 
(2) 令 XT 二 1,y 二 0, 代 入 得 f(2) 一 一 
在 C(x) 中 用 2 一 + 代 y, 有 f(2) 十 fC2x 一 2) 十 f(27)= 二 一 1， 
xz) 一 一 FACz 十 2)， 
f(7)=— f(x+2)= f(rt4). 
即 fx) 是 以 4 为 周期 的 一 个 周期 隧 数 . 
(3)°” f(x)+2=— f(x), 
f0)=—f(2)=1,f(3)=— /(1)=0. 
综 上 及 (2), 有 
1 ,nO0(mod4), 
oe ee 


— |] ,n=2(mod4)., 


©O 
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解法 2 (]) 令 zx 二 y 得 f(2zx)==2f(zx)? 一 1. 令 7 一 0>/(0) 一 一方 ,或 f(0)=1. 


若 f(0) 一 一 亏 , 令 十 y=25,+ 一 y 一 21, 代 入 ( * ) 式 ,得 : 


fies) 二 ff(22) 二 A2s 二 21) 二 4s 十 站 (5) f( 一 7 一 1， 
fs 十 2 二 f(s 二 2 二 2f(s 十 f(s) (一 2) 二 1. 


在 @ 式 中 令 :一 0， 得 :3f(s)* 一 广 . 


© OO 


令 ;==1=>f(1)*= 地 与 /1) 一 0 矛盾 
ff(0) 二 1, 久 中 今 ;二 一 1 得 

fAD— fH) CF ODA 2) 0. 
在 外 中 , 令 ;二 0,2f00)(f0) 一 了 (一 ?)) 二 0. 
由 @@ 得 : f(x) 二 了 (一 zx). 
(2) 由 () 知 f(D 了 f( 一 1) 一 0,f(0)==]， fC2)=270)7—1=—1,f(4)=1. 
由 《1L) 中 国 式 知 fT HAD tTD =2fG4D FWD+L. 

令 1 一 4=>ff(z)— f(T+4)):=0=>f(r)= f(s 二 4), 


© © 


六 冰 测 间 蛋 琴 醋 渤 油 关系 冯 O 


“fCX) 以 4 为 周期 . 
(3) f(0)==1,f(2) 二 一 1t, (1)==0.@ 中 令 :=1,t 二 2, 则 f(3)=0. 


1,4/zx， 
fx) -ee 


0,2/Xx—1. 
解法 3 取 Xx==y= 二 0 得 : 
3f(0) 二 4《0) 一 1 过 fC0) 二 1 或 f(0)== 广 . 


在 (x ) 中 , 取 z 一 y 一 方 之 2 了 (1)4f(0) 一 4f(0) 搬 ( 雪 ) 一 1， 


即 人 中博 ( 涩 ). 著 /(0) 一 计 , 风 


4f1( 己 )= 一 1, 矛 盾 . 


故 FoO) 一 1. 
f(27)=2f (7x)—1. 


在 (x ) 中 , 令 xz 一 0 得 :CO) 十 大 一 轨 十 1 一 和) 闫 ( 方 ) 一 1 一 4 严 ( 方 ) 一 |. 


在 中 , 令 xz 一 人 得 :4 挛 ( 方 ) 一 2f) 十 2, 将 它 代 人 @ 式 ,得 : 


太一 二 f(y)，, 故 为 偶 疯 数 ， 

在 名 中 令 x 二 1, 知 f(2)= 二 一 1， 

f(tl+y)+ fly) f(2)=—1, 

f(y) 二 一 人 1 一 9) 二 一 yy 一 了 二 f(y 一 3). 
上 ”f(zx) 为 以 4 为 周期 的 函数 . 
ff3)=f(—3)= ff(1)=0,7f(4)= ff(0)=1, 

故 (48)= 二 1] ,ff(4k 十 1) 二 0, (4 十 2) 二 一 1,f(4k 十 3) 二 0. 证 毕 . 


1990 年 湖南 省 高 中 数学 夏令 营 试 题 


1.".” 19901n, 
设 n 二 1990k 一 2X5X199k,kE NI. 
令 上 ==2° 。5?。1997 。 gf + gi :ogY ,apP,Y, YEN(Gi=],2,." ,1), 
.有 7 一 2e+1。58+1 。199”+! 。gY 。 gig. 
又 nn 恰 有 12 个 正 因子 ， 
12 一 (ae 十 1 十 1)68+1 十 1)(7Y 十 1 十 1)(0 十 1) (和 十 1)， 
即 2xX2X3==(a 十 2)(8 二 267 二 29 十 DD…(Y 十 )， 


a 
a 


有 Y=0,i 一 1,2,*…,1， 

a 十 2,B 十 2,Y 十 2 中 有 一 个 为 3, 其 余 2 个 为 2. 

有 a 二 1 时 =7Y= 一 0, 有 7 一 2*，5。 199， 
Bp 一 1 时 a 二 Y=0, 有 nn 一 2，5” ，199， 
7 二 1] 时 a 二 8 一 0, 有 nn 一 2，5。 199”， 

综 虐 所 述 ,n 有 3 个 值 ,中 2:，5*，199;2，5*。，199;2，5。，199?. 


1990—2 x 
1990 一 (一 505 一 


由 ”二 PPA: 一 了 POP P;=a 及 POA,P 一 ~P,A, Pi ,得 

人 POP Ai coA 人 AP PiA;， 

类 似 地 有 人 POP ACcDA 人 AP PiAscpA 人 AP P AcoDpcDAPooPiossAi， 
设 PANa 一 ,AP =c(G 一 0,1,2, 1989,Aiol =Al), 

则 aa 一 ci 一 0 1 1988) ,p 一 Ma， 


2. (1) 设 一 POP 4 一 a, 则 a= 一 


C2 
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a EE 本 二 一 — 一 一 
一 一 一 生生 学 ~ 


SnO cy bb cz Clgg8 Dlgg9 
于 是 ,Aasin90 二 bo sin0== (a 一 Db) sina, 
(a—b, ) sint= 0 sina, 


by sina ~— (a— Db )sina, 


(a— Olivgg ) sino 一 Digg7 Slnw ， 
Piggg sin0 = (a — plog9 ) sina 9 


C1989 sind= Dig8e sina., 


A loo0 A, 
& 2 
pp & 
P Np 
/\ 1989 3 
b yso | C， 
A, A 
b, 
(1989 \ Pgo0 7 / 
P, ~ 和 KE 
bo < Ci 
A, C0 P, b, 4， 


以 上 各 式 相 加 ,得 
(994a 十 Ma 十 close )sin0=— 995asina, 


995asin( vos 一 太一 (994-HA)cstmO 一 coge sind, 


由 0< cl1989 a 代 人 人 中 得 


员 0<995asin( sor —O) —(994+ XA)asing<sing, 
林 BB 0<<995sin cosO— (994 十 1 十 995cos ~ )sing< sing 
天 99 995 
死 . 开 ,区 
数 995sin 995 995SIn 995 
学 ta 
中 995(1 十 cos FE ) 十 和 995(1 十 cos = ) 十 和 一 1 
的 995 995 
真 所 以 6 的 取 值 范围 是 
题 x 
分 995sn 905 995sn g95 
术 arctant 一 一 人 )<<U<aretan( 1) 
995(1 十 cos go5) tA 995(1 十 cos 995) 十 4 一 ] 

(2 ) 当 万 1990 二 po 时 LI989 一 4 一 名 -一 (1—A)a ,代入 中 得 

995asin( 5o5 —0— (994T-A)asind—=a(l—4)sing, 

由 此 可 得 

sin -< 
tan0 一 5 tan 一 一 
1 十 1990 
“OS 995 


0— -i 
又 0 为 锐角 ,所 以 6 天 


3. 必要 性 : 设 /xz) 一 g(z)。PGz) pz)。Pz)EZ zl 

由 (0)= 二 f(a)==… 二 f(a, 1)=1 

—>gpg(0)hO0)=g(a)h(a) = =g(a 1)h(as-1)=1 
—>pg(a;)=],h(a;) 二 1 或 g(a;)= 二 一 1 ,h(a;)=—1. 
考虑 多 项 式 pl(z) 二 g(x) 一 h(x) 有 7 个 不 同 的 值 使 其 等 于 0， 
而 gCz) .Ah(X) 的 最 高 次 数 均 小 于 n, 改 过 g(x) 夺 h(x)， 

即 有 f(z) 二 Lg(x) 上 ,上 且 有 1 为 偶数 . 设 n==2s， 

于 是 XC(X 一 a1) (Xa2) (Xa 1) = (g(rT) 1)(g(zr)+ 1)., 
不 妨 设 g(x) 的 首 项 系数 为 正 , 由 此 可 得 

p(T)—=X(T—a) rla 1) 十 1， 

g(T) 一 (一 0 )(CZT 一 QT 一 02 1) 和 二 1， 

(必要 求 适 当 变 更 上 式 下 标的 顺序 ), 两 式 相 减 得 

(Z 一 0 (一 QHl ) (rag) ) 一 XX 一 Q1)""*(X 一 Qs-1) 二 十 2. 
令 7 二 0 得 (一 a (一 gy41) 下 ( 一 qz) 二 十 2， 、 

即 士 2 应 分 解 为 ;个 不 同 整 数 之 乘积 , 故 ;二 1 或 ;=2. 

当 s 二 1 时 ,n= 二 2, 由 @ 得 ai 二 2， 

FFCzZ) 一 (一 2) 十 1 一 (zz 一 1 


OO 


DD 琵 经 昌 by 


当 s 二 2 时 ,2 一 4, 由 四 得 azas 一 2 ,不妨 设 a 之 a3， 
则 ea: 三 2,as 一 1] 
这 时 化 为 (x 一 2) (x 一 1) 一 x(x 一 al) 二 2， 
由 此 可 得 a 二 3,; 从 而 f(x)= 王 x(x 一 (x 一 2) (x 一 3) 十 1] 二 (x?2 一 3x 十 1)?， 
于 是 必要 性 得 证 . 
充分 性 :2 一 2,a 二 2 时, f(x) 二 x(x 一 2) 十 1 二 (x 一 1)?. 
n 二 4,a1 ,az ,as 是 1,2,3 的 任意 排列 时 ， 
JJZD) 一 TXT 一 1)(Z 一 2)(Zz 一 3) 十 1 一 (2 一 3 十 172， 
故 充 分 性 得 证 . 


妆 冰 亢 亲 亚 王 性 沟 浊 和 涉 痢 C 
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1. (1)x 二 0 时 y= 二 土 1;7 二 1 时 y==0;X 二 一 1 时 y= 二 0. 
《2)7 天 0 有 是 7 关 十] 时 ,yy 二 一 一 了 十] 二 一 DD) 一 (一) 一 (x 一 D(Cr 1)=(Cr—1)? 
(Xz 十 D(x 十 X 十 1). QW 
人 一 1 天 0， 
7—1|y. 
设 y= 二 (7 一 1)1, 式 化 为 二 (x 十 DD (x? 十 x 十 1). 
十 X 十 1 二 (一 1)? 圭 ](mol(x 十 1)) 有 日 x 十 1 关 0， 
(X 十 1 ,x 十 xX 十 1) 二 1, 故 存在 整数 使 得 wjz Hu? 寺 x 十 x 十 1 | © 
但 x 之 0 时 , 康 << 菩 十 x 十 1 之 (x 十 1)?=>x? 十 x 十 1 不 为 平方 数 . 
7 和 一 2 时 ,zz 一 1] 和 < 一 位 十 z 十 1<xz2=> 妇 十 z 十 1 不 为 平方 数 . 
夏 当 z 天 0,z 天 十 时 ,x 十 Xx 十 1 不 为 平方 数 这 与 加 矛盾 . 
综合 四 罗 知 :方程 属 一 如 一 x 十 1 二 的 整数 解 为 ( 士 1,0)(0, 圭 1D). 
2. 作 IDj」AC 于 点 DD, 则 ID=r. 


| A CC _AD. CD AC 
(1)cot 2 cot 了 一 7 有 十 太一 ， 


B 
Krcot 3 页 ] 
| /XAacX—B 
cot DF 十 cot D3 tan 了 


于 光 涌 凋 相手 性 演 吉 加 涉 灼 O 


.BB 也 
Si 2 Sin 2? 


(2) 原 命 古 等 价 于 志 BOI>> 玉 ecot 今 cot 与 一 KR 一 0， 
. T A 人 Rir 
昌 HBOI< 9 Ocot 3 COt R70 


下 面 证 明 心 ,的 同 时 成 立 . 


多 


( 工 ) LBOI>5 OB +OF <BEOR’ TR -2Rr<BFE (Euler 公式 )32R(R—r)<BIR. (x) 


,B on A C 
CO 2 ] an 7 tan -5 
cot 全 cot 5 tan 与 tan 人 十 tan 5 
tan A 
l w 2 2 
tan 二 tan (FL) tan Stan 总 ) 


] 


4 


cot 人 cot 与 一 1 


] 


结合 第 1 问 的 结论 有 :8 天王 4Ryrx 一 一 一 一 一 一 一， 
cot ~ cot -一 一 】 
2 2 
CX ECR r) cot 到 全 cot 全 -一 (R—7) 2rOR-) cot 人 S cot 所 <R+ re cot 
7 所 以 D 式 成 立 . 


CT EAE NE OR cot 今 col 5 —(R—/)>2recot 人 4 


nr 


综合 (I)( 卫 ) 有 :人 BOI 关 了 (BOI 一 至)(ctan 今 cot 一) <0. 


2 RC— 
3， 因为 ki ,到 2 sk 中 有 s 个 遇 数 
有 m 一 s 个 奇数 . 
A 二 kk, —k; 3 
原 不 等 式 会 记 aia cos| (k;—k; ) 7 Js 二 (m—s)*—m 
不 妨 设 ki ;2 “kk 为 偶数 ,k,|1 "Rn 为 否 数 . 刚 
(x ) 左 边 一 2 > _aiajcos[ (ki 一 馈 ) 友 J] 十 2 2 Qua ; COs[ (有 ;一 门 术 ] 


二 ] Fe 1 


]<i Es :十 1Ai7 和 mm 


人 ot CC. 


2 2 


2 cot 蕊 > 


(x%) 


PE 
RCR 一 


一 上 2 一 sg 十 (m 一 $9 一 (m 一 9) 二 十 (m 一 5 一 yp, 证 些 . 


第 二 试 
4. 证 法 1 (1) 首 先 证 明 f(n) 为 N 上 的 满 射 , 否 则 , 必 存 在 n,m， 
使 f(n) 十 l 夺 mm 夺 f(n 二 1) 一 1 
由 一 a 一 1 过 [Laj 志 a 及 由 局 知 
nD cn 一 D8 一 1_]<nY5 一 DD, 韦 盾 
故 对 Ym, 存 在 识 使 fn) 一 n. 由 g(1) 一 min{m|! f(m) 宇 n}， 


知 fm 一] 之 n,m) 二 nn,y 即 f(g(n)) 二 n;(1) 得 证 . 
V5—1 
2 


(2) 令 


a, 则 f(n) 二 [an|, 有 二 a—1 一 0. 


于 是 转化 为 证 明 ;g6x) 一 fn) 二 5Cg070)) 十 1 二 nn 十 1， 
即 gC) = fn)+nt+l,， 
f (fT) Tn, 
ff O00) Hn ln. 
OOLa(Lan tn) <n, 
而 [aC[eanj] 十 nj 过 [en 十 anj 二 [nj 二 nt;y 句 成立 . 
又 ff(f《n) 十 n 十 1) 二 La([Lanj 十 nn 十 1)j 写 La(an 一 1 十 n 十 1)|] 
二 [Ln(e 十 o) 二 [nj 二 n, 镶 成立. 
故 g(7) 二 fm) 十 n 十 1. 


只 需 证 


证 毕 ! 
证 法 2 (1) fm nn nom> tl1 
当 zx 天 0 时 ,知人 二 lnE 

mn +1 


满足 f(m) 之 n 的 最 小 m 是 [外 款 1x] 十 1， 
Bh g() =[ln] + 


/gm Jn tl 1)] =n 
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S01 IT n+ ]+=! 1]= 


[1 1 二 1 ]+ ln] 


5 一 1-V5 一 ] 3 一 5 V5 一 1 
一 人 5 )<1 


OU 


0S ln 1 tl 


1 tn 1 9 n+l. 此 式 显然 成 立 ， 
论 及 QD 式 知 只 有 
1 


[人 十] 一 nr ln]= Sl, ;显然 成 立 . 


设 4 一 ai 十 az 十 … 十 ci< 妇 100)， 
则 有 4 一 A; 宇 1 HL 0<A<200(1<z<<99)， 
在 10014， 1 太志 99, 则 由 0 二 A; 二 200 知 A; 二 100, 了 矛盾 1! 
夺 A; 二 Aj (mod100) 不 妨 设 ij, 则 A， 一 A; 二 100, 了 矛盾 1 
故 AAAioo 构成 模 100 的 完 系 . 
在 ao 一 2 则 w 一 az 一 … 一 alo 一 2=>Aso 二 100, 户 盾 1 
al0 之 3 全 4 二 4 二 197 (< 二 99) 
全 存在 1<DS99, 使 4 一 98,A 一 99. 
又 4 一 4 他 1 人 /一 ;1 才 1] 
Aaitl = a 一 4 一 … 一 01 一 1] 人 ;一 98 一 al 一 必 一 …aos 一] 
一 41o0 一 101>100 ,政大 |! 
收 假设 不 成 立 , 原 题 得 证 . 
证 法 3 我 们 用 归纳 法 证 明 下 面 引 理 ， 
la Ra dn (a EN ) 
Ql 十 @2 十 十 qx 一 nn. 
则 在 在 铬 干 个 a; 的 和 为 2n. 
n 二 2 时 , 引 理 即 ] 和 ai 和 0 Eas Ra 4. 
41 十 cz 十 as 十 ax 一 8. 
(站) 大 4&1 二 2=>as 一 qs 二 a 二 2， 

al 十 az 一 4 命题 成 立 . 
(让 ) 夺 二 1, 则 az ,a ,a4 中 存在 一 个 a; 二 3， 

Qi 十 ai; 二 4. 
命题 也 成 立 . 
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假设 命题 对 ”一 1 时 成 立 . 那么 对 nn 时 ， 

la as Rd 2n. 

(| ) 硅 4a1 一 2, 则 as 一 as 一 … 一 一 2. 命题 显然 成 立 . 

(ii ) 车 四 王 1,az 尖 1 考虑 al ya yal 十 aa 十 aa ya ai 十 oo 十 as 十 … 十 ay 这 2n 十 1 个 两 两 
不 相等 的 数 . 这 些 数 在 A 二 {1,2,…,4n}) 中 ,将 集合 A 分 成 2n 个 子 集 {1，22z 十 二 (2，22 十 21(27， 
4n). 以 上 2n 十 1 个 数 分 布 在 2n 个 子 集中 ,由 抽 懂 原理 可 知 存在 两 数 在 同一 子 集中 . 又 wa 委 a 二 2n， 

。 aisas 不 在 同一 子 集 中 . 从 而 将 在 同一 子 集 中 的 两 数 作 差 , 即 存在 若干 个 数 之 和 为 2 

5. 证 法 1 反 设 al 十 a2 十 … 十 Qio 二 200, 设 Qi 一 qs 二"… 一 a 二 1 ,al 之 2 

(1) 知 上 0, 则 ai 一 as 一 … 一 alo0 =2( 由 a 二 200 及 al 之 2 易 知 ). 

显然 身 十 qz 十 … 十 aso 二 100 与 题 设 矛盾 . 

(2) 和 在 t 宇 1; 由 200 一 (al 十 … 十 Ga 十 《ati 十 十 a99) 十 Qj00o 守 1 十 2(99 一 息 十 qj 地 1t 社 a100 一 2，Q) 

考虑 A 二 aioo 十 agg 十 … 十 as (<A 委 100)， : 

右 人 存在 &, 使 A 二 100, 则 矛盾 ,否则 必 存 在 使 

Qi00 十 aee 十 "十 ax 之 100< 之 ayoo 十 a9g 十 十 Qi 十 ar-1 王 100 十 xz. 

(站) 若 a4_1 一 Xt; 则 令 二 a4_1 一 Xx 入 t. 帮 al= 二 4z 二 … 王 ay 二 1， 

于 是 aj 十 @z 十 … 十 ar 十 必 十 ai 十 …… 十 ao 一 上 十 100 十 xz 一 at 一 1I00. 亦 矛 盾 . 

(ii) 大 ec 一 xz 上 1 闻 aloo 一 1 之 al 一 | 

当 有 目 仪 当 z==1 县 ai 一 atoo 即 ai 一 一 … 一 alo0 时 取 等 . 

此 时 ,有 101 王 100 十 z 一 aioo 十 ae 十 …… 十 ak 1 一 (102 一 开 )aloo 

显然 只 有 R 一 1],alioo 一 ] 时 上 式 成 立 . 


此 时 >a 二 100 关 200, 蔬 盾 . 

综 上 ,假设 不 成 立 , 即 a 十 as 十 as 十 … 十 atoo 关 200. 

证 法 2 欲 证 原 匮 ,只 要 证 明 帮 41 志 @z 志 于 Qiwm 之 100 有 目 al 十 az 十 … 十 aioo 一 200， 
则 能 从 wa ;az ,… ,aio 中选 出 硅 干 个 数 使 它们 之 和 等 于 100. 

下 面 用 反 证 法 进行 证 明 . 假设 aj 志 az 志 … 志 Qi 二 100, 且 ai 十 az 十 … 十 aioo 一 200. 
但 不 能 从 a1 ,az ，…aoo 中 选 出 右 干 个 数 使 它们 之 和 等 于 100. 

命题 也 成 立 . 

〈( 山 )ail 一 1 az 一 1 

右 az 一 2 一 ], 则 十 al 一 22 成立. 

在 ca; 一 272 一 2, 则 wz 十 ai， 十 cz 一 2 成立， 

若 1 委 w 委 … 委 co <2(n 一 1)， 

则 1 和 a; 志 生生 az 之 2(n 一 1)， 


六 池 启 并 三 匡 往 洋 沁 同 渤 闭 0O 


且 as 十 as 二 二 am = ai 一 (a 十 az ) 二 4n 一 2. 
显然 U3 yd ，,"…* ;a2 个 能 全 相等 ， (否则 2n 一 214n 一 2, 逆 盾 !) 
不 妨 设 Qi ditl ,那么 考虑 


A » 十 dm a | 
py ed 到 


Q3 9344 9 0 90041 一 1 dz 一 ]Gi432 呈 Qn 这 2n 一 2 个 数 . 

这 2n 一 2 个 数 满足 归纳 假设 , 放 存 在 在于 个 数 之 和 为 2n 一 2. 

(1) 厂 这 些 数 中 有 Ci+1 一 | 和 w+ 一 1， 

那么 把 (ti 十 ] ci 代替 QiH1 一 CA2 一 1( 即 把 l 加 回去 ) 9 

就 有 若干 个 数 加 起 来 等 于 2n. 

(2) 行 这 些 数 中 合 ci 一 Gai2 一 ] 中 一 个 ,那么 , 财 补 上 一 个 Ci (或 az ) 即 可 . 

(3) 知 这 些 数 中 不 仿 GT 一 上 ai+3 一 2, 那 么 外 上 Al» 2 ,也 成 立 ! 综合 上 所 述 对 ni 时 ,命题 成 立 ， 
引 理 得 证 . 

回 到 原 题 ;假设 ai 十 &z 十 … 十 a1w 二 200 在 引 理 中 取 n= 二 50, 故 可 得 到 寿 干 数 的 和 为 100, 与 已 知 
矛盾 ! 故 假设 不 成 立 . 

Ba 十 十 a100 一 200. 

证 法 4 我 们 只 知 考 虑 本 题 的 逆 否 命题 

a EN’ (1=—=1,2,°,100)0 wo 之 100 且 

中 十 az 十 … 十 ao 一 200, 则 必 有 放生 11,2,3,… ,100} 且 互 不 相同 ,有 

az1 十 azz 十 … 十 & 下 一 100， (人 关 ) 

考察 Si 一 aioo 十 ae 十 … 十 aol 一 10 一 1 2 3 ,100), 则 .SS 9SiogE11,2,3，…,200). 

将 {1,2,…,200} 中 的 元 素 两 两 配对 (200,100)(199,99)…(101,1), 共 有 100 对 . 

各 S1S2…Siw 中 有 两 个 数 ( 不 妨 设 为 SS (> 站) 属于 同一 对 中 ， 

由 于 S) < , 有 S; — U00--} 十 Go- 十 十 Qiol 一 / 一 100. 此 计 ( * ) 成 立 . 

右 S1S2*……Siw 中 任 两 个 数 都 不 属于 同一 组 , 则 每 每 组 都 有 一 个 数 为 S1S，…Siwm 之 一 . 

考察 (101,1) 易 知 ai 关 1(i 二 1,2,…100)ik 使 得 Qi 十 arti 十 … 十 qo 二 101， 

从 而 al 十 az 十 … 十 ck 一 99. 

1) 知 十 Qs 十 一 十 ox 二 100, 则 ( x) 成 立 . 

2) 和 茶 Qi 十 虽 十 一 十 Qs 记 100, 设 二 az 十 十 Gy 一 100 十 mm 宇 1 月 mEN* ， 

此 时 设 wa 一 一 … 一 必 一 1,a+1 伍 2. 

各 ;一 0, 则 ai 一 az 三 ai 一 … 一 aloo 一 2->al 十 az 十 … 十 aso 一 100. 

大 ;人 1, 此 时 有 以 下 两 种 情形 : 

1 MI< 此 时 ao 十 … 十 必 一 100(* ) 成 立 . 

2 1i 字 1 十 1 中 之 100 十 六 一 99 王 12 ,此 时 有 

ai 十 … 十 ci 十 ae 十 十 aioo 科 .27099 一 站 ， 

XX” 4 人 220 一 十] 一 1 十 1]…100)， 

对 GEG4 十 1 一 1 十 1…100)， 
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均 有 一 2 年 一 2 一 … 二 a 二 1,ai 一 ;十 2 易 知 ;过 100, 否 则 a =100<-200. 
Di 一 99 时 ,有 am 一 101, 矛 盾 | 

@i=99 时 ,a 一 i 十 2 二 100, 矛 盾 ! 

@49<i<97 时 ,a 十 at 十 az 十 十 ags 一 1 一 i 十 2 十 98 一 i 一 100( ”98 一 ji 站,( x ) 成 立 ， 


De 


EE 


(iA48 时 ， 此 时 Ul 2 ”人 100 中 至 少 有 100 一 49 一 Dj 个 为 2, 取 其 中 50 个 相 加 和 为 100( 关 ) 成 六 . 

综合 上 知 ( x ) 成 立 , 从 而 原 命 题 亦 成 立 . 

证 法 5 事实 上 我 们 只 需 证 明 如 下 售 题 :已 知 100 个 目 然 数 和 科 轨 和 和 …… 委 ao 过 100. 行 有 al 十 
02 十 十 Caoo 一 200， 则 一 定 可 以 从 mw ,az ， …aloo 中 找 出 知 于 个 数 使 它 世 们 的 和 等 于 100. 在 Ud" 
C100 二 2, 则 显然 从 中 任 取 DO 个 即 可 . 下 设 CiyC29 :co 不 全 相等 ， 

我 们 用 归纳 法 证 明 如 下 的 加 强 命题 :已 知 zz4) 个 目 然 数 四 委 c 委 …… 委 0 < 共有 ai 十 az 十 … 十 
cioo 一 272, 是 ayaz as 不 全 相等 , 则 一 定 可 以 从 中 找 出 若干 个 数 使 它们 的 和 等 于 22 (< ). 

当 1 一直 时 QI 十 G2 十 as 十 Ga 一 8, 则 可 易 知 di 二], (因为 CC 天 2 否则 al 一 02 一 0 一 CQ4 一 L) 

从 而 知 ie 十 as 十 一 7 那么 4 二 3, 此 时 有 ail 十 a 二 4. 故 命题 在 2 一 4 时 成 立 ， 

假设 命题 在 2 一 1 时 成 立 , 则 当 2” 时 ,我 们 分 两 种 情况 讨论 : 

(Ci 看 ayaz，…ar 中 没有 一 个 为 2, 那么 al,az，…'av 中 的 数 要 么 为 1, 要 么 不 小 于 3. 又 因为 


它们 的 和 为 2w, 则 易 知 w ,as ,…,as 中 1 的 个 数 不 小 于 如 .那么 我 们 考虑 ,车 ww 之 羡 , 则 加 上 
Wn 个 l 旬 ] 可 . 符 入 了 和 则 考虑 Cn 十 an 同 理 ,和 若 tn 二 a,_1 EE (7 ,7 | , 则 加 上 好 一 (a， 十 Cl ) 个 即 可 ; 
否则 再 考虑 0 A ee 因为 as is 一 1EN ) 均 不 超过 Us 当然 也 不 超过 -> ， 从 而 必 


会 有 某 个 ,使 得 a 十 a 十 wy 十 … 十 okE ( 广 ,7 站. 那么 加 上 2 一 (十 a 十 … 十 a) 个 1 即 可 ,从 


而 此 时 命题 C * ) 成 立 . 

(ii 在 aycon 中 有 一 个 为 2, 没 有 a; GE {1,2,…,n)). 我 们 考虑 a, 车 a 一 n 一 1, 则 知 
十 Q@2 十 … 十 Qw-1 一 n 十 1. 那么 其 中 必 有 数 为 1. 这 个 数 加 上 a 即 为 n ,满足 条 件 . 车 a 过 n 一 1, 那 么 
有 入 @z 夺 和 4j-1 全 Qjt1 全 全 ar 过 nn 一 1, 由 归纳 假设 知 可 以 从 中 选 出 若干 个 使 它们 的 和 为 n 一 1. 
且 易 知 其 中 有 数 为 1( 否 则 我 们 选择 剩 下 那 一 部 分 数 , 它 们 的 和 也 为 n 一 1). 这 时 将 这 些 数 中 的 那个 1 
换 为 a;, 则 找到 了 若干 个 和 为 的 数 了 . 从 而 知 此 时 命题 ( x ) 也 成 立 . 

综 ( | )( i) 知 命题 (x ) 对 一 切 nEN" ,n 之 4 均 成 立 . 特别 地 , 当 n= 二 100 时 即 证 得 原 命 题 . 

证 法 6 反 证 法 反 设 结论 不 成 立 , 则 ai 十 @z 十 … 十 al00 一 200.。 

中 在 0 一 ie 一 一 aoo, 则 ai 王 2, 1 和 100,a 十 … 十 ai 一 50X2 一 100， 

这 与 不 能 从 Ul 9 人” ”9 人 100 中 选 出 奉 干 个 数 使 其 和 为 100 族 盾 . 

各 Hl sd2 9 ”9 人 100 中 有 两 个 数 Ci a) (天 7) ,个 同 Ui za; , 则 知 存 在 Hl sd2 9""" 00 的 一 个 排列 h， 
b; | ,D100 ,使 2 >b<b;99, li 100 , 则 考虑 下 面 i101 个 数 9 ;2 » Slo1 . 

D1 =01 52 =b 54 —=D 二 ob!1， 101 之 & 之 3， 

则 1<S <S9<…<So 三 200. 由 抽 敢 原理 知 这 101 个 数 中 必 有 两 个 数 除 以 100 余数 相等 . 

坟 S$S; 三 Sj; (mod100) (全 门 , 则 200 汪 Sin 一 Sj; 宇 -5 —S;>0, 

又 100|S;—S,, 

5S;—S; 二 100., z 

X Ii 是 al，*… ,aioo 中 某 些 项 的 和 ;所 以 可 以 找到 Ul 9 si00 中 奉 干 项 使 其 和 是 100， 与 条 件 

-不 慎 , 改 反 设 不 成 立 . 原 命题 得 证 . 


于 


半 冰 离 料 蛋 皇 性 秋 二 个 入 汪 O 


EEEND 
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6. 由 已 知 , 因 为 不 存在 某 四 天 的 活动 有 人 全 部 参加 , 故 每 人 至 多 参加 三 天 活动 , 设 有 17 个 学 生 . 
而 不 存在 某 个 同学 参加 了 两 个 三 天 的 活动 (不 完全 重复 )( 和 否则 此 人 至 少 参 加 了 四 天 的 活动 , 矛 
盾 !). z 
再 由 已 知 ,对 于 确定 的 三 天 ,参加 活动 的 同学 必 与 其 余 某 三 天 参加 活动 的 同学 不 同 

-> 站 一 20. 

下 面 人 举例 说 明 :2 一 20 是 可 以 安排 出 来 的 . 

这 20 人 参加 活动 的 天 数 为 : 
(1,2,3)(1,2,4)(1,2,5)(1,2,6)(1,3,4) 
(1,3,5)(1,3,6)(1,4,5)(1,4,6)(1,5,6) 
(2,3,4)(2,3,5)(2,3,6)(2,4,5)(2,4,6) 
(2,5,6)(3,4,5)(3,4,6)(3,5,6)(4,5,6) 


法 冰 唐 凋 荨 -开工 党 过 同和 汐 O 
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1. 60 . 

2. arctan3. 

3. {Cx,y) | yz, |r| 守 1)}. 

4. 41100,—64,48,—12,36,0}. . 

5. zi = VA 为 任意 复数 ,k=1,2,…,n). z 

二 ,6. 如 图 , 联 AO, ,OO; ,OO0, OO;. 因为 GO, 和 Os 相交 于 
A,O, 且 OQ 是 圆心 的 联 线 ,所 以 

AONOQ= AO0O0. 


从 而 ABO= 广 人 AO'O= 广 (360" 一 人 LAO;0 一 L0010)= 


180°— /O00,. 
同 理 , OBC==180° 一 O00;O;. 
义 (OP ,QO 四 点 共 圆 ， 
“LOO0O; LO0;0O;=180", 
/ABO+ /OBC=180°, 


好 ”A,B,C 二 点 共 线 . 
7. 先 证 数 (a;} 有 性 质 ，; 
dnQni2 — A+1 = Cos(nt lx. (x) 


事实 上 , 当 n= 二 1 时 ,alas 一 a = 二 aj (a 十 qs) 一 a? = 二 1=cos27. 
假设 当 2 一 & 时 ,有 aiait+z 一 ai 二 cos( 十 1)7， 
则 Uk-1 ki3 一 QH 一 人 十 1 (ap+2 十 Ql ) 一 (an 十 Ci ) — k+l1 (cx 十 cl ) —af — Oa 


.2 2 2 
一 人 (CR 人 十] (十 1 CR (a 十 CT1D) 


i 
i : 
2 i i - A : i i - i 
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一 01 一 CpG 一 一 (QkGAH2 — akt1) 
一 一 COS(R 十 1)T 一 coS(CR 十 2)T， 
故 当 2 一 &A 二 1 时,(*) 式 也 成 立 . 这 就 证 明了 对 所 有 目 然 数 n,( x ) 式 均 成 立 . 
由 (x ) 式 知 
Anti10n43 CO— dr42 一 COSC2 十 2) 开 ， 
aferl 十 ao ) 一 0 一 cos(2 十 2) 区 一 coOs7T， 
QntiQnt2 一 COSHT 一 Ca+2 — Aaitl (ant2 arnt) ant2 — ant1), 


antildnt2 一 COS7X 
dn dnt? ntl ~ 
(tn 十 1] nt+2 


因 a,>0C2EN), 故 可 令 a 二 cotA, ,AGE (0,-) ,7 和 N. 于 是 
一 cot(A 十 A >)， 
A Ai 十 ArE(0:r) ECN， 

“A,Ati 十 Atz, 

Barccota, 太 arccotan41 十 arccota,s»， 

由 上 述 证 明知 ,等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 cosznr 一 1, 即 ”为 偶数 . 

8. 设 fn) 二 zw 一 n 十 1(n 二 1,2,…), 则 有 

fant1)— ff no—1) 二 fn—2)=4. 

由 上 式 知 ,数列 人 一 nt 十 1 的 连续 四 项 之 前 任意 添加 “十 ”或 “一 ”号 ,有 一 种 添 法 使 其 代数 和 为 4 
或 一 4. 于 是 ,存在 一 种 深 法 使 任意 连续 八 项 的 代数 和 为 0, 或 8, 或 一 8. 而 1991 二 248X8 十 7, 故 存在 
一 种 添 号 法 则 ,使 第 八 项 开始 各 项 的 代数 和 为 一 8. 

而 AD 一 了 (2) 十 73) 十 4) 一 了 (5) 一 (6) 十 (7) 二 1 一 3 十 7 十 13 一 21 一 31 十 43 二 9， 

由 此 知 , 存 在 一 种 添 号 法 则 ,使 数列 {x 一 x 十 1 的 前 1991 项 的 代数 和 为 1. 又 知 fn) 二 n(n 一 1) 十 1 
为 奇数 ,1991 为 奇数 , 故 数列 {x 一 n 十 1}) 的 前 1991 项 的 每 一 项 之 前 不 管 添加 “十 ”还 是 “一 ”号 ,其 代 
数 和 总 是 奇数 , 收 所 求 的 最 小 非 负 全 为 1. 
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l. 令 aan— FriFts— FP, (n=1,2,. 0),N 
Cn 十 1 一 下 2 下 4 本 mn 有 5 一 下 2 Fta — Fat Fira nt1 Fnt3 =—F,F .ra —FriFrs = —an ? 
所 以 数列 {a, } 是 首 项 为 U1] 一 记忆 一 让; 二 一 2, 公 比 为 一 1 的 等 比 数列 ,于 是 

dn 二 (1])"” *，2,n=1,2,.. 
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BFFs FF =—=2"* (—1)". OQ 
男 一 方面 ， 
2Fio = F(t Frith)= Fr (Frsth,)=F, 2 Ft Ft Fr = Fr Pats FF 
FreF, = Pats tt FF uaa. ©) 
由 中 、 凶 得 


(一 1)” (2 有 3 一 (下 下) 一 (FED)2， 

这 说 明 对 任意 自然 数 以 Fwy ,Friis,2F,12 为 边 长 可 构成 一 个 直角 三 角形 . 证 毕 . 

2. 证 ”对 nn 用 数学 归纳 法 . 

不 妨 设 aTgA1 之 argZ? 之 … 之 argL. 

当 nn 二 1 时 ,结论 显然 成 立 . 

假设 n 宇 3 时 ,对 一 切 小 于 nn 的 奇数 ,结论 成 立 , 于 是 对 于 复 
数 Z 二 Zz 十 如 十 … 十 2Z,_1, 有 |iZ| 宇 1. 

车 Zi 十 妈 二 0; 则 | 和 十 如 十 十 Zi1 十 Z| 二 |Z| 宇 1. 

若 Zi 十 如 了 关 0, 则 Zi 十 Z 的 对 应 点 PP 必 在 人 Zi102 的 平分 
线 上 (如 图 ). 另 一 方面 ,由 平行 四 边 形 法 则 可 知 ,向 量 O2 必 与 半 
圆 的 弧 222Z, 人 相交 ,这 也 就 是 说 ,向 量 O2 在 ZO02,_ 1 内, 故 也 
在 过 2Z102 内 . 由 于 过 2Z102, 二 180", 并 且 OP 在 ZO2, 的 平分 
线 上 , 故 P 十 Z 的 对 应 点 Q 必 在 二 POZ, 内 或 人 POZI 内 . 于 是 向 
量 0 与 向 量 O 上 的 交角 是 锐角 ,从 而 QZO>>90", 故 

[a1=12Z+2Z4 和 |=|Z+PI>|ZI>1. 

证 毕 . 

3. 任 取 zxEN, 知 +z, 则 因 

xz 二 十 1, 士 2, 士 3, 士 4, 士 5Cmodl1)， 

x:=1,4,9,5,3(modl11), 
故 对 任意 的 y, 都 有 x 十 闫 0(mod11)， 


所 以 , 当 开 二 二 为 整数 时 , 必 有 llfz. 同 理 llYy 


渤 池 周 并 民 五 民 溢 沿 避 渤 疾 O 


2 2 
设 王 二 二 11(m? 十 工 )， 


于 是 代入 题 设 条 件 并 约 去 因数 11 ,得 大 十 时 委 181. (x) 
因此 ,满足 题 设 条 件 (x,y) 的 正 整 数 对 的 个 数 也 就 是 满足 条 件 (1) 的 正 整 数 对 的 个 数 . 
因 7 宇 1, 所 以 2 和 妥 181 一 姑 委 180. 
由 于 13 王 169<<180<14 一 196， 
上 mE {ll,2,…,13),nE{],2,.…,13). 
下 面 分 三 种 情况 讨论 : 
(1) 当 1 雹 m,n 过 9 时 ,全 有 十 nt 才 2X9: 二 162<181， 
所 以 ,这 时 满足 (x ) 的 (m,n) 共 有 9X9 二 81 对 . 


(2) 当 10<ozz<13 时 , 因 2 十 人 2 六 2X102 一 200 盖 181， 
这 时 设 有 满足 条 件 (* ) 的 数 对 (m,n). 
(3) 当 zi,22 中 有 且 仅 有 一 个 取 10,11,12,13 之 一 时 , 因 
92<<181 一 102 一 81<102 ， 
72< 妇 181 一 112 =60<8?, 
62 妇 181 一 122 一 37 一 72 ， 
32<181 一 132 一 12<-42 ， 
所 以 ,这 时 满足 条 件 ( x ) 的 数 对 (m,n) 共 有 2X(9 十 7 十 6 十 3) 一 50( 对 )， 
综合 上 述 知 ,满足 题 设 条 件 的 正 整 数 对 (zx,y) 共 有 81 十 50 王 131 对 . 


汪 冰 商 凋 疏 眶 水 油 国 入 洒 O 
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4. 记 点 A.B.C、M 对 应 的 复数 仍 用 A、B.C.M 表示 ,人 入 ABC 为 正 向 三 角形 , 则 
IACI[+|1AB|= |AC+ABe | 
二 |C 一 A 十 (B 一 A)e*| 
=|(l++e*)(M~A)+(B—MWe*+C—MI<I(+e’)|. [MA|+|IMBI-+IMC| 


=2cos 今 * | AMAI 十 MBI 十 |MC|. 


同 理 ， 2 * IMB|+|IMC|, 


CAI+ICBISIMAI+IMBI|+2c0s 5 .|MC|. 


以 上 三 式 相 加 ,得 
P|IMA| . cos 全 十 |MB| » COS’ 二 十 1MCI 。 COS:’ 七 


4 

(MA|+|IMB|+ IMC|)max{cos 全 ,cos 这 ,cos 多 )， 

故 MA| 4 IMBI IMC| SP. min{sec? 全 ,s ec B ,se CY 
4 4 4 


5. 再 接 计算 观察 规律 
四 四 四 四 
mp pe 


加 


故 可 猜测 


芝 冰 证 山下 二 本 涝 区 注 症 C 


1 ,n=],2; 

3& 十 1] 一。，37 十 Ea 一 1,2,72EGNOSA<37”. 
下 面 我 们 对 mx 用 数学 归纳 法 证 明 . 

梁 二 1 有 时 ,a 一 1 或 2, f(a*，3 十 0) 二 3f(a) 一 2 二 1 二 3X0 十 1， 
fla* 3 二 1)=3f(@) 二 1=4 二 3X1 十 1， 

Fa。3 十 2) 一 37 太 Ga) 十 4 一 7 一 3X2 十 | 


( f=| 


设 mw 二 r+ 时 ,公式 (x ) 成 立 . 往 证 m= 二 +r 十 1 的 情形 . 

( | ?和 若 & 一 3t, 则 

fla* 3 十) 一 Fo，。3 盖 :十 31) 一 3 3 十 四 一 2 一 3(03t 士 1) 一 2 一 3(03 世 十 1 一 3& 十 |， 

(ii ) 若 &=3t 十 1, 则 

Fa 。3 和 :十 一 8 3 二 3 二 1 一 3f(a* 3 十 四 十 1 二 3(3t 十 1 十 1 二 3k 十 1， 

(证 ?车 有 一 3t 士 2, 则 

fla* 3 Rk)= f(a 3 3t+2)=3f(a*， 3 十 四 十 4 二 3(3t 十 1) 十 4 二 3(31 十 2) 十 1==3k 十 1， 
好 zx 二 7r 十 1 时 ,公式 (x ) 也 成 立 , 这 就 证 明了 (x ) 式 成 立 ， 

由 fC) 二 ny 即 f(a* 3” 十 &)=4a 。 3” 十 上 ， 

亦 即 3k 十 1=a 3” 十 k=>k 二 了 (a* 3” 一 1). 


又 k= 二 D3">a=l. 


页 当 7 之 3 时 ,大 四 一 难 和 r 一 3 十 方 (3 一 D) 一 方 (31 一 ])， X GD 一 1, f(2) 尖 2, 故 m=0 


时 ,n 二 方 (3 一 1) 二 1. 于 是 


fn) 一 zi 一方 (31 一 1 7 一 0 2 


由 方 (3o4| 一 1)<1992->3" 过 二 X3985<<3 ， 


故 ”mm 过 7, 从 而 mm 一 yn = 35+ —1) =1093. 


男 解 ” 设 关 用 3 进位 制 数 表示 为 

1 一 (QkQp alao)3 0 一 0 1，200 和 过 一 1] 一 1 或 2， 

则 faae al0o)3) 一 (Qt 14 2"G1G01)3， ( 关 ) 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 ( x ) 式 成 立 . : 
ff(1)=f((1)3)=1=(1);, 

/1(2)= f((2)3)=1=(1);, 

163)=f((10)3)=3f(1)—2=1==(01);3， 

即 2 一 1,2,3 时 成 立 , 设 4 二! 时 结论 (x ) 成 立 , 往 证 n=/ 的 情形 . 设 二 《azar_1…aiao); 则 
(C1)=3m(mEN), 则 Larari'"*a1d00)s, 


ESG 


FOOD) 一 3 一 3 一 2 一 3X(c alao1)5 一 2 一 Cat-1…Qo01)3， 

(ji 7 一 3 十 1 人 (EN), 则 =(asat ll…aiao1)3， 

f(D=3f0n) tl1l=3X (aidaa0) 二 1= (a 1*"aia011);. 

(证 2 一 3 十 2(0naEN), 则 一 Casae aaao2)s， 

f(D)=3f0n)+4=3xXx aiaaol)s 二 (1)s = (a Qilao21)3. 

综合 Ci) (i)、( 诈 ) 知 ,对 一 切 nEN, 公 式 (x ) 成 立 . 

由 7) 一 0 设 1 一 (GEGA 1"""Q1da0 )3 ,得 Case lak-， CQ1C0 1)3 一 (QQ 1 QQo0 )3， 比较 各 数位 上 数 
字 得 帮 一 Ci 一 … 一 41 一 00 一 二， 
即 fn)=nSn= ll]1);. 
又 (100000)3 一 35<1992<3 一 (1000000)3 ， 
故 使 小 于 或 等 于 1992 的 正 整 数 中 使 f(n) 一 ?成立 的 最 大 正 整 数 为 

7 一 (111111)3 一 35 十 35 十 34 十 33 十 32 十 31 十 30 一 (37 一 1)7/(3 一 1) 一 1093. 

6. 若 不 存在 两 点 ,它们 之 间 的 距离 大 于 d, 由 题 设 条 件 知 ,d 是 所 有 这 些 点 彼此 间 的 距离 的 最 大 
值 . : 

为 方便 起 见 , 把 长 为 d 的 连结 一 对 给 定点 的 线段 称 为 有 是 径 ,由 点 A 引出 
的 所 有 直径 的 端点 都 在 以 A 为 中 心 ,以 a 为 半径 的 圆周 上 . 因为 任意 两 点 间 
的 距离 不 超过 4d, 故 由 A 引出 的 直径 的 两 端点 都 在 不 超过 60 的 角 内 . 因而 , 老 
由 人 引出 了 三 条 直径 AB ,AC,AD, 则 这 些 直径 的 端点 之 一 必 在 另 两 个 直径 所 
构成 的 角 内 . 不 妨 设 点 C 在 一 BADD 内 , 则 由 C 引 出 的 直径 不 多 于 一 条 . 这 是 因 
为 , 若 还 有 直径 CP, 而 点 PP 和 B 在 AC 的 异 侧 ( 若 P 和 B 在 AC 同 侧 , 则 已 和 
DD 在 AC 异 侧 ,可 类 似 证 明 ), 则 ABCP 为 凸 四 边 形 ( 如 图 ). 

于 是 有 AB 十 CP 二 AC+BP， 

即 d 十 da<Z 十 BP， 

于 是 <<BP. 这 与 4 是 距离 的 最 大 值 巴 盾 . 

这 样 一 来 ,我 们 得 到 如 下 结论 ， 

在 给 定 的 个 点 中 ,或 者 每 一 点 引出 的 直径 不 多 于 两 条 ,或 者 存在 这 样 的 点 ,由 它 的 引出 的 直径 

不 多 于 一 条 . 

下 面 我 们 用 数学 归纳 法 证 明 :“ 当 4 是 这 些 点 间 的 距离 的 最 大 值 时 , 则 有 不 多 于 7 对 的 点 ,它们 
之 间 的 距离 等 于 d. ”这样 就 证 明了 原 命题 为 真 . 

事实 上 , 当 n= 二 4 时 ,结论 为 真 . 假设 对 任意 自然 数 ”之 4, 结 论 为 真 , 则 对 于 2 十 1 个 点 ,由 已 证 明 
了 的 结论 知 ,或 者 每 一 点 引出 的 直径 不 多 于 两 条 ,或 者 存在 一 点 ,由 它 引 出 的 直径 不 多 于 1 条 . 对 于 
第 一 种 情形 ,结论 显然 成 立 . 对 于 第 二 种 情形 ,除去 此 点 ,由 归纳 假设 ,在 其 余 7 个 点 组 成 的 点 集中 ， 
有 不 多 于 ?条 的 直径 ,再 加 上 除去 的 此 点 , 它 至 多 有 一 条 直径 , 故 有 不 多 于 n 十 1 条 直径 . 证 毕 . 
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1992 年 湖南 省 高 中 数学 夏令 营 试题 


A 知 


一 1C 2.B 3.B 4.B 5.D 6.C 


二 .7. 充分 非 必 要 8. 于 9. 导 10.1 


] 1] . Va 二 VB 十 次 0 或 “一 5 一 rc 
二 12. 如 图 , 设 正 四 面体 ABCD 的 楼 长 为 a,M,P 分 别 为 
AD、DC 的 中 点 ,N,Q 分 别 是 和信 BCD、 人 入 ABC 的 中 心 , 取 BC 中 


渤 池 应 尊 导 于 忧 潍 汪 渤 粳 0O 


点 下 , 连 AF, DF, 知 AF 二 DF—3. Q, 五 分别 在 AF,DF 上 ， 
作 QEV NM 交 4D 于 E,APQE 是 MN 与 PQ 下 成 的 外 (或 


PQE). 又 FQ= FN= 4 DF. 连 PE,， NQ, 四 


NQ/AD,*。 MNQE 是 平行 四 边 形 ,，.。 NQ- 于 ay,DE 一 全 9 


6 
4 连 4AN, 则 AN 平面 BCD,… ANLDF,… MN 一 去 a. 同样 ,PQ= 汪 a, 在 DPE 中 , PE? 一 
DE: +DP’—2DE. DP. cosZEDP=( 53a)?+ (1 六 0)? 一 2 访 a。 1 ' 方 一 a? 
2 . 
EAPQE cosP wea “MN, PQ 所 成 的 角 为 arccos 二， 


13. 如 图 , 作 PQ AB, 延 长 PO 至 QQ, 使 (QQ 二 OA, 只 需 
证 有, 了 万 ,Q 共 贺 , 且 OO 为 圆心 即 可 . 


AOQ4= 了 APO4= 十 .2a= ADP， 
4,P,D,Q 四 点 共 圆 
又 ZOQP=-PAD= 寺 一 POD， 


LOQD= /AODQ, 
OQ 一 OD 一 OA, 妈 O 为 圆心 ,从 而 OP 一 OD 二 O04， 
AB= PB= PC. 


14. 由 sin2x 二 一 cos2(z 十 二 ) =2sin’ (z 十 二 ) 一 工 ,得 
2sin’ (z 十 本 ) 十 sin(x 十 二 )—1=a. 


令 (一 sin(z 十 二 ) , 则 我 们 只 须 在 [一 1,1j 内 解 关于 :的 方程 


22 十 1 一 1 二 a. 


Di2 1， 1 1 3 | O 
令 f(D)=22+t 1=2(t 十 地》 至 奥 
作 f(z) 在 [一 1,1] 上 的 图 象 . 故 方程 ( x ) 的 解 即 为 PCD) 图 象 与 y=4 让 
交点 的 横 坐 标 . 坎 
(1) 当 4 一 训 或 a>2 时 ,方程 (x ) 无 实数 解 ; 
中 
(2) 当 0<a<2 或 o 一 一 二 时 ,方程 ( * ) 有 一 根 1 一 一 人， 的 
求 得 一 一 下 十 tr 十 (一 Diarcsin( 一 人 ta) ,EZ i 
i | 新 

(3) 当 一 呈 <o<0 时 ,方程 (* ) 有 两 根 :一 二 二 Ye , 求 得 zx 一 一 了 十 kx 十 (一 1)tarcsin 

i 9 十 8a ) pez 


B 卷 


-1.1 2.30 3.67 4.[ 广 ,4 5. 6. 


二 .6. 设 DF 交 BC 于 M, 交 BE 于 N. 连 OM,OE 因 O 为 AABC 
的 内 心 , ”8P= 六 = 入 ,外 王 了 让 ,及 十 了 十 古 =r 
BND=90". 又 BE 平分 人 ABC,.. HN=NM. 又 B=fA,.. 

DF 平分 人 BDO. 
而 DN1OB,.. BN=NO. 
故 四 边 形 OQHBM 为 平行 四 边 形 ， 
OH/ BM, 好 OH/ BC. 
同 理 可 证 OGABC. “，。 日 ,0O,G 三 点 共 线 . 


7. S = 广 [(z 十 Zz 十 下 十 用 一 (XI 十 允 十 十 )] 


之 一 去 (如 十 对 十 … 恕 ) 之 一 如. 
(1) 车 n=2m 为 偶数 , 取 z 二 zs 二 … 二 zo 二 1,zm41 一 … 二 zm 一 一 1 则 十 zo 十 … 十 x 二 0,S== 
一 于 (二 十 … 十 双 ) 一 一 至 ,这 时 S 取 最 小 值 为 一 妇 . 


(2) 若 zx 一 2 十 1 为 奇数 ,因为 之 一 把 , 且 5 为 整数 , 故 5 之 一 号 .到 轴 一 … 一 mo 一 1， 


Lm 十 2 = Tam+l 一 一 ] ,这 时 ,zl 十 Xz 十 :十 XT 二 1， 
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Smin 一 
一 广 COe 一 Do 为 奇数 . 

8. 将 下 二 {1,2,…,50} 划 分 成 7 个 子 集 ， 

F,={K|K 二 i(mod7),KEF},i=0,1,2,3,4,5,6. 则 S 最 多 包含 Fo 的 一 个 元 素 , 但 是 ,车 S 包 
含有 Fa ,Fs 中 任何 一 个 集合 的 一 些 元 素 , 则 S 能 包含 这 个 集合 的 所 有 元 素 , 但 S 不 能 同时 包含 
F 和 Fs, 或 者 和 Fi; ,或 者 Fs 和 下 的 元 素 . 因 所 包含 8 个 元 素 , 其 他 的 每 个 集合 (i 所 6) 均 
含 7 个 元 素 , 于 是 最 大 的 S 包 含 1 十 8 十 7 十 ?7 二 23 个 元 素 . 


1992 年 湖南 省 高 中 数学 竞赛 试题 


一 1.B 所 指 交 点 即 方程 组 
az 十 py 十 c 一 0 (7) 
人 六- (c) 


pp 


的 解 . 这 样 的 方程 组 最 多 有 两 解 . 故 选 B 
2.D. 由 ja 十 (一 1 计 人 |e 十 (6 二 Li 知 时 十 (6 一 1 人 >a2 十 (6 十 1)2 ， 
40>>0,"，。 0<<0, 故 选 D 
3. D. 设 椭圆 长 轴 为 24, 则 p= 二 44, 故 选 DD 
4.C.” zxE[—3, 一 1], 有 zx 二 2€E[ 一 1,1], Fo 一 zx 十 2) 一 (zz 十 2)2 一 2(z 十 2) 十 4 一 
十 2X 十 4, 故 选 C. / 


Rr He, 
5.A.J”> 得 三 交点 A(1,@),B( 一 1, 一 QD) ,CC 一 a 一 ]). 因 kh 二 一 1, 帮 AC | 
7 一 并 十 az 一 1 
BC, 故 选 A. 


6.C. 由 图 C 中 直线 y=x 十 a 可 知 a 一 六 之 1, 故 先 C. 
7.C. 车 Az 十 Bry 十 Cy 十 Dz 十 Ey 十 =0 表示 贺 的 方程 , 则 必 有 A 一 C 且 B 一 0, 反 之 不 对 , 才 


选 人 


8.C 设 x ,xn 为 方程 0c 十 39x 一 1=0 的 两 根 , 则 六 十 姻 一 一 疙 ,好 一 一 站 入 二 十 二 一 39， 


1 -一 40, 由 39 二 1 十 2(m 一 ]) 得 m= 二 20; 由 一 40 二 和 一 (一 3 得 nn 二 4,. m 十 n 王 24, 故 选 C. 


LT 1—(—3) 


9. B. 已 知 等 式 可 变形 为 (3zx 十 yy)[(2zx 十 y) ?一 xX(2z 十 y) 十 工 ? 十 1 | 一 0， 


Hb ,1 


和 3 
中 :| 
Re ， 

430 i .... 
eH 1 1 


ETEE 
a 


2x 二 +yER,H A,y=7Xx 4(r 二 1])=—3x ~—1<0, 
(2x 十 y) 一 T(2X 十 y) 十 三 十 1>0, 因 此 37 十 y= 二 0, 赦 选 B 
10. B. 将 点 (2,1) 和 点 (5, 一 1), 代 入 平行 直线 东方 程 3y 一 27 一 m 二 0 中 ,得 m= 一 1 和 m= 二 一 13， 
一 13< < 一 1, 故 选 卫 . 
11. A. 因 kCigg2 一 1992 Ci ;所 以 原 数 列 即 为 1992 。 Ci1991 ， 992 。 Cloot 9 ”” 1992。 Ci ;从 而 
中 间 两 项 1992，0331 二 1992，。03% 相 等 且 最 大 , 故 选 A. 
12.B. 3 一 3 于 守 2, 5。 (3 一 37 丰 是 ? 之 4, 从 而 3 一 cos0 之 4,.。 cosg 委 一 1 于 是 有 
cos9 二 一 1, 从 而 6 二 (2k 十 1)nx(4EZD), 故 选 B. 


壮阔 次 并 尉 丘 届 溢 注 加 洪江 


13. A. 当 9 芝 亚 时 , 铺 论 成 立 . 当 p< 也 时 ,如 图 ,在 直线 加 上 任 取 一 点 A, 作 AC 平面 B 于 C， 


作 AD | MN 于 DD, 连 CD,BC, 故 o= -CDA,b= ABC, 于 是 sing 一 45 ,sing 一 人 ,但 AD<CAB, 从 


而 sinbsinw 又 9,0€ [0, 了 ], 故 选 A. 


14. C.、 因 6E [一 本 ,一 十 ],sing 一 z， “ cos0— V1—x’,， 


arcsin(2x v1—x’)=arcsin(sin20). 


'” 20€[—7, 一 了 J， 。。 一 本 委 一 (r 十 29) 委 0， “。 arcsin(2x vV 1 一 好 ) 一 arcsinlsin( 一 r 一 2 久 ] = 
15. A. 设 有 满足 题 设 的 rz, 则 妇 十 z 十 3 一 1218(REGEN)，。。 二 十 X 十 (3 一 121&k) 二 0. 由 于 工 是 整 
数 , 故 判别 式 是 完全 平方 数 , 即 


1 一 4(3 一 121&) 二 2(nEN), 即 11(0444 一 1) 一 到 ，。 11N(448 一 1),"，。 11 . 但 因 11l722 且 
11 为 素数 , 履 11j2, 从 而 11 17 ,了 矛盾 ! 故 选 A. 


Wp 2_ 
二 .16. 因 (一 人 Ecoaz 一 一 sinz 十 cosz 一 1 一 VBsin(z 十 亚 ) 一 1, 所 以 ,PCz) 有 最 大 值 
V2 一 1. 


TYy 一 6 文 一 
7 设 长 方 体 的 长 ` 宽 .高 分 别 为 mM- oj? 
zx 二 15 之 二 95， 


故 对 角 线 长 /一 VR 二 二 5 一 V38,， S==xl: 一 38n 


鞍 汪 麻将 全 卫 入 洋 江 加 洲 尊 O 


18. 由 图 象 法 知 交点 ( 即 方程 的 解 ) 数 为 3 个 . 


y 


1 pe ee ee a tm pe em ee a i ee ea i wn 


: 工 3X x 
4 4 


-1 
k+l 11. 一 二 
19. 由 wp 一 TT 下 GETFHDTT AT 一 TREETDT… 原 民 一方 


20. 设 最 多 能 剪 成 的 三 角形 数 为 a , 则 易 知 ai 一 4,avrl 一 au 十 2， 

ca 一 0 十 2(07 一 1) 一 27 十 2. 

令 a, 二 1992, 得 n= 二 9955. 

21. 在 6 条 平行 线 中 每 次 取 2 条 的 方法 有 C 种 , 故 共 构 成 不 同 的 矩形 ( 含 正 方形 )GG。G 个 .又 
边 长 为 1 的 正方 形 有 5: 个 , 边 长 为 2 的 正方 形 为 和 ? 个 ,…… 所 以 ,正方 形 的 总 数 为 52 十 各 十 32 十 22 十 
1 一 55 个 ,所 以 非 正方 形 的 抢 形 总 个 数 为 (G 关 一 55 王 170. 
22. (I) 二 (x 一 a 六 十 2 一 ,顶点 为 (a,2 一 a ), 则 满足 rrEL 一 1 十 ce) 时 ,FFGz) 人 ea 有 下 列 两 种 


情形 ， 
a<< 一] 一 1<a 

人 (pe De (es 

(1) 得 一 3 志 a 过 一 1,(2) 得 一 1&<a 志 1, 故 原 问 题 的 解 为 a€ [一 3,1] 

23. “” A.B.C 成 等 差 数列 ,“。 A 一 28 十 C=0, 这 说 明 对 任何 的 A,B,C, 直 线 Az 十 By 十 C=0 
过 点 Po(1, 一 2). 又 点 Po(1, 一 2) 在 抛物 线 > 一 一 2 上 , 设 直线 Ar 十 By 十 C=0 与 抛物 线 y 一 一 2z 
相交 弦 的 中 点 P(z,y) ,并 设 PvP 交 抛 物 线 的 另 一 交点 为 Pi (zy), 则 

21 一 2 一 上 
(» =2y42 
Pi(zi,y1) 在 抛物 线 上 ,于 是 可 得 2y 十 2 二 一 202x 一 1)*, 即 ?十 1 一 一 (2z 一 1) ,这 就 是 P 


点 的 轨迹 方程 . 
,tanz+tan2x _ 3tanz 一 tan 人 
24, tanv7 一 和 -tanz。 tan2z 1—3tansx ， 
3— tan: x 
(1—3tan Xx)tan: x 


Y= 


邻 tan z= 二 1, 则 ! y= 7 y(t=3—t, 


r 
Fe 站 1 ! “" 

二 | 
电机 i 人 i i 

b | 站 人 : ， 
ds 下 四 1 | » a 1 ' 
的 生计 生计 人 人 生生 
1 


即 3yf 一 (1 十 y)t 十 3 二 0. 
““” 为 实数 ,判别 式 A 二 (1 十 y)? 一 36y 二 一 34y 十 1 之 0， 
即 ”y<17 一 V288 或 y 之 17 十 V288， 
“a=]7— V288,6=17++ V288,..。 a 十 6 一 34. 


25. 因 0<<z,y< 子 , 故 cos YA0， sin EYp0, 


(X,Yy)E ACasin EY + (bp—1)cos Y= 。 
(zy) EC Be(bt+1)sin zy 一 acos 一 0 


故 A 门 B 尖 >asin 2 十 (6 一 1)cos 2 了 Y 一 0 与 (b+1)sin EY acos 2 一 0 同时 成 立 . 


由 此 可 得 az sin EYcos 2 一 — (1)sin EYcos a? =—(F—1)=>a+b=1. 
而 (asDEC>4(a—b)—4L(at+o)’ —2]<0>ab> 放 >a 二 六 宇 2ab 放 1, 这 与 a 十 区 一 1 节 盾 . 


所 以 不 存在 (a,6) EC 使 A 门 B 关 % : : 
26. 过 C 作 CE/ DA, 则 ECB=30", 取 CE=DA, 连 AE, 则 AE/CD. 而 CD 为 AD,BC 的 公 垂 
线 , 故 CD BC,CDj」AD,“， CD | 平面 BCE,.. AE | 平面 BCE. 


" 
> 
2 


CE 二 B 
” 设 O 为 四 面体 ABCD 外 接 球 的 球 心 , 取 CD、AE 的 中 点 FE,G.… OD=0OC, .OF | CD,.… 
AELOF. 又 FG|AE, 着 FF,O,G 不 共 线 ,AE | 平面 FOG, 这 时 OG | AE; 车 下,O,G 共 线 ,显然 有 
OGLAE,..。 0A 一 OE. 又 OB,OC,OFE 相等 ,所 以 它们 在 平面 BCE 内 的 射影 相等 , 故 O 在 平面 BCE 
内 的 射影 O 为 人 ABCE 的 外 心 . 


在 RtAAEB 中 , AB== VF 二 Zz. 在 人 BCE 中 , 由 正弦 定理 OC= 孔 EB _ / 灰 二 本 又 


OFCO 为 矩形 , 故 OD = 了. 在 RtAOCO 中 由 勾 股 定理 得 外 接 球 半径 R= OC = 


A/ (CF) + 一 a?) 一方 Vv 4b 一 3a2 . 


Eg 


蒜 闻 交 将 三 匡 民 泣 潮 则 洗 闭 OO 


1994 年 湖南 省 高 中 数学 夏令 营 试 题 


一 1.a 的 值 为 士 4. 
z 一 7 十 cV3EA,.… a 是 整数 . 
rr 7 十 av 了 49~—3a 49 一 3 "rz 49—3a "49—a? :全 


3a’ 一 1 ,由 此 得 ac 一 士 4. 

2. 24 个 ;224 个 . 

从 A 到 B 的 子 集 的 一 一 映射 总 数 即 为 从 B 中 每 次 取出 3 个 元 素 的 一 个 排列 , 即 Pi = 二 24. 

奇 A 为 m 元 素 集 ,B" 为 nn 元 率 , 则 从 A 到 B" 的 所 有 可 能 的 映射 个 数 为 rr". 又 A 到 B 的 子 集 的 
映射 不 可 能 是 空 集 ,因此 映射 总 数 为 十 23G 十 33G 十 4C 二 224 个 . : 

3. 1 条. 

显然 符合 条 件 的 直线 ! 不 与 y 轴 平 行 , 则 可 设 其 方程 为 y= 二 k(x 一 v1994), 由 于 过 两 有 理 点 ， 
不 妨 设 为 (zi ,yi1),(zxs ,yz), 若 上 为 有 理 数 ,yi 二 k(x 一 V1994) 为 有 理 数 ,而 xx 一 V1994 为 无 理 数 ， 


故 必 有 一 0. 车 上 为 无 理 数 ,与 兴 二 当 是 有 理 数 蔬 盾 . 故 只 可 能 一 0, 满 足 条 件 的 直线 仅 有 1 条 . 
廊 

如 图 , 设 截面 为 ABEF, 过 FF 做 FG 上 AD, 则 FG 是 面 ABCD 的 垂 

线 , 作 FHLAB, 连 HG, 则 FG.LAB. 依 题 意 ,人 FHG 是 二 面 角 的 平 


FG 2 
面 角 , 在 RtAFGH 中 ,FG=1, 人 人 FHG=60" 0 一 后 ' 从 而 


~AB. FH= 和 =4Y3 
面积 S=AB .FH 方 ~ 3 

5. 最 大 值 为 60” 

如 图 , 设 梯形 ABCD, 由 题 设 知 两 腰 长 度 之 和 AB 十 CD 王 AD 十 
BC=4. 


AB_CD_,_ ,AB+CD_ 
叉 易 向 AETEB™2>AETED=2. 


令 AFE=1 一 一 z' 则 ED 一 1+z,0<x<1, 则 由 余弦 定理 得 


a<<60", 当 z= 二 0 本 全 c 一 60* 


有 个。 一] 个 
6. N=1 ,或 16, 或 ti156 ,或 11…155.…56， 
设 N=a，10: 十 5。10: 十 c。10 十 da， 


apc,d 是 目 然 数 , 且 1 和 之 50 迄 bcd 6， 由 题 设 N= (nn 为 其 正 整 数 ), 所 以 re 二 NN 二 
6666 , 故 1< 妇 81]. 又 


(ae 十 3)103 十 (8 十 3)102 十 (ce 十 3710 十 (cd 十 3) 一 7 (mx 是 某 正 函 整 数 )， 


1 一 扩 一 333， (72 十 2 (Gm—n)=3*。， 11.。 101. O 

因 mr 十 n 守 mm 一 n, 日 n 志 81y 故 十 n 二 101 旦 和 一 2 一 33. 入 

因此 n= 二 34, 所 以 N==1156. 泡 

一 由 平均 值 不 等 式 知 是 设 条 件 多 区 

2 4d< (Ss) = 下 上 ， 即 cd 车 ， DD 学 
1 

当 且 仅 当 c= 方 ,4 二 二 时 取 等 号 真 

这 时 由 中 便 得 

1 li>l+8 g | 新 

bed a bb: 

又 由 条 件 和 柯 西 不 等 式 可 得 

二 十 六 二 (二 十 记 )(a 十 26) 之 (1 十 4)? 二 25. 四 

@ 当 且 仅 当 b==2a 时 取 等 号 ,结合 条 件 便 知 此 时 ao 一 二 ,bp 于 

由 人 @、@ 便 得 如 十 ca 之 25 

当 a= 写 ,b= 所 ,c= 亡 ,d 二 二 时 ,二 工 十 ,到 最 小 人 25. 

三 \ 设 共有 上 个 队 参加 比赛 , 共 赛 了 GC? == 方 k(k 一 1) 场 , 故 一 共 得 分 为 2Ck =k(k—1). 

前 4 名 得 分 为 11 十 9 十 7 十 5 二 32 分 ,后 上 一 4 名 至 多 得 4(& 一 4) 分 ,于 是 有 

k(k—1)>32, AC 一 D)>32， £7， 

(Cp_ D32 Ha Ck 一 5) 过 16. 4 是 下 整数 | 尼 <<7. 

故 ==7. 

余下 的 3 个 队 总 分 为 7X6 一 32=10 分 , 设 后 三 名 得 分 分 别 为 m,n;p, 则 

4 之 凡 之 1 之 力 之 0， 
(ol0 (1 


易 知 (x ) 有 两 组 正 整数 解 (4,3,3),(4,4,2). 

这 样 , 一 共有 7 个 队 参 加 比赛 ,各 队 得 分 为 11,9,7,5,4,4,2 或 11,9,7,5,4,3,3. 

解法 2 冠军 得 分 为 11 分 ,至 少 要 赛 6 场 ,… 至 少 有 7 个 队 参 加 比赛 . 若 有 8 个 队 参 加 比赛 ， 
则 需 赛 C4 二 28 场 , 共 积 56 分 ,而 前 四 名 共 积 分 32 分 , 则 后 四 名 共 积 24 分 . 又 第 4 各 积 5 分 , 故 后 四 
名 最 多 积 4X4 一 16 分 二 24 分 矛盾 ,从 而 只 有 7 个 队 参 加 比赛 . 则 共 赛 G21 场 , 共 积 42 分 ,后 三 名 


共 积 10 分 ,后 生 三 名 平均 分 为 汪 一 3 3 分 , 故 必 有 一 队 积 4 分 ,也 必 有 一 队 积 3 分 (或 少 于 3 分 )， 


从 而 后 三 名 积分 情况 有 两 种 :4,4,2 或 4,3,3. 


TT 


sis: 1 

由 上 HH 
和 

1 Ei 

和 和 

| hb i rk i lb FP 


车 闻 疝 并 全 五 性 洋 沁 同济 效 O 


各 队 积 分 情况 共有 两 种 :11 分 ,9 分 ,7 分 ,5 分 ,4 分 ,4 分 ,2 分 或 11 分 ,9 分 ,? 分 ,5 分 ,4 分 ,3 
分 ,3 分 . 

解法 3 第 一 名 得 11 分 ,至 少 有 ?7 个 队 参 加 ,共有 8 个 队 参 加 ,共有 分 数 2CG4=56 分 . 

后 四 名 其 应 有 56 一 32 王 24 分 ,所 以 至 少 有 1 个 以 有 6 分 或 6 分 以 上 ,这 不 可 能 ,所 以 只 有 7 个 队 
参加 ， 
有 7 个 队 参 加 ,分 数 为 2C 一 42 分 ,后 三 名 共 得 10 分 , 且 分 数 小 于 等 于 4 分 ,有 两 种 可 能 ;4,3， 
3;54;,4,2. (下 了 略 ) 

四 、 连 OAi ,OB; ,OC 交 Al1B1 于 MM,OCz 交 As Bi 于 内 ,再 连 
MN,OP, 显 然 OP AB. 又 OC 交 AB 于 K, 易 证 OM ADB,， 
ON AzBs, 所 以 ON、P、M 共 圆 . 从 而 ONM= OPM, 但 
OKPCS5/OPM,K/ OKP= /ONM. 

又 由 A 人 OAIC ,AOBzCz 是 直角 三 角形 得 OM ，0OC= 6 
OA? —OBs = 一 (ON ， OC ,于 是 MN.C: ,C1 共 圆 . 

OCC = AONM. 

但 人 OKP= ONM， 

“ LOCC:=AOKP, 故 CiCz/ KP, 即 CC /AB. 

注 : 此 题 可 改 述 为 :如 图 以 图 心 0 为 原点 ,与 AB 平 行 的 直线 为 x 
轴 建 并 坐标 系 ,P 为 AB 中 点 ,过 尸 点 的 弦 为 MN, 即 M.N 在 圆 上 . 
求证 :过 MN 的 切线 交点 Q 的 纵 坐 标 为 定 值 . 

证 明 可 设 圆 半径 为 1, P (0, yo),M (cosa, sinal ), N (cosa,， 
sinaz ) , 则 直线 MQ 与 NQ 的 方程 为 


lm :Tcosa 十 ysina =1,， 


LNa :Tcosaz 十 ysinas = 1. 


Sinkal 一 az ) “ 


又 MP.N 三 点 共 线 ， 


即 Sinai Yo _. sinas2 一 yo ， 
COSQ] COSQ2 
即 %= sin(Cal 一 Co ) 


COSQ» “一 coOSa1 


Yo 


于 是 当 y 一 定时 ,Q 点 的 纵 坐 标 为 定 值 . 


中 由 中 由 | 


专 题 研 究 系 列 


1994 年 湖南 省 高 中 教学 冬季 集训 试题 


第 一 试 


1 . 9 一 人 2 。 证 明 如 下 : 
如 图 ,延长 BC 交 以 AD 为 强 的 加 于 上 . 


六 冰 证 痊 导 五 惧 淡 泛 加 渤 活 OO 


连接 LN、LP、LM.BP.、CP. 

则 LDLN= 人 DAN= 人 PAC= /PAB= 人 DCP. 
.PC/LN. 

设 LP 交 CN 于 K， 


则 SAPKN = IACKL. 

“0 罗 站 边 形 PNCG — SIARGL. 

色 AMLD= AMAD= /PAC= /PBC, 
.. BP/ML. 


SAMLD -一 OAGpL , 


“SAMBG 二 Spyw 形 PNOG ， 即 Si 二 Sz. 证 毕 . 
2. 由 题 意 有 守 zsin 2 一 0 
( | ) 当 2 为 个 数 时 , 即 n 二 2k,kEN 时 ,有 


(Zi CO— X21 ) SIn 5 十 (zz 十 Za2k-2)Sin i — Xt+1) sin 和 sin Sr 
一 (ZI T2411 ) SIn 和 十 (x2 一 ak -3 )sin < 2 十 十 (zi 一 t+)SIn 2 一 0 


XX 二] 21 LE Th_2 9 1 之 t+l , SIN 7>0, sin < ;>0， “~™® » Sin Dro, 


TT TT 一 1， 
六 Tk 1 RT. rT To 4 
一 Ta = OT. 
进而 由 zi 十 zi 十 Xz 呈 十 十 zi! 二 0 过 zo 十 (wv 十 四 十 十 wf-1) 二 0 过 zo 二 zl、 
0X1 
而 当 zo 二 Zz 二 … 一 zx-1 时 ,显然 有 zo 十 Ti 十 2 呈 十 十 Twi 站! 二 0. 
(ii ? 当 ?= 为 奇数 时 , 即 ”一 2R 十 1, 有 
“一 2 


(zl — Xa )Sin 十 (Xz — Ta-1) Sin 2 十 1 十 "二 (74 Tet) Sin 5 一 0. 


辣 ( | 7 有 | , 旧 Xo Ti, 
" 0 一 1 一 "一 十 1 ;而 当 AoC Xl 一 ”一 过 ?Al 时 ,显然 
zo 十 Ziow 十 … 十 Zr-iar 一 一 0. 


李冰 离 壮 否 开 怀 注 涝 由 工 泪 oO 


专 题 研究 系 列 


综 上 zxo ,Xi ,Xz ,zn 应 满足 的 充 要 条 件 为 zo 一 zl 2 nl, 
3. 当 m 一 1994 时 ,235 十 21994 十 ?二 219% 为 完全 平方 数 ， 
当 1 一 1995 时 ,2 2 十 2 91 十 .27 一 -21996 十 21994 一 9 8 219934 不 是 完全 平方 数 ， 
当 m<1994 时 ,中 春 了 为 奇数 , 则 2 十 2 十 2 一 2 (3 2 十 2)， 
而 3。2295 一 十 2 二 2(mod4)( n<<1994)， 
所 以 S$= 王 285 十 2 十 2* 不 为 完全 平方 数 . 
也 右 ?为 偶数 , 则 S$=27 (3X2 "十 1). 
n<1994,.. 1994 一 7 一 28 >0(REZ-) 
在 S 为 完全 平方 数 , 则 3x2 十 1 二 a (a€ V1+ 且 a 为 奇数 ). 
3X22% 一 (a 十 1)(a 一 1)， 
-2?_C 十 ] al 
2 


或 4 一 22 ,2 一 3 


由 D>2= 二 2” ,不 可 能 . 由 四 人 2 一 4 全 一 2. 
1994 一 ?2 一 4. 
1 一 1990. 
当 n>1995 时 ,S 一 21894(2"1994 十 3). 
又 n>1995,.。 nn 一 1994 守 2. : 
2" 1% 3 二 3(mod4). 
故此 时 S 不 为 完全 平方 数 . 
综 上 知 n 二 1990 或 1994. 
4. 痛 先 ,从 每 点 引出 红色 线段 只 有 可 能 为 0,1,2,…,17 中 的 一 种 可 能 ,因为 0,17 不 可 能 同时 出 
现 , 从 而 只 有 两 种 可 能 :1,2,…,17 或 0,1,2,…,16. 基 为 0,1,2,…,16, 则 红色 线段 总 数 为 ( 设 A 引出 
2k 十 1 条 红 边 ) 


(二 学 “十 中 十 1) 不 为 整数 矛盾 | 


从 而 另外 17 个 点 分 别 连 出 1,2,3,…,17 条 红 边 . 不 妨 A; 出 i 条 红 边 ,A 连 出 级 十 1 条 红 边 , 则 
A 与 A,Ai,As，… ,Ais 均 连 了 边 .Ais 除 了 改 与 A 连 外 与 其 余 16 个 点 均 连 了 红色 边 . 

依次 类 推 ， 

Ais 与 除 4 ,4: 的 15 点 连 了 红 边 ,4s 与 除 hi ,As,…,As 的 其 余 9 个 点 连 了 红 边 ,从 而 Av， 
As As 与 A 连 有 红 边 . 

As 只 连 了 八条 红 边 ,As 已 与 Ai; Aio 连 了 红 边 . 

'， As 不 与 A 连 红 边 ， 

同 理 A; ,Ai Ai 不 与 A 连 红 边 . 
ad(A)=9. 


jt 要 9 > 
dj 
专题 研究 系 列 \ : : 


设 三 边 全 为 红色 的 三 角形 为 z+ 个 ,两 边 红 一 边 蓝 的 有 y 个, 两边 蓝 一 边 红 的 有 zz 个 ,三 边 蓝 的 三 


角形 有 z 个 . 
则 zx 十 y 十 十 w= C3s， 中 其 
红色 角 有 03 十 之 C 二 3z 十 y， @ 
蓝 角 有 (8 十 Cf 二 z 十 3%， @® 目 效 
异 色 角 有 1X16 十 2X15 十 … 十 16X1 十 9X8 一 2y 十 2z， DO 
红色 边 数 为 趣 (3z 十 2y 十 z) = 去 (1 十 2 十 … 十 17 十 9). @ | 外 
由 于 中, 名 ,名 可 以 推出 人 @， “ 是 

3 一 240， 
从 而 我 们 联 立 Q@ ,名 ,@ ,加 二 _ p04 
一 168. 


有 三 边 全 为 红色 的 三 角形 204 个 . 
两 边 为 红色 一 边 为 蓝 色 的 三 角形 240 个 . 


第 二 试 


] 设 人 


令 w=cos 下 二 isin 2 > ，, 则 喀 一 1 ,1 十 o 十 吧 一 0. 


则 Fl) 十 or) 十 o ff) =, 1+o 7 十 cf- 7)=3 Cr， 
.. 3 = 2" -wr 5 二 or 二 won 一 2 二 op 1. (一 Deara *【《 一 二 )”， 
3D0— 1)"CHt 2)" 二 opi 十 wp. | 
因为 a i pent) tor i 时 )， 
一 1(C3oz 十 7 时 ) 
故 wr 十 wr 之 一 1. 
32( 一 DC3H 之 (一 2 一 ] 
记 0 
习 ( 一 DrCat 人 一 2 一 1 
3 
2. gz2)=(1—2) 1) 一) (1 一 z1)% 比较 zz,2 ,2 ,2 项 系数 有 : 
bh =2,b,=1,0;=2?,b: 一 3， 
f(zX)=7 一 3x 十], 
设 f(z) 二 0 三根 分 别 为 a,B8,7Y, 并 设 o>B>>7， 
V2 


f(—D=—3<0,f(0)>0,f(1)<0,762) <0, (63)>0,f(F) <0 


污 冰 唐 交 下手 性 当 证 噩 涉 泪 O 


5 gE 经 暴 | 


Cl<7<0,0<p<1,2<a<3 , 屋 >p>0. 


由 韦 达 定理 a 十 8 十 7Y=3=>B 十 Y=3 一 a>0， 
8| 守 >|7|. 


>p>—7>0. 


ps + 7 = 1B — | y's>0, 
Bos + ys = |B)s— 7 1. 

a a a + ys 十 1. 

令 A, 二 vw 十 记 十 7,， 
则 Ais =3A,;z CC—A,. 
Ao 一 3, AI 一 3,A: 一 9. 

A, EZ,n 之 0, 由 岂 及 此 知 
La] 一 Ai 一 1 下 求 Alo0s 除 以 9 的 余数 
记 发 三 Amod9)， 


0 委 4 委 8, 则 ao 一 3,ai 一 3,a 一 0,a3 王 6,q 一 6,as 一 0,ag 一 3,a 一 3 


下 证 明 4 一 CAk+69 有 一 0 1 2 3 时 结论 显然 成 立 ; 设 当 二 上 时 结论 成 立 ; 则 


Qt1 3 A Sat6 Ar42 Sa.7 (mod9), 


.。 当 十] 时 也 成 立 ee。 =ap+6 (mod9). 


Qi995 二 Q199-6 尘 "** 汪 a3 尘 6 (mod9). 
，。 [a |j| 三 A)99s 一 1 三 5(mod9 )， 
[La ] 除 以 9 的 余数 为 5. 


3. 首先 易 知 下 列 结论 成 立 ， 

如 图 1, 直线 AB 同 侧 的 3 个 点 ,了 .下 .下 共 线 
EF 在 DD 与 F 之 间 , 则 

SAAEB 之 mint SAAEB ，SAAFB }. 


点 下 的 分 部 只 有 三 种 情形 : 


(1DF 位 于 星 角 区 (图 2 中 5 个 有 阴影 的 三 角形 内 部 ). 
不 妨 设 如 图 2 中 情形 , 设 CF 与 BE 交 于 下 且 不 妨 设 Sep 之 
SARCD ;于 是 


2a(M) < (SAraE + Sagcp ) 二 + (SArpE + Saagc ) 
<(SAmE 十 SAPcp) 十 (SAPpE 十 SAapc ) 
< IDAFE 十 SAFKD ) 十 (SAFpE + Saagc ) 
<<9apcp 一 1 


故 a(M)<5. 


(2) 忆 位 于 星 心 区 (图 3(1) 中 阴影 的 五 边 形 内 部 ), 设 AC 与 BE 
交 于 :KK 且 不 妨 设 
SapcgE 一 max{SAAac », SABcD » SADE » SADEA » SAEAB }. 
( i )F 与 E 在 直线 DK 的 同 侧 或 F 在 DK 上 时 (图 3(1)) 
2 和 (SAacp 十 SAFAE ) 十 (OAFDE + SAABc ) 
(SAkcD + SaraE ) TF CIArpE 十 AhHC ) 
< Sapcpe = 1], 


故 a(MD) 一 考 ， 
(HF 与 EE 在 直线 DK 的 异 侧 时 (图 3(2)) 


则 SAkpg 之 min{ Sagp ,SAAED } = SAAED » 

2a(MDC SAaED TT SArsc )+ (SAmp 十 SAABE ) 
SAKED 二 SarBc ) 十 (Sarmp 十 SAABE ) 
< 4acDE 一 ]， 


故 oa(MD < 二 


(3) 开 在 星 外 (图 4(1) 中 五 个 阴 三 角形 的 内 部 ) 

(| ) 当 SAap 魏 Seoog 时 , 设 

Cr BEG 于 F , 则 SAgp 夸 SArcw 志 Sap， 

2a (MD (SAap + SAraF ) 十 (9AFDE 十 SAABc ) 
<(49ARD 十 9ARBED) 十 (SAPE 十 9Aaac) 
~ Sapcpe 一 


故 a(MD < 本. 


闵 冰 商 阐 车 王 姓 渐 进攻 入 泪 D 


(ii ) 当 Sap 委 SaAap 时 , 同 (i ) 可 证 a(MD<< 方 . 


注 冰 商 音 下手 心 浸 省 区 汶 淹 O 


SARD HOARD » SAFBC OAABC ， 
2a( MD) (Sara tT SApD ) 十 (APFED TH SAABC ) 
SAFAE 二 Samp ) 十 (9AFEp + SArgc ) 
< SABCDE 一 十 ， 


故 a(MD<< 方 


综 上 所 述 ,总 有 a(M) 一 却 . 
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3.(3,1),(4,1),(9,2),(6,4) 


/ B AC—B 
4. 取 ,大 ， 人 


. 4465 

.1,1 
18,12 
18,(71,1) 


1m en 


et pa B 
ACE = /OEAm— /OED 
一 FEBA 十 FECD 
一 一 BEC， 一 C 
由 正 屁 余 理 有 | 
BE 3sinZA™ Zo 一 和 ,从 而 AO EQOABEC, 
OF 
BE 一 站 7 为 定 值 
三 , 因 同 一 里 程 碑 上 两 个 数 之 和 为 999, 故 两 数 的 个 位 数字 之 和 为 9, 但 9 为 奇数 , 故 了 两 数 的 个 位 
数 必 不 相同 , 设 为 和 9——c(c—=0,1,2,3,4). 


在 一 里 程 碑 上 只 出 现 两 种 不 同 数字 , 则 它们 就 是 c 和 9 一 <. 
由 c 和 9 一 c 组 成 三 位 以 内 的 数 有 2 = 一 8 个 . 


( 放 ( 户 一 BCOX 瑟 去 


je 


FE 
i 


而 < 有 5 种 可 能 , 故 只 出 现 两 种 不 同 数字 的 里 程 碑 , 共 有 8X5=40 个 . 
四 . 设 AB=a 一 d,BC=a,CA=a 二 dy 则 | 
0<CL< aa 十 C 雪 50， 
jg (a—d) +a>atb, 
(at+d) > (ud)’. 


0<ad<a, 
化 简 [ers 
ada<4dd. 
考察 a -4d 图 象 ,满足 条 件 的 三 角形 为 1 十 3 十 5 十 … 十 17 十 2 十 5 十 8 十 11 十 14 十 17 十 19 一 157 
(个 )， 
24 十 1] 委 ac 雪 minf4qd 一 1,50 一 dcd>0)， (x) 
(1) 若 4d 一 1 才 50 一 d. 即 ”1 志 d 才 10, 则 条 件 ( x ) 为 
24 十 1 委 a 委 4d 一 1(CC>>0)， 
对 国定 的 d,a 有 2d 一 1 种 取 法 . 
(2) 奇 4d 一 1 汪 >50 一 4, 肥 ”4d 宇 11, 则 条 件 (x ) 为 
2d 二 la 50—d 
对 固定 的 d,a 有 50 一 34 种 取 法 . 
故 三 角形 总 个 数 为 
10 50 -30>0 16 
《2d 一 1) 十 2 (50 一 3d) 一 100 十 2 (50—3d) 
6(11 十 16) 
2 
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一 100 十 50X 6 一 3X 二 157 个 ， 


d 二 10 时 ,三 角形 的 周 长 3a 取 最 大 值 3X39=117. 
这 时 ,三 角形 三 边 长 为 29,39,49 或 28,39,50. 
五 (1) 因 ab|cd 目 ab 关 cd, 故 可 设 c4d= 二 kab(kEN,k 放 1), 且 由 ca 为 两 位 数 知 k 二 10, 所 以 
2< hIREN). 
因 abcd= 二 abX 100 十 cd HLcd labcd， 
cd labx 100, 
即 kablabx 100=>k|100, 
k=2,4,5. z 
(1) 车 ==2, 因 2X50= 二 100,ab 可 取 从 10 到 49 之 间 的 两 位 数 , 故 这 时 有 40 个 “ 吉 数 ” 
( 放 ) 若 二 4, 因 4X25 二 100,ab 可 取 从 10 到 24 之 间 的 两 位 数 ,这 时 有 15 个 “ 吉 数 ” 
( 几 ) 着 =5, 因 5X20 二 100,ab 可 取 从 10 到 19 之 间 的 两 位 数 ,这 时 有 10“ 吉 数 ” 
所 以 “ 吉 数 ”共有 40 十 15 十 10=65 个 . 
(2) 若 abcqd 是 奇 “ 吉 数 ”, 则 只 能 &=-5, 故 ab 最 大 可 能 取 19, 从 而 cd 二 5X19 二 95, 即 最 大 奇 * 吉 数 ” 
为 1995， 


i 
ee 443 
lt i I 
It 3 1 

et a EE: 
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1996 年 湖南 省 高 中 数学 夏令 营 试 题 


rier 


为 


1 十 (y 一 妆 ?二 多 2. 0 3.(0, 二 3 十 娄 量 ) 4.a 宇 一 1 5. 1,2 6. 2 7. 5236 8. 4 个 
120",i1 个 60 9.9 
10. 设 四 位 数 为 
A 王 1000z 十 100z 十 10y 十 yi 委 z 委 9,0 委 yy 委 9,zy 为 整数 ), 则 
A—99 二 11(100x 十 y) 一 99 二 11(100Zz 十 y 一 9) 
为 完全 平方 数 ， 
又 11 为 系数 , 则 100z 十 y 一 9 一 11 .外 (为 正 整数 )， 
即 11。， k= 二 99x 十 (x 十 y 一 9). 
从 而 11|(x 十 y 一 9), 叉 一 8 全 XT 十 y 一 9 二 9， 
则 zz 十 y 一 9 一 0， 
取 R&z 。11 一 99z， 
亦 即 kk 二 x。，3， 
于 是 z 为 完全 平方 数 ， 
好 z=1,4,9,y 二 9 一 x 二 8,5,0 
所 求 四 位 数 为 1188,4455,9900. 
11. 解法 1 设 等 比 数列 为 ayaigyaig ,a19 (a,g 为 正 整数 ,q 之 2)， 
于 是 age< 委 500,99 委 500/a 委 500, 则 oo 魏 5006. 
故 ”2 委 Mo 委 7. 
下 oo 一 2,3,4,5,6,7. 


g=2 时 ,1<a<<[33] 一 62, 等 比 数 列 有 62 个 . 


尝 冰 商 凋 个 -十 性 炎 淹 由 这 效 O 


g 一 3 时 ,1<a1 志 [3 ] 一 18, 等 比 数列 有 18 个 . 
g 一 4 时 ,1<a 往 [28] 一 7, 等 比 数列 有 7 个 . 
go 一 5 时 ,1<a<[ 尝 :] 一 4, 等 比 数列 有 4 个 . 
g==6 时 ,1<a <[ >] 一 2, 等 比 数列 有 2 个 . 


9 一 7 时 ,1<a 入 [六 ] 一 1, 等 比 数列 有 1 个 . 


共有 等 比 数 列 62 十 18 十 7 十 4 十 2 十 1 一 94 个 . 
解法 2 因 7<500<8 , 则 以 1 为 首 项 的 等 比 数列 (以 2,3,4,5,6,7 为 公 比 ) 共 6 个 ， 


2，6 一 500<2。7 , 则 以 2 为 首 项 的 等 比 (以 2,3,4,5,6 为 公 比 ) 共 5 个 ， 
3。5" <500<3。，6 , 则 以 3 为 首 项 的 等 比 ( 以 2,3,4,5 为 公 比 ) 共 4 个 ， 
4" 5 <500<4。6 , 则 以 4 为 首 项 的 等 比 ( 以 2,3,4,5 为 公 比 ) 共 4 个 ， 
以 5,6,7 为 首 项 的 等 比 ( 以 2,3,4 为 公 比 ) 各 为 3 个 ， 

以 8,9,…,18 为 首 项 的 等 比 ( 以 2,3 为 公 比 ) 各 为 2 个 ， 

以 19,20,…,62 为 首 项 的 等 比 (以 2 为 公 比 ) 各 为 1 个. 

故 ”6 十 5 十 4X2 十 3X3 十 11X2 十 44 一 94( 个 ) 

12. 解法 1 当选 出 的 一 边 长 为 时, 另 一 边 长 必须 汪 n 一 上 ， 

即 为 n 一 & 十 1,n 一 上 &k 十 2,…,n 一 1 有 上 上 & 一 1 种 选 法 ， 

故 构成 三 角形 的 方法 数 ( 包 括 重复 计数 ) 为 


一]D)= 二 (nD (n—2). 


但 其 中 选 出 的 两 条 线段 相等 时 ,不 符合 条 件 应 当 去 掉 . 
此 外 ,每 一 个 符合 条 件 的 三 角形 计算 了 两 次 . 


7 为 偶数 , 选 出 的 两 条 边 长 可 能 同 为 十 1,-9- 十 2，…,n 一 1， 


采光 应 凋 下 下 性 滋 进 区 入 尊 O 


故 n 为 偶数 时 ,符合 条 件 的 选 法 有 


读 [ 计 Co 一 DC 一 2 一 南 (o 一 2] 一 十 (xn 一 2): 种 ， 


n 为 奇数 时 , 选 出 的 两 条 边 长 可 能 同 为 


2 ,2 1 


1s 一 1 有 (一 上 一 ( 王 一 1 种， 
n 为 奇数 时 , 符 全 条 件 的 选 法 有 
于 [ 言 o 一 DO 一 2 一 去 (Oo 一 D]= 寺 (一 DG 一 3) 种 


解法 2 ” 设 选 出 的 线段 分 别 为 a,b, 不 妨 设 1I 委 e<p<* 一 1, 则 由 题 意 可 知 应 有 a 十 6>n, 若 取 定 
4 线段 , 则 2 边 只 能 取 长 度 /一 ea 十 1 的 线段 . 

由 nn 一 a 十 1 声 n 一 1, 则 oa 之 2,a< 7 一 2， 

当 a= 二 2 时 ,2 一 2 十 1 一 2 一 1, 有 10 种 取 法 ， 

妆 a 二 3 时 ,5b 宇 n 一 3 十 1 二 n 一 2, 有 2 种 取 法 ， 

当 a 二 4 时 ,5b 之 n 一 4 十 1 一 n 一 3, 有 3 种 取 法 . 


车 为 奇数 ,5 之 n 一 [ 玉 +] 十 1= 呈 二 ,有 ”J 一 1 种 取 法 . 
当 a= z 

车 为 侦 数 ,b>n 一 [了 3] 十 1= 了 束 , 有 < 种 取 法 . 
当 a>[* ,从 须 b>a 即 可 . 


半 冰 渭 交 下 和 荆 杰 过 区 涉 泪 O 


当 & 一 12 一世 时 ,5b 宇 n 一 2, 有 2 种 取 法 ， 
当 n= 二 n 一 2 时 ,6b 宇 n 一 1, 有 1 种 取 法 . 


当 nn 为 奇数 时 ,有 2[1 十 2 十 … 十 3 J] 一 名 一 2 一 也 种 取 法 . 


当 为 偶数 时 ,有 2[1+2 十 … 二 234] 十 3 一 外 二 2 种 取 法 . 
13. 证 法 1 如 图 所 示 ,DK=2k 是 八 ABC 的 外 接 圆 直径 ， 


BE=2k. sin A ,OP | AB,AM | PO, 


2 外 
。 A 
OPM=90 “POA=3. 


于 是 OM 一 r。 sin 分 (7 为 OO 的 半径 )， 


从 而 EO， 一 后 人 一共 2 一介 一 (2R 一 rsin 分 
| r/ Sin 也 
~— BE— OM. 


于 是 BE 二 EO, 二 OM=EM. 

所 以 人 4 十 5 一 ~ 人 FEBM 王 FEFBM 一 2 十 一 3 一 一 3 十 二 1. 
但 一 5 一 一 1, 故 一 3 一 一 4. 

即 BAM 平 分 ABC, 又 AM 平分 一 PAC， 

故 M 为 人 AABC 的 内 心 . 

证 法 2 因 @C 切 AB 于 已, 切 AC 于 Q, 则 AP=A4AQ. 又 M 为 PQ 之 


中 点 ,从 而 AM 平分 一 P4AQ, 旦 A、M.、O 共 线 . 


延长 AM 交 @O 于 五, 连结 EC,GOO 与 OO, 相 切 于 D, 故 DO.O、D 共 
线 连结 并 延长 DO 交 @O 于 下 点 , 设 @O 与 OO 的 半径 分 别 为 R,r,O;A== 
m, 连 结 OQ, 则 O.Q| AC'. 又 OA PQ,， 

由 射影 定理 OG&=OM.: OA, 则 OM=7/m. 

设 EM 二 p,EC= 二 g, ©O 的 弦 AE 与 FD 相交 于 Oi, 由 相交 蓄 定理 ， 
AO, . OE=O.D. DF, 


即 m(p—5)=r(2R—/) >mp—2pr. 


又 连结 并 延长 EC 交 O 于 日 总 ,连结 HC, 则 HE 为 CO 之 直径 ， 
ECH=90. /OQA=90", 
则 ECH= /OQA. 


又 LEHC= /EAC= LO AQ, 
从 而 AHECA4oQ， 


即 mg=—=2pr. 

的 两 式 相 比 得 p= 二 9, 即 ME=EC. 
则 LEMC= /ECM, BR AMAC+ /MCA= /BCE+ /BCM. 

因 .BCE= /BAE=/EAC= /MAC, 则 MCA= /BCM. 

即 CM 平分 人 ABC. 又 AM 平 分 人 BAC, 故 M 为 人 ABC 的 内 心 . 


证 法 3 6) 先 计 算 A 到 内 心 的 距离 工 , 工 ， sin 人 =r 一 BE 。 sinA,， 


则 xz 一 4R。sin 。Sin 5. 


(2) 由 已 知 可 得 A、M.O 三 点 共 线 ;0.O .D 三 点 共 线 ,OD==O.D, 不 妨 设 人 C 守 人 B. 
设 OQ=- 考察 人 OA4O 4 


| ZOAO = 地 /A— 人 BAO= 考 _AA 十 AC 一 90。， 


OO 
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AO=R, 
2 — x/sin 全 ， 
OO 一 RR 一 Zz, 


由 余弦 定理 有 


cos/ OAO = ， 


2 
R? 十 (Rxz)’ 


即 cos( 广 和 A 二 人 人 C 一 90")= 


TS0,， 


2Rsin( 分 十 C)/sin 分 一 zx * ( ! 


， 2 
SIn 


外 
中 — ， A 时 
COs” -二 


2 


sinB . sin 
An。 4_hp. 2 < 
AP=AQ=x cot 2 =4R A 9 
coOs -一 
2 
AM=AP * COS 今 =4R 。 sin 3 。 sin 宁 ， 


| 奥 豆 经 典 


专 题 研 究 系 列 


asbb—as—a—ba~—bab ba,—a,—ba—ob, 
由 此 看 出 zw+6 二 xz; , 即 {z) 是 周期 为 6 的 数列 . 


TI00 ~ C6xI6t+4 一 4 一 一 全。 


-有 1997 年 全 国 高 中 数学 竞赛 试题 (湖南 省 命 制 ) 
与 

林 : 

记 第 一 试 
数 

学 1.A 

经 计算 知 数列 {z,} 的 前 几 项 是 

真 

是 

分 

析 


XX et+1 十 Tet+2 十 Tst+3 十 Tek+4 十 T6k+5 十 Zet+6 

二 Xl 十 Xz 十 X3 十 X4 十 Xs 十 Te 

二 a 十 6 十 (5 一 Q) 十 (一 Q) 十 (一 候 十 (a 一 5b) 二 0， 
S100 一 96xl64 一 9 一 4 十 0 十 (一 Ga) 十 (一 0) 


一 20 一 以， 
2.D 
因 ABCD 是 正四 面体 , 故 4ACLBD. 作 EGAAC 交 BC 于 G, 连 GF, 则 mw = ZGEF, BSE = 
AE CF : 


FE 一 ;有 GF/ BD. 故 GF EG,H B=A=LEFRG, 所 以 ， 


f=a t+B = LGEF- LEFG 
=180"— /EGF=90°, 

3.C 

设 等 差 数列 的 首 项 为 a, 公差 为 dg, 则 依 题 意 有 


na 十 下 2 dd 一 97?， 
即 [人 [22 十 (2 一 1)g]m 一 2X972， (# ) 
因为 不 小 于 3 的 自然 数 ,97 为 素数 , 故 半 的 值 只 可 能 为 97,2X97,97? ,2X97: 四 者 之 一 . 
车 d>0, 则 由 (* ) 知 2X97? 磊 n(n 一 Dd 之 n(n 一 1). 故 只 可 能 有 n= 二 97, (* ) 化 为 a 十 48d 一 97， 
这 时 ( % ) 有 了 两 组 解 : 


n==7,， 7 一 97， 
| d=2,， 
CQ 一 49; 2 一 上 下. 


车 d=0, 则 (x ) 化 为 an 一 972. 这 时 (x ) 有 两 组 解 ， 


故 符合 题 设 条 件 的 等 差 数列 共 4 个 . 


2r 3x 


以 , 当 |xzi 一 亡 | 之 lz 一 亡 | 时 ,有 fr) 放 f(zs). 又 易 知 0<a< 有 ,二 < 二 ,<<7< < 


4.D : 8 
so | 一 V 六 .这 说 明 (zy 到 定点 (0, 一) 与 到 定 直线 = 一 27 十 3 一 0 的 距 是 宁 

V 开 十 (一 2)2 这 

离 之 比 为 常数 \/ 羡 . 由 棋 加 定义 得 \/ 号 <1, 所 以 m>5. 学 
5.B 

由 题 意 , /(z) 的 图 象 关于 直线 < 一 于 对 称 , 且 在 (一 co, 至 ) 单 调 减少 ,在 (地 ,十 co) 单 调 增加 .所 | 于 

分 

析 


SR TT TT RT RT 
6< 宇 ,所 以 0<|7 让 < < 2 < <16 » | < <la 7 | 二 广 . 帮 有 


Fa) 二 0)> FDC7)， 
6.D 
首先 ,无 论 a.b.c 的 位 置 关系 是 怎样 的 ,总 可 作 一 个 平行 
六 面体 ABCD -ABCD ,使 AB 在 直线 a 上 ,B,C 在 直线 
b 上 ,DD 在 直线 c 上. 再 在 DD 的 延长 线 上 任 取 一 点 M. 由 
M 与 a 确定 个 平面 ,平面 " 与 直线 BiC; 交 于 P, 与 直线 
4 Di 交 于 Q, 则 PQVa. 于 是 ,在 平面 a 内 ,直线 PM 不 与 a 
平行 ,PM 必 与 a 交 于 一 点 N. 这 样 直线 MN 就 同时 与 直线 
a bc 相交 . 由 于 点 M 的 取 法 有 无 穷 多 种 , 故 同 时 与 a.6bc 都 
相交 的 直线 有 无 穷 多 条 . 
二 1. 2. 
原 方程 组 化 为 
(z 一 1)3 十 1997(z 一 1 一 一 1， 
(1—y)? 二 1997(1 一 y) 二 一 1, - | | / 
因为 .Fi 一 二 十 1997#, 在 (一 ,十 ce) 单调 增加 , 且 f(z 一 1)==f(1 一 ;所 以 ,7 一 1 二 1 一 y, 即 
ZX 十 y 二 2. : : : 
2. 4. 


首先 ,应 注意 到 下 列 结论 :过 双 曲 线 一 区 1 的 右 焦点 且 与 右 支 交 于 两 点 的 弦 , 当 上 且 仅 当 该 及 


与 了 轴 垂 直 时 ,取得 最 小 长 度 比 一 4. (事实 上 ,该 双 曲 线 的 极 坐标 方程 为 p= 一 -一 , 又 设 AB 是 


1 一 V3cosp 
过 右 焦点 正 仅 与 右 支 相交 的 弦 ,A(p ,9) ,B(m ,x 十 D (p>>0,py>>0, 则 |AB|=p. 十 py 一 一 二 


2 4 | 
一 4, 当 9= 下 时 ， 
1 十 V3cosg 1 一 /3cos20 当 2 时 村 号 成 立 ) 


| 让 i [让 可 准 本 ihe tr 和 7 
了 拉 和 村 于 所 汪汪 所要 直 和 半生 半生 加 二 出 了 生生 二 生生 和 请 下 二 站 上 本] 
机 Fi EH Fit Rha oli 下 让 
| ld ii Es tt Er! 
ee 


革 冰 离 凋 下 乓 性 水 沿 区 六 沽 oO 


其 次 ,满足 题 设 条 件 的 直线 怡 有 三 条 时 ,只 有 两 种 可 能 ， 
| (1) 与 双 曲 线 左 、 右 两 支 都 相交 的 只 有 一 条 ,而 仪 与 右 支 相交 的 有 两 条 ,此 时 ,与 双 曲 线 左 、 右 两 
文 都 相交 的 必 是 x 轴 , 而 其 两 交点 的 距离 为 2a 一 2, 但 仅 与 右 支 相交 的 两 条 的 弦 长 >4, 这 不 满足 题 
设 条 件 ; 
(2) 与 双 曲 线 左 . 右 两 支 都 相交 的 有 两 条 ,而 仅 与 右 支 相交 的 只 有 -一 条 ,上 且 这 条 弱 必 与 z 轴 垂 直 
《否则 ,由 对 称 性 知 仅 与 右 支 相交 的 有 两 条 弱 ) ,此 时 |4B| 二 4=4, 且 与 双 曲 线 左 、 右 两 支 都 相交 的 弦 


长 也 可 满足 这 个 条 件 , 所 以 4=4. 


3. px 十 于 一方 arccos 这 六 kr 十 万 十 方 arccos 闻 (k=0,1). 


2 4 
设 z 二 r《(cos6 十 sin9) , 则 
12z 十 二 | 二 (42 十 起 ) 十 4cos26 一 1， 
z 天 


4 六 十 (4cos20 一 1 十 1 一 0. 


这 个 等 式 成 立 等 价 于 二 次 方程 
4z 十 (4cos20 一 1)xz 十 1 二 0 


的 两 根 zi .zs 均 为 正 数 
全 判别 式 A 二 (4cos20 一 1)? 一 42 尘 0 日 


Tl 十 zz 一 一 地 (4cos20— 1) >0,71 Xx» 一 元 >0 
, 
全 cos2 改 一 本 


全 24r 十 区 一 arccos 立 雪 20<C24x 十 xz 十 arccos 3 


4 4 
eskrn| i arccOs 3 Gknt Tiarccos 3. (k=0,1) 
2 2 4 全 全 2 2 4 ”0 
V3 
4. 3 


如 图 , 设 等 腰 直 角 三 角形 ABC 中 斜 边 AB 的 中 点 为 D, 则 万 为 
人 ABC 的 外 心 .由 SA 二 SB 一 SC=2, 知 S 在 底面 ABC 上 的 射影 为 D. 从 
而 , 球 心 O 在 SD 上 且 04=08B=OS. 所 以 ,0O 是 人 SAB 的 中 心 .而 


AS4B 是 等 边 三 角形 ,SD== V2 一 1 二 V3, 所 以 ,O 到 平面 ABC 的 距离 4 


5. 26. 

如 图 ,显然 青蛙 不 可 能 经 过 跳 1 次 .2 次 或 4 次 到 达 品 点 . 政 表 硅 的 
中 法 只 有 下 列 两 类 情形 : 

(1) 青 蛙 跳 3 次 到 达 DD 点 ,有 2 种 跳 法 ， 

(2) 青 蛙 一 共 跳 5 次 后 停止 ,这 时 ,前 3 次 的 跳 法 (一 定 不 到 达 了 反 ) 有 : 2 一 2 种 ， ,局 隐 次 胶 法 有 


| 2 种， bh 放 育 蛙 一 共 呈 5 次 的 跳 法 有 (2 一 2)。2? 一 24 种 . 


1 
et i 


由 (1) (2) 知 青蛙 共有 2 十 24 二 26 种 不 同 跳 法 . F E 
6. lg2. 
z 由 己 知 条 件 得 a 二 lg(rxy! 十 z),b=ljg(yz 十 Tz 1),c 二 lg| (xz) ! 十 yj]. 
设 xy 十 z, yz 十 X 1! , (xz) 十 y 中 的 最 大 数 为 , 则 M=]gu. 
由 已 知 条 件 知 zx、y、z 均 为 正 数 , 于 是 
wu 之 (Ty ! 十 2z)[ (xz) ! 十 yj B C 
一 [ (yz) 十 yzj 十 (Xx 十 X) 之 2 十 2 一 4. 
所 以 ,wu 之 2, 且 当 式 =y 二 z 二 1 时 x 二 2, 故 的 最 小 值 为 2, 从 而 M 的 最 小 值 为 lg2. 
三 、 由 已 知 条 件 得 


i LT 
Z 一 -7 (y+ 入- 一 (5 十 715) 二 记 ， 


当 冰 离间 董 征 代 当 进 可 和 并 粳 O 


sintXx— yy) 之 0,sin(y 一 Zz) 之 0. 


于 是 ,coszxsinycosz = 地 cosz[sin(y 十 z) 十 sin(y 一 za] 之 二 cosrsinCy 十 z) 
1 1 
一 了 3 COS 7 之 本 coOS 亚 一 豆 . 
且 当 z 一 可 ?一 之 一 行 时 等 号 成 立 . 
COSZSinyCOSZ 的 最 小 值 为 去 ， 


你 cosZSinycosz 


cosz[ sin(Z 十 y) 一 sin(Z 一 y) | 


coszsin(Z 十 光一 言 COS’ 之 


-1 
2 
1 
2 
1 3 
2 


cos 15™ 不 (1 十 cos = 
5 a 
目 当 zx==y 一 加,* 一 了 2 时 等 号 成 立 . 


coszsinycosz 的 最 大 值 为 2 ， 


四 (1 用 反 证 法 . 

假设 正人 PQR 的 二 顶点 PQ:R 位 于 同一 支 如 Ci! 上 ,其 坐标 分 别 为 (xi ,Yi)、(xz ,Ye)、(xrs 十 
访 ) ,不妨 设 0 和 zi <z<z 则 一 定 有 六 全 加 人 凡人 0. 于 是 ， 

PQ 十 QR2: 一 PRE 

=[ (x 一 2 六 十 (zz 一 2 天 一 人 一 T3) ty my) 二 yy) OO—(y—y):| 

一 (2 妈 一 201z —2T2T3 2T1 Ts) (2 2y yO—2y2 yy 2y ys) 

~2(7T2 TIT TT) 二 2 YT— yy CO oy) 0, 

因此 ,PQ 十 QR*<PR’. 


: tr i ha 
了 ‘Eka | in 二 HH 杀人 9 和 : HE ee 有 让 es 
加 汪汪 1 en | 


溉 冰 凋 亚 二 性 各 过 同和 涉 效 O 


是 有 


这 说 明和 信 PQR 是 钝 角 三 角形 ,与 八 PQR 为 正三 角形 矛盾. 故 P,Q、R 不 能 位 于 同一 支 上 . 
(2) 设 QR 的 坐标 为 (x 二) (Zz 去) ,这 时 QR 边 上 的 高 线 方程 为 


y+1=x1x2 (x 二 1). | (1) 
它 必 过 线段 QR 的 中 点 ,因此 QR 的 中 点 坐标 满足 方程 (1) ,于 


1 了 工 
Tl 所 元 空 十 1)， 


To Tl=z x 


此 即 (1—xi x )| (zi 十 zz)(1 十 zi) 十 2xzizz | 二 0. 
Zi 盖 0,z2 盖 0, 上 式 方 括号 中 的 式 子 明显 大 于 0, 则 

1 一 zixz 二 0. zizz 一 1， 

于 是 ,Q 的 坐标 为 (二 ,ze) ,而 R 的 坐标 为 (zz， 二 ), 这 说 
明 QR 关于 直线 y 二 zz 对称. 

PQ.PR 所 在 的 直线 分 别 为 过 P 点 与 y 一 工交 成 30" 角 的 相互 对 称 的 两 条 直线 , 易 见 其 倾斜 角 分 
别 为 ?5° 和 15 . 不妨 设 PQ 的 倾斜 角 为 75 ,这 时 它 的 方程 为 

y 十 1 一 tan75 。(Zz 十 1)， 
即 yy 十 1 王 (2 十 V3)(Cz 十 1)， 


V3). 
3 a Ads 


五 人 2 0 
vx 本 一 他 
dl 0 3 id 


则 C2 一 人 CC3 =alg » 4 =a19 » 5 alg’. 


于 是 ,由 已 知 条 件 得 


ai (1 十 g 十 oz tg ta) = (tatg 十 oa 十 gt)， 


(1) 若 1 二 gt+g 十 十 gq! 二 0， 
则 一 1 二 (gq 一 (gt 二 + 十 二 gq 十 1) 二 0. 
中 一 1,|9| 一 1， 
此 时 ,|a 1=|az| 王 |as| 王 |a| 一 |as|. 
故 复 数 az .as .ai .as 对 应 的 点 都 在 以 原点 为 圆心 ,|ai | 为 半径 的 圆周 上 .. 
(2) 春 1 十 9 十 和 十 各 十 因 关 0， 
则 oo 一 4, 即 地 一 4,c3s 一 士 2. 


而 q 满足 方程 
1 1 SS._,S 
1+q+ 二 十 9 十 地 一 疗 一 土语 (1) 


记 z 一 9 十 二 ,上 式 化 为 关于 工 的 实 系数 二 次 方程 


上 工 
HH 


和 1 
站 全 rt ih he ri 
i 出 时 i 1 
1 


rx 十 x 一 1 干 辽 =0， 
令 f(x) 一 必 十 + 一 1 干 子 ,注意 当 |S|<2 时 ,有 


f( 一 方 )= 一 二 (5 土 2S)<0， 


7(2) 一 5 干 闻 >0， 


f( 一 2)=1 干 子 之 0. 


故 方程 (2) 的 两 根 都 是 绝对 值 不 大 于 2 的 实数 . 

对 于 (2) 的 每 个 根 zx, 相应 的 9 满足 实 系 数 二 次 方程 

gq 一 Xxq 二 1 二 0. (3) 
它 的 判别 式 A 二 x 一 4 二 0, 故 两 根 qi 、gqz 为 共 示 复数 旦 

ql =lgz|*=qgg=1. 

因此 ,方程 (1) 的 每 个 根 g 都 满足 |g|==1, 从 而 ,1all==|az | 二 1as1==|a|==|as|==2, 即 复数 a、 
Qz .Qa3 sa4 vas 对 应 的 点 同 在 以 原点 为 圆心 ,半径 为 2 的 圆周 上 . 


第 二 试 


一 ,证 法 1 如 图 , 设 O、©O、、0O 的 半径 分 别 为 ri、rs、. 
由 条 件 知 O.O .S 三 点 共 线 ,OO .了 工 三 点 共 线 , 且 OS 二 OT=x. 
”连结 OS,OT,ON, NT,O;M,O.N,OM,QN,0.0. 

充分 性 . 设 SN 本 三 点 基线 , 则 人 S$ 二 人 T. 又 人 OSN 与 
人 O; NT 均 为 等 腰 三 角形 故人 S$S 二 人 ONS, AT= 人 ONT. 

于 是 , 人 $= 人 ONT, 人 T= ONS. 

从 而 ,ON/OS,ON/OT. 

故 四 边 形 OO NO 为 平行 四 边 形 . 

因此 ,O00 一 QQ N=r; = 二 MO,， 

OQ; =O N= =MO. 

故 ”和 作 O; MO 和 AQ OM. 

从 而 DAO M = SA0,OM. 由 此 得 OO; / OM. 

又 由 于 CC MN, 故 OM | MN. 

必要 性 . 阁 OM | MN,OO | MN, 有 OWHOM. 从而， SA01M = Sao 

设 OM=a, 由 OM=n ,O10=r 一 7i ,OO=r 一 r; ,Oo M=r; ' 知 AOLMD 与 AOOM 的 周 长 都 等 


于 a 十 一 记 z 一 9 


由 三 角形 面积 的 海 化 公式 ,有 


QO 
与 
林 

匹 

克 
数 
学 
中 
的 
真 
题 
分 
析 


/EE i ， 


Saom = Vp pn (prin} pp—a) 
= Vp (pr) (p—rir) (pa) 
= SA0, OM. 
化 简 得 (rr 一 ri) (一 ri 一 rz) 二 0. 
又 已 知 ri rz ,有 六 一 六 二 7， 
克 OO==r—rni = = 二 0%N, 
Orr =r ~ ON. 
所 以 ,OO NO 为 平行 四 边 形 . 
从 而 ,ONTTAT=180", ONS 二 + 人 S=180". : | 
又 AD SN 与 AO NT 均 为 等 腰 三 角形 ,一 T= ONT, 一 S= “ONS， 
LOINO;+2/S= /ONS+/S=/ONT+/ T= /ONO +2/T, 
即 $= 人 人 T 
于 是 , 人 Oi NS= /人 ONT. 
故 ONS+ONGO 十 ONT=- /SON;+ /SsS=180°, 
所 以 ,SN.T 三 点 共 线 . 
证 法 2 由 已 知 条 件 知 O.O; .S 三 点 共 线 ,O.0O,、 工 三 点 共 
线 .延长 MN 交 O 于 K、P, 过 S 作 QO, 的 切线 SQ, 过 工作 
OO 的 切线 TQ, 由 蒙 日 定理 三 条 根 轴 交 于 一 点 Q, 即 M.N.Q 
三 点 共 线 . 
充分 性 若 S.N.T 三 点 共 线 ， 
QS .QT 为 切线 ， 
/TSQ= /STQ. 
OS SQ,OT | TQ, 
0O:S.Q. 工 四 点 共 圆 . 
TSQ= ZTOQ. 
又 ASTQ= ATMQ， 
“~ LTOQ= 人 TMGQ. 
OM、T.Q 四 点 共 圆 ， 
OT|TQ 
/OMN— 90°. 
必要 性 . 着 人 OMN = 90"， 
OS | SQ,OT |_ TQ, 
LO0SQ= LOTQ= LOMQ=90°, 
OM.T.Q.S 五 点 共 阅 . 
延长 TN 交 O 于 S51, 交 OMTQS 所 确定 的 圆 于 S; , 则 
SN。 NT=PN . KN, 


于 冰 和 商 凋 相生 性 巡 过 同和 汶 浅 O 


SN。 NT=MN .+ QN. 
/OMN=90",， 
OM | KP, 从 而 有 MK==MP. 
由 于 QP， QK= 二 QS’ 二 QN ，QM， 
. QP. (QM-+MP)=(PQ+PN) . QM. 
QP . MP=PN . QM. | 
(QN— PN) (MN+PN)= PN(QN-++MN). 
QN. MN =PN . MN+PN*. MN+PN:=PN(MN+NP)+PN. MN 
—PN(MK+MN)=PN— KN. 
有 SN。 NT=SN. NT, 
SI N= SN, 
即 ” Si ,Sz 重合 . 
而 S 是 五 点 圆 与 OO 的 交点 ， 
， Si 一 一 S, 即 SN、 了 三 点 共 线 . 
证 法 3 若 人 OMN=90”， 
OS | SQ,OT LTQ， 
/0SQ= /OTQ= /OMQ=90". 
故 OJM、T.Q、S 五 点 共 贺 . 
有 OSM= 一 OTM 
又" OS=O,M,0O;T=O,M,; 
LOSM= LO, MS, 
/OTM= /OMT. 
LO MS= CO MT 
故人 OO0Os 一 SMT= SMT++ /OMS 一 AO;MT 
= /OMO,. | 
“OO .CO .AM 四 点 共 圆 ， 
又 OM|MN,O0O | MN， 
OM/ O10; ,OO =MO. 
设 OOGOO 所 的 半径 分 别 为 Rr rz;, 则 OO 一 产 . 
R=0S=00, +OS=n ns. 
过 OO 作 ON /OT 交 ST 于 N', 过 N 作 N'O';/OS 交 OT 于 
0O2. 由 于 和信 OST 为 等 腰 三 角形 , 故 N'O’, = 二 O00 一 mm. 
于 是 ,00'; = 二 ON 一 OS 一 mm， 
OO; T=—OT—O0,=r—n =r,,， 
i 故 01; 与 O; 重合 | 
对 于 N,N 到 QO 的 距离 为 OsN 一 ny ,N' 到 O, 的 距离 为 ON 二 =n， 


芝 冰 离 凋 茹 笑 蜂 亚 泪 回 水 闫 oO 


O 
全 
林 
风 
克 
数 
学 
中 
的 
真 
题 
分 
本 


ME ，，， 


N 为 OO 与 OO 的 交点 . 
因此 ,和 与 N 重合 
故 N 在 S、 工 所 在 直线 上 
证 法 4 连结 OS,OT、ST, 作 公 切 线 SP、TP 县 相交 于 点 卫 , 则 ps= PT. 故 点 P 了 在 QO, 和 OO， 
的 根 轴 上 , 且 有 PS:==PN.。 PM. 
连结 OP 交 ST 于 点 Q@,; 则 OP] ST 于 Q, 且 PQ. PO=PS: 王 PN，。 
PM. 故 OQ,N.M 四 点 共 圆 . 于 是 ,有 


OM | MNEOOQ LQN 

全 六 在 直线 ST 上 

SOS.N.T 三 点 共 线 . 
Sri—> —%， 

二 = (1) 
Deys = Xo Yo. 


看 人 存在 实数 yo ,和 ，… ,yr 使 (1) 成 立 , 则 
R= rye) 

由 柯 西 不 等 式 可 得 
BRE XE) (2 ). | (2) 
如 果 台 之 交叉 , 则 由 (1) 可 得 % 宛 六. 
而 x68>(D (DR), 与 (2) 了 矛盾. 于 是 得 
a (3) 
友之 , 敬 (3) 成 立 , 有 两 种 情 帝 : 
(1D) 如 二 部 台 , 则 取 一 ,8 一 0,1,2,…,n, 显 然 (1) 成 立 . 


( | ) > , 人 => —x>0 ;从 而 本 9 ”9 过 放 不 全 为 0. 不 妨 设 天 0, 取 Yk 二 0,k 二 0,1， 
… ,7 一 2, 有 


y dn yn = dtn—l 
对 一 一 yn * 
VX 1 十 VX 1 十 < 
易 知 (1) 也 成 立 . 
综 上 可 知 , 所 求 的 条 件 为 二 去. 
二 的 最 小 值 为 97. 
0,4(07 一 1 十 1 委 i 委 47)， 
(1) 取 zz;,; 二 (j=—=1,2,.*,25) 
人 ; 其余 的 1, 


这 时 , 名 zi 一 0 十 24X 去 (一 ]， 2 ，.， .,100) 满 足 题 设 条 件 , 重 排 后 有 


BEE 


1 . 
,| 过 < 大 96 ， 
Ti -| Di (71=1,2,*, 250) 


0,97 委 ; 委 100. 


25 
这 时 9 Ti —25 入 方 > 之 1， (1 < 入 委 06) 
了 于 


故 & 的 最 小 值 之 97. 
(2) 首 先 证 明 : 表 1 中 必 有 一 行 ( 设 为 第 > 行 ) 的 所 有 数 


Tr,l 9 Tr,2 时 sr, 25 


必 在 重 排 后 所 得 表 2 的 前 97 行 中 都 出 现 . 


事实 上 , 若 上 述 结论 不 成 立 , 则 表 1 的 每 一 行 中 至 少 有 一 个 数 不 在 表 2 的 前 97 行 中 出 现 , 即 表 2 


的 前 97 行 中 至 多 共有 表 1 中 100X 24 一 2400 个 数 , 这 与 表 2 的 前 97 行 共 有 25X97 一 2425 个 数 矛 


盾 . 


其 次 ,由 重 排 要 求知 表 2 中 每 列 的 数 从 上 到 下 的 是 由 大 到 小 排列 的 , 故 当 ;之 97 时 ， 
TSX 9 ET (一 1 2 25) 

故 当 ;之 97 时 ， 

DE 

综合 (1)、(2) 知 上 的 最 小 值 为 97. 


1998 年 湖南 省 高 中 数学 竞赛 试题 


2| 是 减 函 数 , 故 选 C. 


多 


1 令 f(z)=|zx 一 21, 其 函数 图 象 为 右 图 , 当 z>2 时 ,y 一 logd |z 一 


© oO 


2y 二 十 之 
2. ly 二 (ZX 十 1) 
y= 二 Xx(z 十 2) 
由 一 孔 得 = 一 27, 代 人 @ 得 ,z 一 号 y， 六 一 与 入 
再 代 人 人 得 符合 条 件 的 > 值 为 y= 王 12. 故 选 CC. 


一 二 5 一 V3， 


并 十 
3. 设 z= 二 zx 十 i, 易 知 y>>0; 由 题 意 得 / 两 式 相 除 ,可 得 z+ 二 一 1. 
yy __y3 
3 


© 


了 一 2 


y 二 V3, 故 z 二 一 1-HY3i. 故 选 及 


4. 将 直线 ”a 代 人 方程 (x 一 人 ?十 一 4 得 站 一 8zcosae 十 12 一 0. 由 题 意 有 


了 一 


注 守 麻将 民 匡 站 淡漠 卫 放 笑 O 


芝 冰 商 凋 亚 后 蒲 涟 泪 由 江波 oO 


PqEdEEi: 
AR 和 生生 


A 一 64cos a 一 48 一 00, cosa 一 + 而 0 这 a 过 Tt, 邦 2 或 2 “ 选 A. 


5.A 中 与 可 相交 ,故人 A 不 正确 .B 中 心 与 林 慎 而 不 得 直 B 不 正确 .C 中 当 a lb,alc 
时 ,a 与 8 可 平行 ,C 不 正确 . 故 选 D 

6. 将 两 次 连续 命中 与 一 次 命中 的 情形 看 成 两 个 元 素 择 入 五 个 位 于 的 6 空 , 可 知 符合 条 件 的 情形 
共有 户 二 6X5 一 30, 故 选 B 

7. 车 正六 楼 锥 的 底面 边 长 与 侧 棱 长 相等 , 因 底 面 边 长 与 其 底面 半径 相等 , 则 由 正六 棱锥 的 高 . 底 
面 半径 、 侧 棱 长 所 构成 的 直角 三 角形 中 , 侧 校长 与 底面 半径 相等 ( 即 斜 边 直角 边 让 等 )， 这 是 不 可 能 
的 , 故 选 D. 

”8. 将 圆 的 方程 化 为 直角 坐标 方程 ,得 之 十 光一 V2z 一 3y 一 0， 


即 (z 一 妆 ) 十 (一 妾 ?一 1， 心 为 C2， 如 ), 半 径 为 1, 化 为 极 坐 标 为 (1, 下 ). 故 选 及 或 由 p= 


V2 cost sing) 一 2cos(0 一 下 ) ,得 圆心 为 (1， 二 ) 


‘tpi 


mm 


人 2 yu lol l,l 
1. “~ Ol Cr Vr) ( 二 ) 二 一 ,由 村 三方 ,得 = D ， 
1 
玫 lim(x 1 十 x 十 … 十 x "二 一 二 1 
noc 1 一 一 
2 


2. 设 球 半径 为 R, 依 题 意 有 xR 一 x 。 16*。9， 
.R=12,S—4nR: —4x .12:—5767(cm’). 
2 2 
3. 设 椭 阅 标准 方程 为 互 十 次 二 1, 由 题 意 知 生 一 2c, 从 而 有 2c 一 a :一 下 十 ec 9 


“ 机 90 
fr)=frp(y— p(x) f(y), 
fy—r)= fer — gy fr) — Lf ey gr) f(y) |. 
“f(xy = f(y—7r)=~— f(x—y)j, 
一 Xz) 一 一 了 f(x), 即 f(x) 是 奇 晴 数 . 
1D)=f—2)=f(—1—D)=f(—1l)g(l)—g(—1)f(1) 
= 一 f(1)[g()+g(—1)], 
“21)++g(—1) 二 一 1. 


5,， 由 sinb 十 cosb 一 如 ,得 Sin 。 coOs0=—— 二 ， 又 了 Le et .Sin0>0 ,cos 0. 


Sing— cos6 >0, .sin0 一 cosg 一 (sing- cos))? — 4sintcos0 = . 


)— (sing 十 cosO (sing— cos 几 _ 


sin 。cosO 


Va 


。。 tan 亿 一 COt 


ee 
i 
I ” 站 和 Ed oo i 了 a 
“ PE .1 2 "0 , i 2 HE es i 了 
i a 
A 

HP 了 站 a HE ‘1 

ri 1 Le ”ue i ” a : HE 2: ; ; 
四 : i 


0. 今 Sin2w 一 , COS’ & 一 - 生 雪 申 放 9 VY 和 
2 2 
小 YY SIN a COS UO 


Uy 十 36 一 19csc a98sec ac 一 19(1 十 cot oa) 十 98(1 二 tan a) 一 19cot a 十 98tan a 十 


sin2a cos<a 


19 二 98 守 2 V19X98 十 117 十 14 w38. 

三 .由 条 件 知 ,28 一 < 十 c， 

.2sinB 一 sinA 十 sinC' 

XA 二 B+C=n, .2sin(AO)=sinA tsinC. 
A Ccos SE .A 二 TC 4 一 c 


2 一 2S1n 7 cos 5 
vs A+tC A—C 


-一 COS 
< 


。…Z 十 y 一 一 


。。4SID 


2 


又 Sin 0 2c 


从 而 ,5cosA 一 4cosAcosC 十 5cosC 
一 D(cosA 十 cosC) 一 4cosAcosC 


=10cos A cos A A 2[cos( A+C) Hcos( A 0)] 


鞭 池 亡 灿 怀 上 民 潍 江 问 涟 闭 OO 


A os A—C 人 C _ 2f 2co08 


一 10cos S A +gcos’ 全 一 2] 


> 


— 20cos’ A 


~ 20¢c08- 十 4 一 4. 
四 设 加 柱 形 依 注 镶 的 底面 半径 为 rm; 高 为 hm, 造 价 为 y 元 . 


20r _ 20 
则 xr h=20n,..h=— re 


“yO—2nr +40 二 2xrh。32==80z7r 十 64xrh 
12907 
rr 


一 80rr2 十 64xr ， We 二 80nr 十 


-3 /go 、 -十 ao 


一 960x( 元 )， 
当 目 仅 当 80rz 二 2 , /一 2 二 5 时 取 等 号 . 


答 : 当 储 油 饶 底 面 半 径 为 2 m, 高 为 5 m 时 ,材料 成 本 最 低 . 
五 (1)AC= 二 AA’= 一 2, A’'AC=120", 知 AMC 一 2V3. 

“M 是 ATC 的 中 点 , 则 可 求 得 AM=1, 且 AM | A'C. 

又 … 平 面 A4C 下 底面 ， 

“平面 AAC | 平面 ABC 

“C 是 OO 上 异 于 A.B 的 一 点 , 则 BC | AC， 

BC | 平面 AAC, 故 BC | AM， 


革 冰 济 凋 亚 玫 尾 流 湛 同 潍 交 O 


故 AM | 平面 ABC. 
(2) 作 MN | 4 了 于 N, 连 AN 
则 由 三 垂 线 定理 知人 MNA 为 二 面 角 A -A'B -C 的 平面 角 . 又 由 BC | 平面 4AC, 知 BC LAC， 


而 BAC=30",RtAA4CB 中 ,可 求 得 BC=2. 


AM _ 2v3 
MN 


从 而 MN=3,. “tan LANM= 


2 
故 二 面 角 A-A'B-C 的 大 小 为 arctan 二 2 


六 (1) 由 本 (一 /3a,0)，C2 : i 


2 一 一 4 3 | | 
由 /> V3ar 消去 得 之 十 2V3az 一 a2 一 0， 
27:— y=2a’. 


“A 一 (2Y3a)? 十 4a? >0, .方程 中 有 两 实 根 zi ,zz， 

义 TI， Zz 二 一 a 过 0, 则 两 根 蜡 号 ,不 妨 设 局 0,z <0. 

当 x0 时 ,y= 二 一 4Y3ax 无 实 根 ， 

当 zz 过 0 时 ,y= 二 一 4V3ax 有 两 个 不 同 实 根 , 从 而 Cl 和 C。 有 两 个 不 同 的 交点 ， 
(2) 假 设 符合 条 件 的 弦 AB 存在 . 

(了 工 ) 当 直线 斜率 存在 时 , 易 知 & 关 0, 设 直线 AB 的 方程 为 y= 二 k(x 十 V3a). 


一 开 ( 你 3 ) ， 
由 方程 组 | ?一 和 (z+Y3c)， 消去 ,得 
y=—4V3arx. 


kx +2vV3a(k 十 2)7 十 3a2 有 2 一 0. 


”一 2V3a(&2 十 2) 
, 下 tr 


X12 一 3a: 


l2a: ( 氏 十 2) 一 12a284 -4V3a(R2 十 1 
Et 


.AB=A / (1 十 外 2 


又 原点 到 直线 AB 的 距离 一 2 ， 


本 
. _1 .V3alk| .4V3a(k’:+1) 1 
SAADB 一 2 * i “pO 6a’ 1+ 3z. 


( 开 ) 当 直线 斜率 上 不 存在 时 , 即 AB| x 轴 , 有 Saw 一方 * 4V3a "V3a6a?， 


6a”^/ 1 十 二 之 6a: (k0),， 


.SAnoB 人 6ca- ,此 时 直线 AB 的 方程 为 x 二 一 V3a. 
当 ->0 时 ,地 二 ->co，， “SAa08 无 最 大 值 . 


oh le MRI 


EN 


七 1) 我 们 把 第 & 个 1 和 它 后 面 的 2 一个 2, 这 2 十 1 项 称 为 数列 的 第 上 段 , 设 1998 项 在 第 大 
段 , 则 上 是 满足 & 十 (1 十 2 十 2 十 … 十 2-1) 一 2 十 E 一 1 六 1998 的 最 小 正 整 数 . 

“2 十 10 一 1 二 1033 过 1998, 而 24 十 11 一 1 一 2058 盖 1998， 

“k=11. : 

故 Sies 一 2X1998 一 11 一 3985. 

(2) 夺 存在 nEN, 使 得 S,= 王 2001, 设 第 ”项 在 第 上 段 , 则 有 

27 一 上 一 2001 ,可 以 推出 & 为 奇数 . 

由 (1) 知 ,k 志 11, 这 样 1000< 二 n 二 1006,， 

“2 十 9 一 1 二 520<<1000<<n,2*? 十 10 一 1 二 1033 汪 1006>n, / 

… 第 n 项 应 在 第 10 段 , 即 上 一 10, 这 与 上 为 奇数 矛盾 ,所 以 二 不 存在 . 
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洒 冲 高 凋 垩 二 疾 活 并 回 并 症 C 
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» 


1. [0, 亚 ]U[，m)， 由 》 一 一 cosa。z 一 1 及 | 一 cose| 委 1 知 |tanbl 魏 1, 从 而 bp [0, 于 ]U[， 


x). 


2. 一 8V2., 令 工 十 y 二 t, 则 0 志 : 才 2V2 朋 zy= 坟 (2 一 4) 从 而 Ty 一 4(Xx 十 Y) 一 2 二 广 一 4 一 = 二 


(£1—4):—12> 2V5—4) 12=—8V/5 


3. (一 32,0). 令 有 一天, 则 c= VE 二 = V4, 由 1< 交 人 <3, 知 一 32<k<0. 
4. 8 一 2 由 AR 二 多 知 A= 名 或 方程 x 十 (p 十 2)x 十 1=0 只 有 非 正 根 .车 A== 儿 则 A= 


A20 p20 之 0, 赦 (一 2,0) UL0, 十 co) 
“2 : —> p>U, is 人 
(p42<0 p=-2 7 


5. V2. 因 复 数列 为 i 十 1 一 i 十 1 一 i;i;y 十 1 一 i,… 即 42 二 (1n 二 2,3,…), 故 |zzooo | 二 | | = 
1 二 1 一 i| ==V2. 

6. 96. 因 与 一 条 楼 不 垂直 且 异 面 的 直线 有 6 条 (4 条 面 对 角 线 与 2 条 体 对 角 线 ) ;与 一 条 面 对 角 线 
不 垂直 且 异 面 的 直线 有 8 条 (4 条 楼 ,4 条 面 对 角 线 ) ;与 一 条 体 对 角 线 不 垂直 且 异 面 的 直线 有 6 条 (6 


条 校 ). 故 不 垂直 的 异 面 直 线 对 数 为 (6X 12 十 8X12 十 6X4) 一 96. 
nn 2X ，，. Tr . V3 - ， 1 
7.C~<D<~A<B. 因 x (7 ,3 , 知 sin(sinzr) 一 cos[ 也 一 Sinz |]. 且 .> 委 sinz<] ;得 cos 了 (X 一 
V3) 委 sin(sinz)<<cos 广 (x—2)., 


8. TX— arccos 二 或 arccos( 一 总 )， 


( 
奥 
. 林 
区 
克 
: 
的 
真 
题 
分 
村 


Do 


10.( 工 ) 因 抛物 线 C 过 点 卫 (1,0), 知 Z 一 1 y 一 0, 代 人 的 方程 得 : 
《1] 一 ?7)z 十 1 一 272 十 7 一 0. 


] 一 入 一 (0 mm 二] 

由 已 知 方程 D 与 1 无关, 则 1 2m n=0 -> 1 oh 

(下 ?曲线 C 的 方程 为 y= 二 ( 十 tf 十 Dz 一 2 二 让 十 (信和 十 32 十 1). 令 y==0, 得 ( 民 十 1 十 1)x? 一 
2(1 十 2)*Z 十 (fF 十 3t 十 1) 二 0. G) 

抛物 线 C 截 zx 轴 所 得 弦 长 

[一 jz 一 zi] 一 VCz 十 z) 一 4rz ,其 中 zl ,zs 是 方程 人 的 根 ， 

由 韦 达 定理 ,得 “一 一 一 全 一 一 

二 二 十 1| 


讨论 ; 当 1>>0 时 ,t 十 六 之 2,1 十 地 十 1 之 3， 由 | 


当 1 二 0 时 ， MA "lh /=0 
当 1 过 0 时 ,一 t 十 一 ->2, t+ 二 一 2， 十 地 十 1 一 1 


从 而 “li 二 十 十 1| 之 1, 1<2. 


因此 , 当 且 仅 当 := 一 1 时 ,lL 有 最 大 值 2. 
11. 设 人 BMN=a, 人 BNM=8, 则 
LMAB= /BMN=a, 

NAB= /BNM=B 
.AMAN= AMAB+ /ANAB=atpb, 
MBN=180°—(a+tpP). : 


,MN __ MN 
由 正弦 定理 有 sin MAN sinCatp)_ 


2b=— MN 
: sin /MBN sin(at+p) 
在 OQ 中 ,由 正 苞 定 理 知 ,MB 一 2Rsina 
在 人 BMN 中 由 正弦 定理 知 ,MB 一 2bpsin8 
同 理 ,2rsin8 王 2asina. 

两 式 相 习 得 ”Rr 二 ab= 王 a’ 二 户 , 故 R 十 r 宇 2 vVRr 一 20 一 20. 
等 号 当日 仅 当 R=7, 即 @O; 与 后 CQ 的 半径 相等 时 取得 . 
12. 当 s=0 时 ,由 (让 ) 知 a 一 a 二 … 二 a ,不 等 式 显然 成 立 . 
当 5>0 时 ,由 (ii) 知 a 不 全 为 0, 由 (i 知 存在 w 有 正 有 负 . 
不 妨 设 @ 委 ae 委 …… 委 ae<0 委 at < 委 … 魏 0. 


| ->2Rsina 一 2bsin8& 


六 | 才 站 Y 之 曲 
VV 


由 (0D) 知 一 (ai 十 az 十 …… 十 必 ) 十 《Ci 十 … 十 ai) 一 3， 


联 立 (让 知 a 十 qz 十 … 十 4 一 一 方 ， 更 
。 林 
oil 十 …… 十 om 一 总 区 
克 
i 十 十 an 人 Qn 十 "十 dn 一 (n 一 人 an， 数 
中 
5 l 
之" n 
同 理 一 六 二 十 2 十 … 十 4 之 Qi 十 … 十 ai 二 al， 题 
分 
mm 一。 析 
] (一 2 bk 和 
“> 7 ~ 5n _2s 
站 二 i127” 9 GO 一 AR 9 。 到 7 
4 


13. 若 过 nr 十 7; 则 对 任意 im 

当 目 仪 当 1 二 j} (modr) 时 ,iE A;(j==1,2,*…,7)， 

那么 对 于 同一 子 集 中 任意 两 个 数 a 和 6b(a 守 6b) ,我 们 总 有 

b<a—r, H amt Dr, 6a—r nr. 

于 是 “一 全 一 1 十 ?>1 十 三 >1 十 工 一 1 十 二 

故此 时 不 满足 题目 条 件 , 从 而 m 的 最 小 值 实 nr 十 rr. 

男 一 方面 ,将 {1 ,2,…: ,nr 十 任意 分 成 rr 个 不 相交 的 子 集 的 并 集 AiA; ,Ar 时 ,对 {1,2,*… ,nr 十 
站 中 x 十 1 个 数 : 

nrsnrT1), (nr 二 2) ,+ (nrr), 

由 抽 屋 原则 ,其 中 必 有 2 个 数 a。 和 6b(a<b) 属 于 同一 子 集 , 且 1 二 1 十 2 <1 二 二 <1 十 工 — 
1 十 一. 

即 满足 题目 的 条 件 . 

故 所 求 m 的 最 小 值 为 (x 十 7. 
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二 


1. (0C. 由 4 一 (zjz> 一 ],B=({(zlz>v2 或 x 过 一 V2), 用 数 轴 可 得 答案 . 
2.C. 由 2my 一 一 二 得 ! 一 37,Ss 一 zx02 十 xz 一 4r2. Sy 二 3xy 即 得 . 


妾 六 询 油 亚 性 溺 沽 固 芳 交 O 


十 BqE 关 者 作 人 ns 


3. A. 由 Tarl ~ (rvr) . (一 一 “一 5, 得 x! 一 ,一 (村 )-? ,从 而 lm(x 十 … 十 过 ) 一 
Z 3 
1 一 xz 8 
| i 1 | 小 、 _ n a 
4.B 由 y= 一 1 二 一 1 一 一 ta 十 放 的 对 称 中 心 为 ((a 十 1), 一 1), 其 反 函 数 的 对 称 中 心 为 


(—]l,(a+1))=> a 二 1 一 4=> 4a=3, 
5. DD 由 y 一 2sin(z 十 所 问 左 平移 m 个 单位 得 y 一 2sin(z 十 zz 十 二 可 ,， 知 mm 十 二 x 一 如 十 于 ,oe 


m 一 kr 一 下 , 令 = 1 得 mm 一 局 


6. B, 由 于 等 差 数 列 每 连续 nw 项 和 组 成 等 差 数 列 , 依 题 意 有 前 6 项 和 为 36, 次 6 项 和 为 108, 依 等 
差 数 列 性 质 组 成 首 项 为 36, 公 差 为 72 的 等 差 数 列 , 从 而 可 得 n 二 4. 


7. B. 连 A1B,BiC, 知 Vpa a = 专 , 而 Var 一 广 Vaw AcC1 。 
8.C. 令 ZZ 十 1 二 二 则 一 + 十 1 二 2 一 1 了 (0) 二 一 (2 一 1), 即 f(t)=—f(2—z). 当 Xx 之 1 时 ， 
2 一 工 之 1 ,从 而 f(z)= 一 f(2—z)— 一 [2(x 一 了 ?十 二 


9. B, 由 于 胜 的 场 数 不 得 少 于 4 且 不 得 多 于 7, 故 四 种 情形 为 : 胜 的 场 数 、. 平 的 场 数 、 负 的 场 数 分 别 
为 4,10,1;5,7,3;6,4,5;7,1,7., 
10.D. 由 GiCt 十 GC 十 2 二 72 可 得 . 


11. A. 原 方程 可 化 为 sina 十 cosa= sin2a, 平 方 有 sin:2a 一 sin2a 一 1 二 0, 解 出 sin2a= <<0. 题 


= = 


1 一 5 
2 


5 ] 取 上 二 0,4 一 地 arc sin } <<0 舍 去 ; 取 k=1 


设 a 为 钝 角 , 通 解 为 qa 一方 [kr 十 (—-1) arcsin } 


时 也 含 去 ; 取 & 一 2 时 满足 . 
12. C. 是 奇 函数 的 有 3 个 :(1)、(3) 和 (4). 


ret 


13. (1 ,到 ). 由 p=2cos(0 一 子 ) 得 回 心 为 (1, 子 ), 或 化 为 直角 坐标 方程 求 之 . 

]4. 当 sinb 一 一 1 时 ,6 一 一 了 ,此 时 w= 二 一 6. 当 sin9 一 地 时 ,0 一 arcsin 二 ,此 时 w=2(1+V2). 

27 十 47y 十 2 十 XY 二 9 可 化 为 2(zx 十 y)? 十 (xy)? 二 9. 令 x+ 一 广 ”cos0, zy 一 3sin0, 则 zy 
是 关于 i 二 次 方程 1? 一 方 cosg 。t 十 3sin9 王 0 的 两 根 . 由 A 一 六 cosb 一 12sing 一 一 全 (sing 十 乞 ) 十 
全 > ;从 而 一 1<sinb< -二 ,于 是 w=3c0s0+ 二 6sin0= 3 V5sin(0+-arctan 广 ) 


15. 81. 由 于 y=.Az) 关 于 y 轴 对 称 , 其 周期 为 3, 在 [0,2] 上 有 根 zx=1, 则 在 [2,4] 内 必 有 一 根 
Z 一 3, 从 而 在 区 间 !L4(k 一 1) ,4 有 内 的 根 分 别 为 急 一 3,4 一 1(kE 2Z), 故 f(x)=0 在 区 间 [0,17] 上 的 


464 


| 最 小 值 ,; 即 ”ff( 一 6 一 1)= (七 十 D: 一 条 一 01 一 一 六、 


am 了 到 


专 题 研 究 系 列 


所 有 根 之 和 为 S 王 1 十 3 十 5 十 7 十 … 十 17 一 81. 
16.638. 设 BAC=a, 则 BDC= 3a, BC=AC。， tanc 二 CD。，tan3a, 于 是 1Ltana 一 tan3a 一 


~ 2 -一 
tana 十 tan2w tana 十 2tana/(1 一 tanza) 一 3tana 一 tan_c ,从 而 11 一 33tanza 一 3 一 tan2w 


1 一 tana。tan2a 1 一 tana。2tana/(1 一 tanza) 1 一 3tan2a 


即 tan?a 一 闻 ,而 a 为 锐角 , 则 tana 一 也 ,BC=1ltana 一 交 ， 


经 典 | 


AB 一 VACTBC 一 省 。V605, 周 长 一 3 十 608， 
“1m 二 n= 二 33 十 605 二 638. 
17. 8. 若 擦 去 的 为 最 小 数 1, 则 其 余 各 数 的 平均 数 为 ”车 # 一? 车 擦 去 的 为 最 大 数 ， 


nn 


则 其 余 各 数 的 平均 数 为 二 2 人 一人 一 站 ,从 而 且 <36 二 < 得 70 生 <n<72 半 ,又 5 
为 整数 ,惟有 70<n<72. 而 "一 1 个 整数 的 平均 数 是 36 -< , 故 一 1 应 是 5 的 倍数 ,这 只 能 是 n 一 71. 


% 


18. 由 辽 十 (十 Dz<0 及 6< 一 1 可 解 得 0<z< 一 (6 十 DD). 又 f(z)=(zx 十 专 ) 一 委 ， 


(0) 当 一 (5 十 1 过 一 艺 , 即 一 一 2 一 < 一 1 时 , f(x) 在 [0, 一 (6 十 1)] 上 单调 递减 , 则 并 一 (8 十 1 为 


b 1 
2° 


由 此 可 解 得 6 一 一 六 < (—2,—1). 


(2) 当 一 子 志 一 (5 十 了 D, 即 b<—2 时 ,f( 一 邦 ) 为 最 小 值 , 即 f( 一 也)= 一 与 = 一 少 , 解 得 b= 
故 所 求 b= 一 子 . 


19. 如 图 ,在 内 作 CE 冲 纺 BF, 连 AC,BC, 由 BCEF 是 矩形 , 则 有 Viaggr 一 Vaamr 二 Vpagx、 
由 EF | AE,EF | EC, 知 EF | 平面 AEC. 
.BC | 平面 AEC. 


“BC=EF=1,AC= VAB:—BC = 
由 于 BC 是 三 棱锥 B~AEC 的 高 ,要 使 得 Vanasc 最 大 . 只 需 Ssnzc 最 大 ,显然 当 人 EAC=90° 时 ， 


(信和 AEr' ) 最 大 = 方 。 了。 AC= 方 e。 2 。 1 一]. 


-所 求 四 面体 ABEF 最 大 体积 为 二 
20. (1) 设 每 年 底 收益 为 A 万 元 ,年 利润 为 10 多 , 则 | 
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第 一 年 收益 A 万 元 到 第 年 可 得 总 收入 为 Qi 二 A(1 十 0. 1 二 1 
第 二 年 收益 A 万 元 到 第 ” 年 可 得 总 收入 为 Q; 二 A(l1 十 0. 1)"*， 

第 n 一 1 年 收益 为 A 万 元 到 第 n 年 可 得 总 收入 为 Q,_1 一 AI 十 0. 1); 
第 n 年 收 闪 为 Q, = 二 A(l 十 0. 1)"= 

Q ,QQ …Q, 成 等 比 数列 ,由 等 比 数列 求 和 公式 求 得 这 年 的 总 收入 为 : 


Q=Q +Q@+… +Q i+ =AC+0. DT = 二 [+0. D"—1]. 


当 n= 二 3 时,A= 400,Q= [CQ 十 0.1)3 一 1]= 二 1324( 万 元 ). 即 3 年 后 收入 有 1324 万 元 , 故 3 


年 后 能 得 到 1300 万 元 . 
《2) 要 使 3 年 内 收回 全 部 投资 , 即 Q==1600, 则 有 


1600 一 二 [Go 1)? 一 1], 求 得 Ax-483. 4( 万 元 )， 
即 每 年 至 少 收益 483. 4 万 元 ,才能 在 三 年 内 收回 全 部 的 投资 . 
21. 设 zx 一 *(cosb 二 isinl) ,zz = (cosptising) ,由 zi 十 zz 二 2i, 得 


rcosb0 十 全 cos9 一 0， 


Q) 

rsin0 十 二 stn0 一 2. 加 
中 -十 多 ,得 十 广 十 6(cosl 。cos9y 十 sing。sinp) 一 4. 
即 WE 

“六 十 广 洱 一 4 一 6cos(0 一 仿 福 4 十 6 一 10， 
“9, 委 r 委 3. 
故 |zi | 的 最 大 值 为 3, 最 小 值 为 1. 
22.《1) 设 A,B 的 坐标 分 别 为 (xi ,y1),(xz ,yz), 由 于 M 是 AB 的 中 点 , 则 
2a 二 Xl 十 Xo 21 一 yi 十 YY2、 全 
“A,B 在 抛物 线 上 ， » =2pr ,=2pre. ©) 
1 当 t 隆 0 时 , 设 直线 AB 的 斜率 为 k(& 关 0) , 则 : : / 
k= py pp ©@ 


Ti LT? YI 一 六 YY] 十 yz 十 
因此 ,AB 的 垂直 平分 线 方程 为 4iy 一 上 一 一 到 (z 一 o) 一 一 志 (z 一 0 
好 pp* y=i(p 二 a—x). z (4) 
由 多 知 , 当 xz 一 如 十 a 时 ,y= 二 0( 均 与 1 无 关 ), 故 直线 ! 过 定点 NN(p 十 a,0). 


2 ” 当 t 二 0 时 ,此 时 A,B 关于 x 轴 对 称 ， (为 轴 , 亦 过 后 Nipta,0). 
综合 1 和 2 ,结论 成 立 . 


he he ie 


EI . 信 
钢 间 丝 只 | 


(2) 因 下 为 抛物 线 % 一 22z 的 焦点 , 则 F( 辫 ,0). 而 |FNI 一 2a, 即 lp 十 ae 一 到 | 一 2c 


…p 二 24, 从 而 抛物 线 方程 为 y 一 4a， 

1” 当 z 了 0 时 ,可 求 得 AB 的 方程 为 24x 一 ty 十 一 2a 一 0. 

联 立 @、@@ 消 去 并 整理 得 yy 一 2ty 十 2(f 一 2a ) 二 0. 

因 1 9 .2 是 方程 的 两 实 根 ; 则 | 十 3 一 2t yl ” =2(F —20 )， 
有 目 A=4f2 一 4*2(f2 一 2a:) 一 4(4a: 一 站) 这 0, 从 而 一 24a 过 tft<<2a. 


故 |AB|? =(n zx) 二 ym) =[(): 1](y —y2)? 


C244a dT Cy + ya) —4y yn]== 广 (f 十 44?)(4a? 一) 


z 4a” 
“|AB| = 也 VE TI a ey. 


又 点 N(pa,0) 到 直线 AB 的 距离 为 


2a » (pia)—t* 0 —2a’| 
d= 2 " (PHO OFt —2a | /I TR 
/oa TF “ 


于 是 Sarpn 一 f(D)= 广 |AB| "d= 地 (4a' 十 2) VI 一， 
2° 当 t=—0 时 ,此 时 A(la,2a),B(,a 一 24), 有 
4a，(p 十 a 一 a) 二 4a’ 二 了 (0) 满 足 人 0 式 . 


Sun 一 了 IAB| .< 一 3 


故 由 1°,2° 知 ,Sanpn 二 (四 二 这 (4a 十 蕊 )》 AAA da —£ ,三 | 一 2a，2a |. 
利用 三 个 正 数 的 平均 值 不 等 式 , 有 / 
f(D)= 直 [4a +t) + (da +t) (80 —27) 


-一 [ta 十 妇 ) 十 (4a2 十 大) 十 (8a2 一 2 ) 


“22a 3 
V2 16a 3 16v6 ， 
一 4 3 )2 一 9 4 ， 


其 中 等 号 当 目 仅 当 4c2 十 才 一 8a2 一 2 , 即 一 + 人 V3u€ [一 2a,2a (a 放 1) 时 取得 ， 
故 SAasw 的 最 大 值 为 (2 十 a)3. 
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1.1 或 3 2. 一 iogsr 3.X=2,y 二 1 
4. 47 一 3y 一 4 一 0 及 y 二 0 


SOOO 


芝 阔 渭 并 亚 丘 民 杰 灌 由 入 恒 O 


妾 冰 乔 料 下 生性 洁 涟 同和 六 郊 O 


PA+ PB 
tk 


6.90 7.10,10 8.250 
9. 1999 10. OO@ 


二 ,11. 原 不 等 式 等 价 于 [ 方 (a+6)] 。 (a 十 6 十 过 > )>VaBWatb). 
“a 之 0,6 过 0， “ 方 (atD)>VB ， 

只 须 证 a 十 5 十 一 > aH, 
A 
12 证 法 1 FC-3 (+ z D 
SPA. PB=PC. + ® 


因 PA .。 PB=PE’. 
奋 作 OD 1 AB 于 D, 则 DD 为 4B 的 中 点 ,月 PD= 


PE PD 
则 @EOPE 一 PC 。 PDepA= PE 


为 证 @ 只 和 需 证 八 PCECDA 人 PED. 
由 OD1PD,OE | PE=>O.D、E.P 四 点 共 圆 二 EDP= EOP=90° 一 LEPO= /CEP. 
X 作 EPC 二 人 DPE( 公 用 ), 从 而 人 入 CEPw2 信 EDP. | pp 
故 图 式 成 立 , 从 而 @ 式 成 立 . 

证 法 2 延长 B 到 P' 使 BP’=AP, 则 PP'=PA 寺 PB 
延长 PF 到 Q, 使 PQ=2PF， 

易 得 一 Q= 一 FCP. 

XALFBC 公用 多 

.人 PFCAPPQ， 


， PC_PF_ PC_ PEF 
”PEPQ PP’™ 2PF™ PA+PB 


> 过 -PAtBP_PA+PB ,1 11 1 
PC PF: “PpA.PB Ec- 2 PA PB 


证 法 3 要 证 原 等 式 成 立 , 即 要 证 PC(PA-+-PB)=2PA .PB 
由 斯 氏 定理 可 得 ”EC .PF 十 CF .PF 


EC*» CF 
EC+CF 


>EF. PE=EF. PCEC. CE. EF 
>PE =PC+EC. CF=>PA . PB=PCEAC. BC 


). 


一 (上 ECCF) » PC * EF 


| 


和 


= 人 by 


>2PA . PB=2PC +2(PC— PA)(PB— POC) 


=>2PA 。 PB=2PC’+2PC. PB—2PC—2PA. PB-+2PA. PC OD 
=>2PA 。 PB=2PC(PB+ PA)—2PA. PB 其 
—>2PA 。 PB=PC(PA+PB) 匹 
-去 -二 击 + 击 
证 法 4 要 证 :元 = 广 ( 去 十 击 ), 即 证 : 喜 = 去 十 Bh 信 2PA* PB=PC* PB+PC* PA 中 
的 
SPE:+PF=PC. PB+PC. PA, 又 AE] EO,PF|FO, 则 PE、F.O 四 点 共 贺 . 真 
“. LPEF= /POF,.. /PEC= /PBP, /P=/P,. 题 
又 “LEBP= /EFM, /NOF= /FEO=/EFM= /EFM(M,N,), 名 
“APECwAPBE, 即 5 一 5E,PB， PC 一 PE 
邮 理 ”PC，PA=PF?, 即 PF 十 PF 二 PC。PB 十 PC。PA, 诛 命题 即 证 . 


证 法 5 由 CPB-PA-PC 外 证 pc PB PA 
对 人 PEF 及 EF 边 上 的 点 C 运用 斯 特 瓦 尔 特 定理 ,有 PE* . EC 十 PF* 。CF=PC 。EF 二 EC ， 
CF . EF. / : : 
由 PE=PF, 得 PF?==PC 十 EC 。CF,， 
即 PF? =PC+AC. BC 
=PC+ (PC— PA)(PB— POCO) 
=~=PC—PC—PA. PB+PB. PC+PC. PA,. 


1 P4+PB 
PC 2PA. PB: 


证 法 6 设 OP 交 EF 于 D, 作 OM1AB 于 M, 则 JM 为 中 点 . 

PF:=PA. PB.@ PD. PO=PE.® PA+PB=2PM.@®) 

由 人 APPCoAPMOD,…PD .。PO== PC . PM. 

由 Q@@ ,四 可 得 ”PEF =PC，。PM. 

由 中国 @@ ,可 得 PC，。，PM= PA ，PB. 

tM _l1 ll ,ll 

2PA.* PB PC’2 “PA PB’ PC 

13. 十 bx 十 c 二 上 & 的 判别 式 为 Di = 二 电 一 4c 十 4(& 有 二 0,1,2). 依 题 意 Du 志 0 上 VD,。， VD= 
V Do 十 4, WPDas 一 VD 二 8 毕 不 整数 . 

.DO 天 1,4,5,8,9,12. 

(1) 若 Do, 二 六 一 4c 二 2 或 6 或 10,; 则 5 为 偶数 , 设 5 二 2m, 则 

4m? 一 4c 二 2 或 6 或 4,..4|2 或 6 或 4, 矛 盾 . 

(2) 若 Do 一 姑 一 4c=3 或 7 或 11, 则 0 为 奇数 , 设 5 二 2m 十 1, 则 

4ml(m 十 1) 一 4c 二 2 或 6 或 10, 于 是 412 或 6 或 4, 政 盾 ， 


即 证 BC。， PA=PB… AC. 


亦 即 2PA，PB=PA。，。PC-+BP. PC 一 


尘 六 部 凋 下 后 证 积 同和 江 郊 O 


,了 之 13, 即 太一 4c 之 13， 
又 方程 太 十 Dr 十 c 一 ACER 一 0，] ，2) b 当 C 一 大 时 有 整数 解 于 0 及 二 一 6. 
，。 Cc 之 3 ,二 13 十 4c 守 25 a “p> 


.十 < 之 8. 
又 区 十 5X 十 3 二 kk 一 0,1,2) 均 无 整数 根 ,..b 十 c 的 最 小 值 为 8. 
10 

] 4. 公所 求 10 个 正 整数 从 大 到 小 排列 为 TY T2990 并 记 二 2 , 则 从 Tl 29" dt10 中 任 取 
9 个 数 之 和 ,只 有 下 列 [23 一 10 种 ;S, 二 S 一 x;(i1 二 1,2,…,10), 因 Sl ,Si 只 取 9 种 不 同 数值 , 故 其 
中 必 有 两 个 相等 , 设 这 两 个 数 取 同一 值 &, 于 是 

六 S 一 10S 一 六 mm 一 9S 一 86 十 87 十 88 十 89 十 90 十 91 十 93 十 94 二 95 十 & 一 810 十 3 十 

cd|3 十 有 ,又 86< < 95. 

3 十 R 一 90, 凤 & 一 87, .9 一 100. 

11 一 9 一 S 一 100 一 86 一 14,z 一 2 一 13) 一 12,z5 一 11,z 一 10,z 一 9xzg 一 7，zg 一 6,zio 一 5， 


。。 3 十 福 ， -一 22. 
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1. 把 x 一 2,1,0, 一 1 分 别 代 入 集合 A,B, 考 虚 到 集合 元 素 的 惟一 性 并 检验 是 否 有 A 门 B 二 
{一 3}, 知 Z 一 一 1] , 故 选 1). 
2. 当 a>>1 时 ， 由 于 真 数 立 一 1, 故 log, 二 恒 小 于 1, 于 是 wa>1, 满 足 题 意 . 当 言及 a<1 时 ， 


log, 一 loga 一 1, 不 符合 题 意 . 当 0<a< 姜 时 ,对 数值 小 于 1 ,满足 题 意 , 故 选 D 


3. 由 /一 了 一 名 并 注意 到 可 在 端点 1 处 取 到 最 大 值 , 即 知 选 及 


4. 与 直线 az 十 py 十 c 王 0(a,p,c 天 0) 关 于 y 轴 对 称 的 直线 是 用 一 x 换 xz 得 到 一 ax 十 by 十 c 二 0, 注 
意 到 直线 一 axr 十 by 十 c 二 0 与 直线 px 十 gy 十 m= 二 0 重合 即 得 充 要 条 件 , 故 选 D. 

5. 由 2025 志 aza 十 2a3@s 十 aaa6 一 坦 十 2403sas 十 星 一 (as 十 co , 即 知 选 DD. 

6. 设 公差 为 dy 则 a =a 十 (n 一 1)4d 二 1 十 (n- 一 1)d 二 1997, 解 得 d= 由 dEN+ 目 
999 十 1997 一 3051 , 故 选 A. 

7. 由 已 已 一 OQ PS P= 一 28 即 得 , 故 选 CC. 

8. 由 p 二 Deosb 十 Esinb 化 为 直角 坐标 方程 为 (+ 一 她 ?十 (y 一 也) 二 寺 ( 访 十 天 ), 或 由 p= 
EsinA( 下 和夫 0) 表 示 与 极 轴 所 在 直线 相 切 的 圆 , 即 知 选 C. 


9. 由 arcsinr€ | 一 到 ,本 |，arcosyE[0,m], 知 arcsinTr 十 arccosy 和 [一 过 ,法 |>=0 或 1. 当 


H a 
i a 
: 人 
44 i i 了 [和 i 二 . 本 上 ，; 了 
f | i 
i, . 
国定 


n= 二 0 时 ,arcsinx 十 arccosy 一 : 0, 此 式 只 能 在 <0,y 疡 0 时 成 立 . 又 sin(arcsinx) 一 一 sin(arccosy), 即 
十 = 二 1, 其 图 象 是 单位 圆 在 第 二 象限 那 一 部 分 (包括 端点 ). 当 nn 一 1 时 ,arcsin+ 二 x 一 arccosy, 此 式 只 
在 x 之 0,y 志 0 时 才 成 立 . 类 似 前 面 讨论 可 知 其 图 形 是 单位 圆 在 第 四 象限 那 部 分 (包括 端点 ), 故 选 B 

10. 投影 到 D1 DBB, 面 时 应 成 一 条 线段 , 故 选 DD : 

11. 原 方程 可 化 为 (x 十 |x1)(|x1 一 1) 二 0, 由 此 即 知 DD 正确 . 

12. 第 一 列 各 数 被 16 除 余 5 或 9, 第 五 列 各 数 被 16 除 余 7, 而 2001 饿 16 除 余 1, 故 选 B 


rt 


. 设 所 一 站 一 人 ,将 (一 3,2vV3) 代 和 人 求 得 4 二 地 即 得 
14. 取 AiBi 的 中 点 下 , 则 DE 冶 统 AB 冶 续 A,F,…EF 冶 续 DA， 
下 了 一 AI 万 一 CI 了 一 V 12 十 (V2) 一 V3 ,又 | -BAB 一 V3， 
人 CI 开 P 为 正三 角形 ;又 人 FEC 为 A1D 与 CiE 所 成 骨 , 即 得 . 
15. 解法 1 六 式 十 4 二 4,。 设 X 一 2cos0, y= 二 sinb,0 太 人 27， 
则 有 刀 十 2zxy 十 4 光一 4 十 4sin0 。cosl 一 4 十 2sin20 
当 sin20 一 1 时 ,x 十 2Ty 十 4y 取 最 大 值 6; 
当 sin20 二 一] 时 ,x 十 2xy 十 4y 取 最 小 值 2. 
2 2 
解法 2 “2|zy| 一 |z|* |2y| 志 三 证人 ==2, 且 当 |x|=12y| 一 V2 时 取 等 号 ， 
一 2<27zy<2. 
即 2xy 有 最 大 值 2, 最 小 值 一 2. 
故 工 十 27y 十 4y 的 最 大 值 为 6, 最 小 值 为 2. 


16 原 式 一 (全 + 主 4 至 ) 二 ( 晤 + 二 + 生 ) (人 Tt 二 ) 一生 一生 二 


也 十 生 十 也 一 3 一 一 3. 
a Db C 
17. 由 1 十 (k 十 D1 十 (十 2)! 一 AL (十 2) ,有 
天 十 2 1 ] 1 


kl 十 (R 十 1)1 0 (十 2) (ktD! (十 2)1 7? 


] ] ] 】 1 
故 原 式 = (如 一 剖 ) 十 ( 训 一 让) 十 + (0 一 0 ) = 二 一 32081 


二 、 


18. zz) 一 4(z 一 全 有 2 一 24 十 2. 
当 0< 5 1 即 0 过 a 志 2 时 , fan (Xx) 二 一 24 十 2 二 2. 可 得 < 一 0. 


当 <0Ba<0N 时 , far 7)= f/f(0)=a’ —2a+2=2, 可 求 得 a 二 0 或 a 二 2， 但 这 与 a 二 0 矛盾 ， 
玫 上 时 所 求 鸭 .不 在 在 


尝 冰 了 沿 病 于 于 怪 汐 进 同和 江 粗 O 


当 闻 商 将 杰 王 眉 洋 汪 同 并 闻 O 


当 生 >1, 即 ao>2 时 ,jh(z) 一 GD) 一 4 一 4a 十 oz 一 24 十 2 一 2. 可 求 得 ao 一 3 一 /5( 舍 ) 或 < 一 3 二 


19, 当 1 一 1 时 ,ai 一 pai—>ai -一 人 或 p=1. 
当 p=1 时 ,有 Qi 十 Q2 一 CCpz 之 al 一 Q2 ,这 与 已 类 ai 天 as 艺 盾 , 故 pl. 


当 ai 一 0 时 , 则 a 天 0, 由 cz 一 22pas 有 Pp 一方 . 


由 al 十 az 十 aa 一 Saas 一 2a，， 
由 Ui 十 Cs 十 aa3 -二 Qi 一 2a4 —>aa = 3a» . 


由 al 十 az 十 as 十 a4 十 as =Ea =—>a; ~— 4a,, 


猜想 ;a 二 (1 一 1)azs(n 宇 2), 即 {an} 从 第 二 项 起 以 后 各 项 构成 等 差 数 列 . 

用 数学 归纳 法 证 之 : 

当 n= 二 2 时 ,已 知 等 式 成 立 , 假 设 n 二 k(4 宇 2) 时 ,有 a4 二 (4 一 1)az 成 立 . 

当 n= 二 此 十 1 时 y+ 1 — Srl 一 人 = 地 (十 Da 一 方 Aa = 方 (hk 十 Dan 一 志 k(k— laz. 


从 而 CR 十 ] 一 &as; 一 [(R 十 1) 一 1Jjas 成 立 . 
由 归纳 法 原理 知 当 * 之 2 时 ,命题 成 立 , 即 (a,} 的 第 一 项 为 0, 从 第 二 项 起 以 后 各 项 构成 一 个 等 差 
数列 . 
20. 设 AO,BD 相交 于 0O, 连 MO,PN. 
** MO/ PD {uo- 展 面 ABCD， 
一 


MO= LL PD=3. 


PD | 底面 ABCD 7 


(CID)N 为 AB 中 操 ， 
ADNB = 广 Sams 一 4. 


。， Vp-pMN 一 VPDNB 一 VAMDNB 


] 


SApNB 全 PD 一 言 Sapwa 全 MO 


3 
一 入 Sspyg (CPD— MO) 
=1 .4.(6—3)=4 
一 -3 一 4 


( 卫 ) 过 O 作 OK [| DN, 连 天 M, 则 由 三 垂 线 定理 知 MK |_DN. 
故 一 MKO 为 二 面 角 AM -DN -C 的 平面 角 . 


连 ON, 易 求 得 SADN = SApws 一 2 


又 可 求 得 DN= VAD 二 AN: 一 2VY5,OK= pn = 万- 


故 tanMOK 一 攻 一 3 如 为 所 求 


O 
21. 假设 最 少 要 买 z 瓶 六 
喝 完 后 ,第 一 次 空 瓶 竞 换 汽水 的 瓶 数 不 超 过 亏 ， 
再 喝 完 后 ,第 一 次 空 并 总 换 汽水 的 瓶 数 不 超 过 苞 . 如 此 继续 下 去 ,注意 到 充分 大 时 ,5ET<o- 是 学 
1 不 能 再 对 换 汽水 , 故 = 瓶 汽水 加 上 沈 换 后 的 汽水 一 共 至 多 有 z 十 过 十 … 十 ;着 ; 瓶 
. 村 i 真 
az 十 方 十 十 天 TSz 十 广 十 十 有 ET 十 题 
分 
x 。 l 
-一 工 一 〈 0 一方 二 ]1) 桥 
b 
za 一方 
因 z 为 满足 上 述 不 等 式 的 最 小 正 整数 ， 


… 当 a 为 b 的 整数 倍 时 ,z 一 a 一 全 十 1 

当 a 不 为 上 的 整数 倍 时 ,至 少 要 买 一方 十 1 瓶 ， 
a 不 为 6 的 整数 倍 时 ,至 少 要 买 < 一 [二 ] 瓶 

22. 由 题 设 知 A1 Bi 二 1,As B: 一 十， 

猜测 A.B, 一 二 ,这 可 由 数学 归纳 法 证 明 ， 

当 n 二 1 时 ,显然 成 立 . 


假设 x=k 时 ,有 AB, 二 过 ,由 三 角形 相似 有 
AI Bl _ CB 及 AttlBer _ BiBir 


TE pS 


A.B, CB, DC CB, 
此 两 式 相 加 即 证 得 ”Ai41 Bri = 证 


由 归纳 法 原理 , 知 n>1 时 ,4A,B, 一 一 . 


设 以 大 万 为 半径 且 圆 心 在 y 轴 上 的 圆 与 y= 过 相 切 的 圆心 坐标 为 (0,a ), 则 由 好 十 (y 一 a)2 一 1， 
y 二 得 十 (1 一 241)y 十 qa? 一 1 二 0. 
再 由 其 A 一 (2a 一 1)* 一 4(af 一 1)=0 求 得 a 一 说 . Q@ 


又 设 以 太太 -为 半径 的 贺 依 次 外 切 且 圆 心 在 y 轴 上 时 的 圆心 坐标 为 (0,a,) ,其 中 7 之 2 


,rd ts | 
' i 2 [人 1 
El mr HE 
ii 上 i EE 
撞 撞 久生 汪 措 移 术 二 拉 撞 汪 人 hi, 
! Ti 1 站 HE 
站 人 i bit 
1 a i 


半 冰 万 并 全 卫生 潍 电器 洲 阔 O 


od 
则 Un di 元 Bl 十 及。 B, tT 人 于 ] B,. :1 AB 


,1 
从 而 Un Gn.l ~ A.B, TA 1B, ， a 好 Uk (4-1 ~ A,B: TA Bi 4 


1 1 _ ,| 1 
XAB MB lM aap AB | © 
在 @ 式 中 令 下 一 23， 71， 得 71—1 个 等 式 ,将 这 7 一 个 等 式 及 人 ) 式 两 边 相 加 


和 i 
得 w= 了 (+z) 3) 


l 
ya)! — | 
| 4.B， 有 (y 一 Co 和) 十 y 一 元 5 一 0 


y= 
则 由 A== (1 一 2a,)? 一 4( 避 一 元 52), 再 将 加 代入 得 A 二 0, 这 说 明 这 些 圆 均 与 抛物 线 yx? 相 
切 . 
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一 1. 方 2.2001 3. 甲 丁 4.5 5.10 6. 一 4+i 7.1 8. 总 9. 24 10.13230 
一 、 用 


11. 由 已 知 有 性 十 +(y 十 z) 一 志 , 从 而 


(z+ Cr+z) = [2 二 x( yw 一 二 + ye>2 二 ,y= 


2. 

其 中 等 号 当 且 仪 当 yz 二 1 时 成 立 . 

故 (z 十 y) (zx 十 zx) 的 最 小 值 是 2. 

12. 如 图 ,延长 BG 交 AC 于 NN, 则 N 为 AC 的 中 点 .由 XY// 3 M C 
BC 知 和 一 人 4f 一 2, 而 CE 一 二 ,对 人 ABN 及 截 XQC 应 用 梅 勒 劳 斯 定理 ,有 多 8， BR * CA 一 2 
BQ . 1 1 
QN 2 


故 BQ 一 QN. 从 而 MQ/ AC ,日 


MQ= 广 CN= 坟 AC. 同 理 ,MP/W AB 且 MP 一 二 4B 
由 此 可 知 ,人 PMQ 与 人 BAC 的 两 边 分 别 平行 且 方 向 相反 ,从 而 人 PMQ= BAC,BAGE =-M- 


元 ,人 MPQwAABC, 故 So 一 2 


HR at 
a 
和 
二 


ai 了 


ee 9 


(D) 当 六 < 一 ao<l 时 , f(x) 单调 递增 GOg(C7r)=6ax 一 2x 十 3 在 区 间 [这 ,2 | 单调 减少 ,而 g(zx) 在 RR 
上 的 单调 减少 区 间 为 (一 eo, 志 ]， 

。 1 1 

。 Bl a 


工 <o 二 二 l 


“24 12 


(2) 当 a>1 时 ,7F(z) 单 调 增加 eg(z) 在 [ 广 ,2 单调 增加 ,而 g(z) 在 R 上 单调 增加 区 间 为 [ 志 -， 


了 ,oa 于 ， a>1., 


时 J 
To0) ,5 


综 上 知 a 的 取 值 范围 是 (去 ,证 ]U(1, 十 o0)， 

14. 设 种 颜色 对 应 着 一 个 元 集合 天, 则 每 一 点 A; 的 出 线 颜色 便 对 应 着 X 中 的 一 个 此 党 了 
集 X;, 由 于 XX 共有 2" 个 非 空 集合 , 故 当 &A>>2" 时 , 必 存 在 两 点 A ,Ai ,其 对 应 的 子 集 相等 . 

xX =X LAA. : 

不 妨 设 i<<i, 则 连 线 A;A; 的 颜色 在 X, 中 ,因而 也 在 入 ,中 .这 表明 存在 ! 汪 j, 使 AjAi 与 4;A; 有 
相同 的 颜色 ,于 是 对 A; 而 言 , 有 一 条 和信 线 颜 色 与 一 条 出 线 户 色 柑 问 ,与 已 知 条 件 矛 盾 , 因 而 & 志 >". 


2002 年 湖南 省 高 中 数学 竞赛 试 思 
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1. A 提示 :由 y= 二 广 ( 一 7), 得 f(y) 二 一 xz, 故 y= 二 一 fr) 是 y= 二 广 ' (一 x) 的 反 函 数 , 即 一 f(x) = 
下 一 7), 由 此 可 见 y 二 AY) 是 奇 消 数 . 


2.C. 提示 :f(1) 二 a 二 b 二 c<0,f( 一 1)=a 一 6 十 c>0,4 之 0, 一 力 >>1 
从 而 6 二 0,24 十 6 过 0,24 一 5>0. 又 f(0) 二 ce 过 0, 故 a 一 c>0, 进 而 


M—N=|a—b+c| 二 |2a+6|— etetel 一 |2a—6|= 二 (a 一 5 十 0 中 十 (a 二 6 十 0c) 一 (24 十 65) 一 
(2a 一 站 一 一 2(0a 一 Cc)<<0， 
.人 < 一 和. 


3. B. 提示 ;由 如 下 四 图 可 推 得 


半 冰 部 糙 恒生 性 浸 江 四 潍 业 o 


法 冰 亢 凋 导 后 性 涟 洪 册 入 站 O 


4. A, 提示 : 丰 边 二 sinAcosA 十 sinAcosB 十 cosAsinB 十 sinBeosB 二 二 (sin2A 十 sin2B) 十 


sin(A 十 B) 二 sin(A 十 B)costA 一 B) 十 sin(A 十 B)， 


右边 二 2sin[ 180 一 (A 十 B) |] 二 2sin(A 十 B). 
故 有 sin(A 十 B)[cos(A 十 B) 一 11 二 0, 
而 sinC(A 十 B) 守 0, 故 cos(A 一 B) 二 1, 故 A=B. 
又 取 A 二 B= 二 30",C 二 120 代入 条 件 式 , 知 满足 条 件 . 
故人 ABC 是 等 腰 三 角形 ,但 不 一 定 是 直角 三 角形 . 
5. D. 提示 :由 韦 达 定理 , 知 
sinA 二 sinB=— p>0,， 上 sinA 二 cosA= 一 p>0， 
(sinAsinB—a0. | sinAcosA=g>0. 


p’ —2g=]， 
| p’: 一 49 之 0， 前 0 过 gq 二 sinAcosA 一 放 sin2AS< 方 ,p=— V1+2g. 
p=0 Hgq>0,. 

6.D. 提示 : 设 椭 圆 男 一 个 焦点 为 F(z,y), 由 于 有 A.B 为 椭 图 上 的 点 ,由 椭圆 定义 知 
IAC| 十 |AF|=|BC| 十 1BF|, 则 |BF| 一 |AF| 二 |AC| 一 1BC|, 由 |AC|=15,|BC|=13, 得 |BF| 一 
1ARI=2, 故 点 王 的 轨迹 为 双 曲 线 的 一 部 分 . 

二 ,填空 是 

7. 8 个 . 提示 :X 一 定 包 含 1,2,3 这 三 个 元 素 , 而 4,5,6 三 个 数 可 属于 X, 也 可 不 属于 X, 每 一 个 
数 有 2 种 可 能 , 故 所 求 的 不 同 的 XX 共有 2 二 8 个 . : 


8. a>0. 提示 :必要 性 . 若 /(z) 二 垃 人 二 三 -为 奇 函 数 , 则 a 关 0( 车 不 然 , 则 f(x) 的 定义 域 为 空 
站 一 二 4 一世 可 得 |1z 二 al 十 |z- a|=24a,..a>0. 


7 一 
集 ), 且 由 | 一 zx 十 a | 一 [xz 十 wj 一 a 
”充分 性 . 若 ae>0, 则 F(z) 的 定义 域 为 [一 ay0) UU (0,aj, 这 时 F(z) 一 2 一 一 ,显然 f(~—z)= 


一 A(x) ,f(xX) 为 奇 销 数 . 

9. 21. 提示 : 在 六 块 地 上 种 甲 种 蔬菜 的 块 数 可 以 是 0， 1,2,3( 最 多 只 能 为 3). 

先 把 6 一 n(n 二 0,1,2,3) 块 种 上 乙方 牙 菜 ,再 用 nn 块 甲 种 蔬菜 插 到 它们 形成 的 含 两 端 在 内 的 空当 
中 去 ,得 到 选用 ” 块 种 甲 种 蔬菜 的 方案 C4-.,+1 种 . 令 n 二 0,1,2,3, 得 共有 方案 数 为 十 十 G2 十 
Gi=21. 
10. 0. 提示 :由 f(0) 二 户 (0), 知 fCO)[1 一 fC0)J[1 十 f(0)j 二 0, 因 此 , f(0)= 二 0 或 f00)==1, 或 


专 题 研究 系 列 


F000) 二 一 1 由 f(D 二 0); 同 理 f(1)=0 或 1 或 1; 由/( 一 上 )==f( 一 ]), 同 理 f( 一 1 一 0 或 1 或 


一 4. 但 f(0) ,f(D),f( 一 1) 两 两 不 等 , 克 {f(0), 了 (1), (一 1)} 一 40,1, 一 1), 由 此 可 见 , fA(0) 十 O 
f(D)+f(—D)=0. 
11. 2 十 V3i. 提示 : 设 w=z 一 1, 且 lw|==7 则 z= 二 ww 十 1, 故 Cw 十 1 (w 十 1) 一 (w 十 1) 一 (w 十 1) 二 3. 由 : 
此 得 这 二 4,r 二 2., 于 是 w 一 2(cos 十 isin 本 ) 一 1 十 V3i， zx 一 2 十 V3i 数 
学 
12. V2. 提示 :由 10x 一 2zxy 一 2y 十 1 一 0 有 区 十 6zx 十 YY 一 6y 一 2xy 十 9 二 x 一 47Y 十 4 十 一 4y 十 4. 中 
的 

了 | YE _ 
即 V2 了 Cy 一 2 一 |x 一 y 十 3|, 即 兰 答 i 一 V3, 故 e=V32. 
V2 分 
析 


Eee 


13.( 工 ) 作 BH | BiF, 季 足 为 电 , 连 结 EH. 由 正方 体 性 质 知 EB_」 面 BB1F, 则 BH 是 EH 在 面 
BBIF 内 的 射影 . 

由 三 牌 线 定理 可 知 ,EH | BJF, 从 而 了 EHB 是 二 面 角 玉 - Bi1F~B 的 平面 角 . 

在 RtAEBH 中 ,由 BBi 一 2BF 二 a, 知 BH= iF = 各 ,tan LEHB 一 好 = 奴 , 故 


V5 
LEHB=arctan 即 二 面 角 B-BiF~-E 的 大 小 为 arctan 6 


([) 基 BL.E= BiFDE=DF,EF 为 公共 边 ,故人 DEFS2 人 BEF， DAB FH 一 四 人 DEF . 
设 点 D 到 面 BjEF 的 距离 为 产 , 由 VB -DEF — VpB, EF ,得 二 Sanzr » BB = Samm *。 h. 


故 h 二 BBi = 二 a, 即 点 D 到 平面 BiEF 的 距离 为 a. 

(时) 设 EF 与 BD 交 于 G, 连 Bi1G. 

因为 EF | BD,EF BB ,所 以 EF | 面 BB1D1,D, 面 BiEF | 面 BBiDiD. 在 面 BD, 内 作 BK | 
BiG 于 K ,延长 后 交 DD, 于 M, 由 两 平面 垂直 的 性 质 定理 知 BM | 面 BEF, 即 在 DD, 上 存在 适合 条 
件 的 点 M. 


在 平面 BD 中 , 因 人 BBCGwABDM, 故 品 有 一 ED ,又 BG 一 避 4a,BDV34a,BBi 二 a, 故 DM= 
,MM 为 DD; 的 中 号 ， 


14. (了) 由 条 件 得 : «+B= 玫 ,08 一 一 


不 妨 设 mi<zr, 则 0>>4(m 一 ao) (Xo 一 站 二 4T1xT2 一 4(Qx2 十 Br1) 十 4ap 王 4xr1xx2 一 2(a 十 有 (zi 十 
T2 十 4ap 十 20a 一 站 (Xi — Xo ) >471 x 一 2(a 十 的 (CCzi 十 zz) 十 4ap 一 4zi . 交 2 一 过 十 ) 一 4. 
故 4z12 —t(x 十 xz 一 4<<0. 


一 ww 基 十 16 . 
一 ,f( 忆 一 -8 一, 故 


ft 十 Vt 十 16 一 8 
一 一 一 一 ,所 以 f(Q) 一 一 一 一 一 
4 z 7 Vr 二 16—t 六 十 16 填 并 


CH ) 依 题 意 ,a 一 ,~ 


f(a)* f(P)=—4<0. 


涵 疗 光 凋 亚 玫 性 洛 汪 同 涉 王 O 


人 | 奥赛 经 典 


又 任 取 X1 ,TE [a,B | , 且 TI < To2 , 则 


_ _ [4 十 区 za 十 妇 ) 一 4zlZ2 
HT fr) (二 十 DC 


由 ( 工 ) 知 ， Fn f(x2) 0, 好 f(z) 之 f(xz) ,了 f(z) 在 区 间 [La,B] 上 是 增 函 数 . 

i fra = fT0, fn = fo) 0. 

gt)=f6B)— f= 22 Vif » | fla)|=2. 

当 且 仅 当 1(D 一 一 /oo 一 2, 即 - 方 二 二 一 2, 亦 即 :一 0 时 取 等 号 . 

故 &(0O 的 最 小 值 为 2. 

15. 由 cs 一 ai 一 (2 十 3)al 一 (2 十 2)a 一 al 一 (2 十 2)(a 一 0) 一 (2 十 2)(2 十 1) 
(2 一 1) 一 一 (2 十 2)。，(2 十 1 4 3* (gC—a)=(n+2)1, 

故 as 一 ai 十 (as 一 al) 十 (as 一 as ) 十 十 (as 一 ai) 一 1 十 21 十 31 十 十 nt (之 1)， 

由 于 二 1,az 二 3,Q3 二 9,a4 一 33,as 二 153, 此 时 153 被 9 整除 . 

当 m 之 5 时 ,a 二 qs 十 2k! 而 k>6 时,k1 被 9 整除 ,于 是 当 mm 宇 5 时 ,a 被 9 整除 . 故 所 求 的 
的 最 小 值 为 5. 

16. 1 输入 mm,J 输入 nn 时 ,输出 结果 记 为 fCmn), 设 Fo 一, 则 f(1,1)==1, fmyn 十 1) 二 
f immo+2, fmt1,1)=2f(mt1). 

( 工 ) 因 为 f(1,n 十 DD 一 A1,) 十 2, 故 (15DD，f(1,2),…, 了 (1,n)… 组 成 以 f(1,1) 为 首 项 ,2 为 
公差 的 等 差 数 列 . 

所 以 ,f(1,) 二 f(1,1) 十 2(n 一 1) 一 2n 一 1. 

CI) 因为 fx 十 1,1D)==2f《m,1), 故 f1,1D) ,fC2,1),… ,flmm,1),… 组 成 以 f(1,1) 为 首 项 ,2 为 
公 比 的 等 比 数列 / 

所 以 , fm,1)=f(01 ,1) ,21 =2ml. / 

《于 ) 因 为 f(r,n 十 了 二 fm 十 2, 故 Gm) 有 fm,2),… ,flm,mD)… 组 成 以 fm,1) 为 首 项 ,2 
为 公差 的 等 差 数 列 . 

所 以 , F(oz) 一 Fa 1) 十 2(00 一 1) 一 2 十 2 一 2, f(2002,9)=22%1 十 16. 

17.( 卫 ) 连 MT、MA、MB, 显 然 M.T.A 三 点 共 线 ,是 |MA| 一 |MT| 二 |AT|==2cos0 

又 |IMT|==|MBi, 故 |MA| 一 |MB|==2cos9, 其 中 AB=2sin9， 

故 点 M 的 轨迹 是 以 A、B 为 焦点 , 实 轴 长 为 2cosg 的 双 曲 线 的 靠近 焦点 B 的 一 支 . 

(下 > 显然 |AMN | 的 最 小 值 f(9) 即 为 如 图 所 示 的 


IMTICN 和 人 工 重 合 ). 

IMT|=|MA|— -14TI= 一 Sin coslg 一 2coslb 一 sin0 一 
coSsO， 

故 f(D) = sing— cosg 一 VZsin(b 一 下 ). 

由 地 <0< ; 知 0< 0 一 一 本 去 元 ,由 


(X1 — Xe ). 
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0< f(D<L1. 
(三 ) 设 点 M 是 轨迹 PP 上 的 动 咏 , 护 NN 是 A 上 的 动 点 ,把 |MN| 的 最 大 值 记 为 g(0) , 求 g( 外 的 


取 值 范围 . 
18. 原 不 等 式 等 价 于 ( 气 一 1D)( 各 一 D) (第 一 DD 之 512. 


2 2 2 
设 xz 一 全 ,3y 一 所 ,二 , 则 | Z 十 y 十 zx 一 1 ,日 原 不 等 式 可 写成 为 


(FDS DL D512. 
并 多 之 


了 


汪 冰 库 间 下 乓 枉 党 油 司 入 辣 


1 DF) y+) ztytzt7z) 2 VC(2z 十 2 Vyz)、2 Vy 4VrivVy 
Hl z > Tz > 一 


8 Vz yz ,其 中 等 号 当 且 仅 当 z 二 yz 时 取得 . 


1 一 了 全 3 4 3 3 7 
同 理 ,有 广 一 1 闻 8 2 , 一 1 三 8 3 ,以 上 三 式 相 乘 , 即 证 原 不 等 式 成 立 ， 


2003 年 湖南 省 高 中 数学 夏令 营 试题 


一 小 


1. (2sin4 十 3cosB)? 十 (sinB 十 2cosA)? 一 19,sin(A 十 B) 一 上 十 ， 
,, sinC 一 了 ,AC=30" 或 150* 


若 C= 王 150", 则 一 A 一 30" ,这 时 2sin4A 十 3cosB 一 2 ， 广 十 3 一 4, 矛 盾 ， 故 填 30" 

2. 以 1 为 千 位 的 偶数 (0,2,4 为 个 位 ) 有 PP 二 36 个 ;以 2 为 千 位 的 偶数 (0,4 为 个 位 ) 有 PiPi 一 
24 个 ;以 3 为 干 位 的 偶数 (0,2,4 为 个 位 ) 有 本 P; 一 36 个 ;以 4 为 干 位 ,0 为 百 位 的 介 数 (2 为 个 位 ) 有 
让 ==3 个 ,以 上 的 数 共 有 36 十 24 十 36 十 3 二 99 个 ,其 中 最 后 一 个 即 为 所 求 的 第 99 个 偶数 为 4052. 

3. 由 x 十 10x’ 十 30zx: 十 38z 十 21 二 (x 十 2)! 十 2Czx 二 1)3 十 0(zx 十 1 十 0(x 十 1) 十 3, 知 


fl 010,30,38,21) |==(2,—6,6,1). 
故 填 (2,0,0,3). 


4. 7(z) 一 az2 一 2z 十 1 一 wz 一 二 22 十 (1 一 二 )， 


易 知 N(O 一 1 一 过. 
@ 当 1 去 二 过 2 时 ,Ma) 一 3) 一 go 一 5， 


g(a) 一 Mo) 一 N(O 一 9o 十 一 一 6 


7 EE 
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@ 当 2< 二 <3 时 ,M()=/(1)=a 一 1， 
g(0)=M(a) — N(a) =at——2. 


易 知 g(a) 是 [二 ,性 J 上 的 减 函 数 ,[g(a)jw 二 g( 方 )== 方 ， 


5. 如 图 , 连 A1D,AD' ,DC ,CD ,CB,AB,;. 

由 于 DiD | AD, D1D」 DC,AD | DC, 用 余弦 定理 , 易 求 得 
AAA4APC 三 内 十 均 为 锐角 . 同 理 可 证 人 APDC 三 内 角 也 均 为 锐角 . 

因 ADB: AN DQ, 故 A DOC, 为 AB' 与 A1D 所 成 的 角 ， 县 
AiDC==a. 同 理 DAC=B8, /AACD, 王 7, 显然 八 AD,C 吃 
人 和信 A1DOC ,故人 ADIC= 一 ADC = 二 a 在 人 ADIC 中 , ADiC = 
LDIAC+ALDCA=180", 

故 a 十 8B 十 Y= 二 180.. 

6. 因 点 plx,y) 在 椭圆 上 , 邦 


=4— 人 x ' | 志 3. 


_ 丈 
|PM|= vy (ra)’ ty =A/ (xz 一 C)2 十 4 一 六 =V/ 守 (7 一 记 a)? 二 人 


» >0,， 


闲 守 广 料 年 五 往 冰 沁 全 诗 闭 O 


2 
当 z= 守 a 时 ,|PM|wwn 一 /人 S22 一]， 


9 
Vv 15 
2 


7, 由 (Ca 一 号 =1— , 知 a 十 26 二 ab 十 1. 


a2 op 2 2 | 
由 对 十 2 十 _ jePE 十 2 多 |、2V2lapl -ab 知 一 2 Cas < 2 a 十 2 六 | pi 1 


2V2 2V2 ~ 2V2 2V2 2 2vV3 
a’ 十 2 
2 十 1， 

i < 
即 7 请 +1< < 33 


, v2 2v2 8 一 2vV2 8 十 2、vV/2 
和 一 一 一 < < 和 TT 一 4 bj] Ee 但 一 一 _ 一 第 
由 此 解 得 2 /31 t 2 9 上 7 < 本 当 目 仅 当 ca==vV20 与 a V26 时 ,两 


边 的 等 号 分 别 成 立 . 


-对 342 8 一 242 一 了 
页 fmax tmin — 7 ， 


8. 设 相 切 两 加 OO, ,GO 的 半径 为 民 ,R41，, 易 知 Tat = 二 sin39 一 3， 则 按 从 小 到 大 排列 ， 


一 SIn30 
{K.} 是 首 项 为 1, 公 比 为 3 的 等 比 数列 . Raoo 一 3 . 

9.9 组 . 先 考虑 申 、 乙 两 城市 代表 , 设 甲 市 代表 为 Al ,A;i ,A;, 乙 市 代表 为 B,B:,B; ,它们 之 间 可 | 
配 成 9 对 :4 BA B: ,A Bs ,4:B ,A B: 4:Bs ,As Bi ,AsB: ,4:Bs. 由 题 设 条 件 知 小 组 数 有 上 不 少 于 | 
9. 欲 使 小 组 数 尽 可 能 少 , 每 小 组 人 数 应 尽 可 能 多 (最 多 可 4 人 ) ,以 下 九 组 符合 要 求 : (Ai ,Bi ,CI ， 
Di), CA, B,C 4 BC Da), ABC Di ABC ,DA BC Di) A,, 
Bi ,Cs ,D;) ,CAs Pa ,CD;), (CA; ,B,C ,D). 


rl 


人 
奥 
林 
匹 
克 
数 
学 
中 
的 
真 
题 
分 
析 


一 中 区 


10. 由 f(x) 在 (一 co,0) U(Co, 十 ceo) 上 为 奇 函 数 ， 目 在 (0, 十 oo) 为 增 函 数 ， 了 (1)==0, 易 知 
ff 一 上) 二 一 了 J(1) 二 0, f(z) 在 (一 oo,0) 上 是 增 函 数 ， 

所 以 由 f(x) 过 0, 得 x 二 一 1 或 0 过 zx 过 1. 

故 N={m|f[g(0)]<0)=={mig() 二 一 1 或 0 二 g(0) 二 1). 

 M={m|lg()<0), : 

故 MN={mjg(OD)<—1})={m|sin0imecost—2m< 过 —1). 

由 sin?:98 十 rcos9 一 2m 过 一 1 ,得 (2 一 cos 内 zsin20 十 1， 


， 2 一 cos0_ 4 一 cos:g 一 2 2 加 2 
所 以 1 一 7 一 cog5 一 3 一 coS8 一 2 个 cos( 一 2—cos0 4 [© COs/) + 3— 008 cs 


而 ”一 [(2 一 一 cosD) 十 元 2 2 2Y2, 当 自 仅 当 2 一 cosg 一 了 一 一 元 -一 , 即 cosg-- 2 一 /2 2 时 等 号 成 立 . 


所 以 mm>>4 一 2V2. 

即 MNN= {mlm>4—2V2). 

11. 伐 商 所 述 的 不 等 式 邦 成 立 , 分 别 将 每 个 不 等 式 的 两 端 乎 方 ， 并 将 右 绒 的 而 都 移 至 左 端 ， 然后 

按 方差 公式 因 式 分 解 , 得 到 : 

(x 一 yy 十 zz)(X 十 y 一 2) 之 0， 
(yy 一 zz 十 ZT)(y 十 2 一 工 ) 过 0， 

(z 一 ZZ 十 y)(z 十 7X 一 y) 过 0， 

将 上 述 3 个 不 等 式 相 乘 ,有 

[Cx 一 y 十 z) 《Zz 十 y 一 2z) (y+ 十 z 一 Zz) 上 < 过 0. 

这 是 不 可 能 的 , 故 假 设 不 成 立 ,结论 获 证 . 

12. 设 直 线 MN 的 斜率 为 上 , 则 直线 MN 的 方程 为 

y 一 二 一 AZ 一 方 )， OD 


因为 A 点 坐标 为 (1,1), 所 以 直线 OA 的 方程 为 


y=x, 


村 阔 闸 凋 亚 二 性 亚 油 间 涉 三 0 


ZADI+ ACI=220* 知 人 ADIC=140°, 从 而 人 BIE = 360" 一 
“(140" 一 60° 一 80") 二 80", 即 了 IBE 二 50, 知 了 DCE 二 70", 故 8 


SqEdEEEd 


联 立 (DG@ 解 得 ML is), (#1). 


因为 直线 AB 的 方程 为 x<=1, 所 以 N(1, 人 二). 


1 1 2HI 2 1 0-202 1 
于 是 Semwm 一 王 "AN 一 本 (一 3 iE 一 L(+ 
-+4] 
1 1 
4 4 0 1 1 ,1 
2 2 


于 是 亏 世 1 一 k<< 这 ,此 时 S 为 增 函数 
3 即 工时 ,S 一 工 
所 以 , 当 1 一 A 一 方 , 即 A 一 一 广 时 ,Smx 一 本， 


因此 , 当 直 线 MN 的 斜率 为 一 方 时 ,三 角 板 AMN 的 面积 最 大 . 


13. 如 图 , 连 CI, 以 CI 为 一 边 在 人 和信 IBC 的 内 侧 作 等 边 
人 ECT, 连 BE, 易 知人 ECB= /40"= 人 人 ABC,.….CE/ BD. 

又 CE 二 CI=BI= BD, 即 四 边 形 DBEC 为 平行 四 边 形 ,. 
LBCD= /CBE. 

在 AJBE 中 , 易 知 1B=IE, 易 知 了 BIE=80°, 或 由 人 A 十 


DCI 二 10 ,从 而 BCD==30.. 
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my 


.fCxt) + fT) fxhoo ) = logax? logaz? +log, rioos 三 2(logaz 十 log zy 十 十 
log。.zzoos )=2log,xi x 2003 一 2 f(x 2 "°° T2003 ) 一 16. 故 选 (. 
2. 过 口 分 别 作 与 SA .SB、SC 平行 的 平面 交 SA、SB、SC 于 DE.F,， 
从 而 构成 以 SO 为 对 角 线 的 长 方 体 MFSE -ONDP. 
由 题 知 cos*a 十 cos:B 十 cos: 7 二 1， 
青 由 sin* Y==cos’a 十 cos >>2cosacosp， 
sin2a 一 cos: 8 十 cos2 7>2cosBcosy, 


sin B= cos’ a 十 cos: 72>2cosacosy, 


得 tanatanBtanY 宇 2 V2. 故 选 A. 


证 和 入 了: 
时 计生 3 : 
中 i 

时 | je" 


el | 
: 六 eit te 赂 人 | 
eli | | 


DE: 

4 HH 
' i i 
HH Ht 
Ht HE 
Ea a |: 
人 


国 


,AE 1 ll 
3, 设 需 上 小 时 , 则 (六 十 元 十 十 和 6 十 谭 十 她 十 十 196) 2 ， 


16 31 
] ] | 
F116 3 人 4 一) 
即 | 一 一 一 十 二 一 全 全 | 二 2, 由 此 解 得 :一 2, 于 是 9 个 水 管 一 齐 开 需 2 个 小 时 . 故 选 且 
1 一 杞 1 一 村 
2 2 


4. 如 图 ,下 为 焦点 ,对 应 准 线 为 !,AB 为 焦点 纺 ,M 为 AB 的 中 点 ,A、 
M.B 在 1 上 的 射影 分 别 为 GN., 瑟 ,; 设 e 为 其 离心 率 . 由 圆锥 曲线 的 定义 可 
得 : 

AF=e， AG,BF=e。 BF, 所 以 AB=e(AG 十 BH) 一 2e。MN, 即 e== 


AB 、 2 
2MN- 由 于 以 AB 为 直径 的 圆 与 / 相 离 ， 


所 以 e 二 者 坟 -<1, 故 选 BB 

5. 取 到 不 同 的 球 有 四 种 情况 : 红 红 白 黄 黄 , 红 红 黄 黄 黄 , 红 白白 白 黄 , 红 帕 白白 黄 , 红 白白 黄 黄 ， 
不 同 取 法 数 为 

GC2s tT 人 GCC =110. 故 选 C. 

6. 经 观察 可 得 这 个 自然 数 表 的 排列 特点 :中 第 一 列 的 每 一 个 数 都 是 完全 平方 数 ,并 且 恰 好 等 于 
它 所 在 行 数 的 平方 , 即 第 ” 行 的 第 1 个 数 为 x; 名 第 一 行 第 个 数 为 (n 一 1)? 十 1;@@ 第 4 行 中 从 第 1 
个 数 至 第 ”个 数 依 次 递减 1;@ 第 = 列 中 从 第 1 个 数 至 第 ”个 数 依次 递增 1, 故 上 起 第 2002 行 , 左 起 
第 2003 列 的 数 , 应 是 第 2003 列 的 第 2002 个 数 , 即 为 [ (2003 一 1 十 1 十 2001 = 二 2002? 十 2002 一 2002 
X2003. 故 选 D. : : 

7. 构造 函数 A 四 二 2 十 20021, 易 和 若 f(2) 是 R 上 的 奇遇 数 , 也 是 单调 增 消 数 . 由 此 可 得 

fz 一 Dj) 二 一 了 fy 一 2), 即 f(z 一 上 一 Jf(2 一 y) 元 x 一] 二 2 一 y,ZX 十 y 二 3 故 填 3. / 

8. 因 z 为 锐角 , 则 cosz 关 0, 条 件 式 两 边 同 除 以 cosz 得 2sinz。tanz 十 tanz 一 2sinz 一 3, 即 (2sinz 


| 十 Dltanz 一 1) 二 2. 考虑 到 函数 (zx) 一 (2sinz 十 1) (tanz 一 1) 在 (0,-) 内 严格 单调 递增 , 且 


一 2 一 F( 工 一 下 故 填 开 
| f(z)=2 王 几 雪 ), 故 [一 记 . 故 填 己 . 


2 。 ry V2 V2 
9, er , 则 | 节 Tt .站 < FHSBy 9 , 故 /< 7 , 当 且 仪 当 CT—Y 2 时 到 


_y. yy Ty 1 v2 2 
在 二 二 六 7, 则 TtYy i (二 守 疡 ? SS 2 . 故 帮 2 , 当 且 仅 当 XX 一 YY » 时 取 


综 上 可 知 , 当 z 一 y 一 将, 的 最 大 值 为 吧 , 故 填 之 


10. POz)=(z 二 zx 一 "==(27 一 1)" 二 G274( 一 D"*, 所 以 , 风 1a4 | 一 CG (2z)* 二 3", 获 填 


六 池 订 痊 导 了 五 媒 溢 油 回 渤 阔 O 


法 冰 商 糙 熙 开 性 泛 虹 交涉 屋 O 


11. 将 两 个 如 题 中 图 所 示 的 几何 体 组 合 在 一 起 构成 一 个 正三 楼 柱 , 则 
正三 术 柱 的 底面 边 长 为 4, 侧 楼 为 一 2 和 二 名 十 各), 体积 为 V 一 Sh 一 虐 


2 二 如 二 hs》 3 (十 性 十 局)o, 故 剩 下 的 几何 体 的 体积 为 去 六 一 


3 二 hh 十 不 ; )a’ 3 即 填 籽 CA 十 上 hs )a’. 


12. 易 知 十 六 一 2 yr LD 了 外 > V+ 7) 故人 
aa 


13, 设 Q, (mm), 则 直线 Q,P, 的 斜率 4 于 * 所 以 QP 的 方程 为 


(XZ 一 zn), 令 y 二 0 得 t= 二 二 十 2yr VT) 因 zy 二 1,znpi*， Wh 二 1, 所 以 


1 一 昱 % 且 yy 一 1, 秦 (4) 是 以 1 为 首 项 , 公 比 为 如 的 等 比 数列 .所 以 “ww 一 (如 )*r 一 ;下 


14. 考察 苑 数 g(D 一 于 ,可 知 8S(0) 为 奇 图 数 ， 由 于 当 上 >0 时 ,一 十 在 (0,1) 内 递减 , 易 知 


f(t) 一 ] 在 (0,1) 内 递增 ,而 对 于 1 ,ft»> (0,1)H. 上 < 时 ,有 (ti 一 2) . Lgl) 一 g(t2) |] 之 0, 所 以 
tt 
1 ) x 3 
对 任意 zxE (0,1), 有 (z 一 瑟 ) ”( 生 过 一 站) 之 0, 即 
3 六 -- 3y —y、 3 
省 池 之 j6(3x 一 ). 同 理 i Ty -> 六 (3y 一 ]) ,六 = 2 之 语 (3z 一 1). 以 上 三 式 相 加 ,有 f(z 
3 3 一 
ys) 一 二 + 半 F2+ ] 2 > 六 [3(z 十 y 十 一 3] 一 一 0. 当 Xr 二 y= 二 zx 一 村 时 ， zyz) 一 0, 故 所 
求 最 小 值 为 0. 


15. (1) 由 4B1BC, 目 ABCD, 知 4B | 面 BCD, 故 平面 ABC | 平面 BCD, 平 面 ABD | 平面 
BCD. / 

(2) 作 CE | BD, 垂 足 为 E, 则 CE 面 ABD. 作 EF | AD, 和 足 为 F, 连 CF, 则 CF | AD, CFE 
为 二 面 角 C -AD -B 的 平面 角 ,; 妈 a 二 人 CFE. 在 RtABCD 中 ,由 BD，CE=BC。，CD, 知 CE= 


BD 1 十 好 


二 ™ : a 4 
BOCD_ 7 pp= /CP -CE =, he 在 RtAABD 中 ,AD VAB: 二 BD = Vi 


- 

沁 ei 下 tb i 9: 人 Th 本 + - ! HE i. I 
i: 
2 上 
本 和 1 : i 人 


Peep 
本 ， 和 
和 i i i 1 1 上 1 1 1 ' 
Ld i i 
. 1 蕉 a 4 1 1 1 1 : 
b 


, 2 
易 知 ADFEcpADB4A, 故 三 -下 FF 一 Do48 -二 在 Rt 人 CEF 中 ,CF 二 


DA AB DA (十 Tz )(2 十 x ) 
w CE +EF = -党 二 二， 故 Sina 一 CF ”万 5 一 万 1 十 本 (XER'). 故 f(x)= 


记 1+7 (rER! ). 易 求 得 f(x) 的 值 或 为 ( 坚 ,1), 故 让 一 sina<<l, 又 axE [0, 订 ], 故 a 的 取 值 


和 

420, fC0) fC) ff( 一 ) 二 1, 进 而 得 0 之 fx) 过 41. 设 芭 ,X22 ER 有 EX 过 Zzxz, 则 xy 一 x 计 0， 
f(x — xr), flr) — fx) = fxr) — f(r /en ) |>0. 即 f(r)> 
zz) 图 数 y 一 /zz) 在 有 上 是 单调 递减 函数 . 由 flanti)— Fa 一 ,得 flas+i1) * f(—2—a)= 


1. 故 fass as 2 FO a oo CN 
故人 aa 是 首 项 为 1, 公差 为 2 的 等 差 数 列 ， 
由 此 得 2 leew 4005 
(2) 由 (1 十 二 -)(1 十 二 (1 十 于) V7 十 了 恒 成 立 ， 
| ta la 
开 胺 一 一 -一 一 一 “一 = . 
知 n+l 生成 立 
(+ 一 -) (1 二 二 二 (1 十 本) 
有 
Q 十 土 )G1 十 十) (十 二 )G1 十 -1 ) 
dl (2 


知 FCn)>>0, 且 Fn 十 由 二 一 一 一 
2 十 3 


设 FT) 一 


又 了 (2 十 1) 2(n 二 1) 
Fo) ~ lm ti 


故 FCn) 为 关于 nn 的 单调 增 函 数 ,F(n) 之 F(1) =SV3. 


>1, 好 FC(nt+1)>F(n), 


所 以 kV 3, 即 的 最 大 值 为 V3. 


17.《1) 设 己 公 司 第 n 年 的 市 场 占有 率 为 5b, ,分 析 图 形 可 得 
A,A A 


如 二 A 十 他 十 全 十 … 十 一 (2 一 7)A. 
(2) 依 题 意 ,2015 年 为 第 20 年 , 则 oo 一 各 (202 一 20- 十 40): = 全 A>10A,bw (2- 35)A<2A. 所 


oz ,2A 
以 ， a “10A™20%， 好 po<azo2022 ,可 见 ,2015 年 会 出 现 乙 公司 被 甲 公司 兼并 的 局 面 . 
18. 设 如 图 为 满足 条 件 的 直角 三 角形 OAB, 则 直线 OM 的 斜率 为 tana 一 7; 


苯 沁 离 将 王 扩 由 潍 济 同 诛 潮 O 


溉 冰 离 凋 属 邱 尾 冰 二 司 江 净 O 


直线 OA 的 斜率 为 tan(a 一 45 ) 一 1 二 Tai 一 本; 


直线 OB 的 斜率 为 一 

由 此 可 设 点 A 的 坐标 为 A(4t,31) ,点 呈 的 坐标 为 品 ( 一 3s,45)7(s，t 
0), 则 / 

1 一 41 一 3t,s 二 一 3s 十 4s 都 是 正 整 数 . 

设 人 入 OAB 的 内 切 贺 半径 为 7 ， 则 


,一旦 OM=2p 。96。 V1 +7 =5p* 96. 


又 OA=5t,0B=5s,AB=5 Vf 十?. 

由 OA 十 0B 一 AB 二 27, 得 

5 YVES =5t+5s—2. 5p* 96, 

即 才 十 s 二 (ft 十 5) :一 4p，96，(zt 十 s) 十 4p* ，96:， 

整理 得 (1 一 192p)(s 一 192p) 二 2p? ， 96: 一 2!! 。3:，px. 

由 于 512>27r,5s 二 27, 故 t 一 192p 守 0,s 一 192p 守 0. 

故 所 求 三 角形 个 数 等 于 2 。3:，。 pr 的 正 因 数 的 个 数 , 即 

当 p 关 2.3 时 ,共有 (11 十 1)(2 十 1) (2 十 1) 二 108 个 直角 三 角形 符合 题 意 ; 
当 p=2 寺 ,共有 (13 十 1) (2 十 1) 二 42 个 直角 三 角形 符合 题 意 ; 

当 p= 二 3 时 ,共有 (11 十 1) (4 十 1)= 二 60 个 直角 三 角形 符合 题 意 . 
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1.C. 注意 到 柯 西 不 等 式 , 知 4a 一 6 一 A/ 方 (2 十 y) 十 Viy 一 (xz 十 A/ 2( 王 二 xy) 一 


《z 十 y) 二 0, 因 x 关 y, 故 上 式 不 能 取 等 号 ,所 以 b>a. 
1 


1 
一 (Ty) (zx— y) 
叉 a 一 c= 于 二 Vz) 一 (EY ] < ] ) 一 -一 一 >0， 
MY 


2. D. 由 9E (0,-7) , 知 人 >sin0, 即 cosO>sin(CcosO)， 又 >0>sing>0 ,在 (0, 亏 ) 内 余 弱 函数 为 减 
国 数 , 故 有 sin(cos9) < 二 cos(sin0). 
同 理 , 当 te (0, 记 ) 时 ,cos(cos0) > sin(sind). 


压 b>ac. 


又 当 0=0 时 4 sin( cosd) -一 sinl 多 coSs(KSinlO) 一 9 故 有 


sin(Ccos0) <cos(sin0). 当 0 一 友 时 ,sin(cosb) 二 sin0 一 0 
cos(sin0) 一 cosl1>>0 ,同样 有 sin(cos0) 二 cost(sin0). 
当 OE (了 , 工 | 时 ,cosOE| 一 1,0],sinOE |0,1), sin(cos) <~cost sing). 综 上 可 知 , 当 VOL0,r 时 ， 


sin(cos0) < cos(sind). 
3. 卫 作 MP1AB 于 P, 连 PN, 则 PN1LAB. 于 是 ~ MP 是 二 面 角 ABCPD -AB -ABEF 的 平面 
角 , MPN 一 120". 


设 AM=FN=x, 则 MP—z, PN=2 所 "MN = MP: 十 PN 一 2MP 。 PN .cos120" 一 


坟 (z -一 V2az 十 2a2 ). 


依 题 意 ,0 委 xz 委 2c, 夏 当 z— 如 HT , CMN) mn -30; 


当 x 二 0 或 /2a 时 , (MN)w 一 
4.B. 平 面 内 格 点 P(xo,y) 到 直线 y 一 也 zx 十 之 的 距离 


d= 一 二 19 一 12% 十 8| , 因 9m 一 12y 被 3 整除 ,8 被 3 除 余 2, 所 以 |9m 一 12 
TT ; 因 9zo 一 12y 被 3 整除 ,8 被 3 除 余 2, 所 以 |9xo 一 12w 十 


5. A. 依 题 意 ,得 f(1) = 二 a 十 a 一 2 二 (a 十 2) (a 一 1)< 二 0， 所 以 一 2<a<l. 

6. A. 由 1 志 m 才 99,1 过 n 志 99, 可 得 

(mtn 十 3m 十 nn 之 Cm 十 nn 十 4 十 0) 十 4 二 Cm 十 nn 十 2)*， 

又 Cm 十 nn 十 3m 十 n 之 Cm 十 n)? ,于 是 

(m 十 nn 六 之 (mx 十 nn 六 十 3m 十 Rn 之 Cm 十 n 十 2)7. 

若 (m 十 n)? 十 3m 十 n 是 完全 平方 数 , 则 必 有 (Cm 十 2 十 3m 十 n 二 Cm 十 n 十 1 ,化 简 即 有 关 一 2 十 
1, 此 时 nn 一 1,2,…,98,m 二 2,3,…,99. 所 以 所 求 的 有 序 整数 对 (m,n) 共 有 98 对 : (2,1),(3,2),….， 
(99,98). 


di 


—a? z 
7. 令 f(z) 一 y 一 让 一 攻 一 4x 十 子 二 (x 一 各 ?十 ,原则 题 化 为 /(z) 在 [awa 十 1] 上 的 最 小 


4 4 
值 恒 为 正 时 , 求 a 的 取 值 范围 . 


因为 f(x) 在 (一 oo,-5) 上 单调 减少 ,而 在 (5 ,十 2) 上 单调 增加 , 故 : (1) 当 所 a, 即 a 之 0 时 ， 
f(x) 在 La,a 十 1 上 的 最 小 值 为 f(a) = 六 >>0, 所 以 有 a 之 0; (2) 当 a<$ <atl, 由 一 2 过 a 二 0 时 ， 


知 一 Y3 二 a<AY3, 所 以 一 V3 二 a 二 0;(3) 当 


了 f(z) 在 [La,a 十 1] 上 的 最 小 值 为 f(5) 一 二 


六 冰 洲 并 下 所 性 涟 省 同和 江 淆 O 


溉 冰 商 音 下 羡 枉 灰 二 同和 姜 O 


EE 2 


名 之 at+1, 即 a 一 2 时 ,f(z) 在 [a,a 十 1] 上 的 最 小 值 为 f(a 十 1 一 a 十 了 ,由 a 十 了 之 0, 得 a> 


一 地 , 这 上 时 仁 无 解 ， 


8. 取 CD 中 点 0, 则 1A0|==180|= v14Cl? 一 |COF = v10 一 a*. 在 人 AOB 中 ,由 余弦 定理 得 


NR CC +IBO| 一 _ _20~6a _ 10— 10—3a 
cos LAOB = -TAOF .TBO 7C10 一 25 下 一 0 一 . 因 为, 0 二 人 AOB 一 r， 


eos LAOB|==| 池 一 3 | ,1 过 ?过 5, 又 a 渤 0; 所 以 0 二 a<Y5, 填 0 二 a<V5. 


9. 因 zx 之 0, 令 3 一 z>> V2z 十 5, 解 得 0 过 xz<4 一 2V3， 
V2z 十 5,0<rz<<4 一 2V3， 
3 一 +,X 之 4 一 2V3. 

因为 3 一 + 在 R 上 单调 递减 , 故 当 x 源 4 一 2V3 时 , f(z) x g(x)Ef(4 一 2V3) * g(4 一 2V3) 一 3 一 
(4—2V3)=2V3—1, 

当 0 夺 zx 世 4 一 2 V3 时 , V2z 十 5 单调 递增 , 故 当 x Ef0,4 一 2 V3] 时 , f (x) * g (x) 过 
V2 (4—2V3)+5=2V3—l. 

综 上 可 知 ,f(x) x g(x) 的 最 大 值 为 2V3 一 1, 填 2V3 一 1. 

令 Q(z) 二 P(xz) 一 2004z, 则 QO(1)= 二 Q(2) 二 QC(3) 二 0. 
从 而 Q(X) 二 (x 一 (x 一 2 (x3)(r—r), 
于 是 ,由 P(x) 二 Q(x) 十 2004x ,可 得 


到 LPGD) 十 P( 一 7] 一 二 [QGD 十 2004X11 十 Q( 一 7) 十 2004X( 一 = 二 [QGD) 十 Q( 一 7 二 


所 以 f(r) x glx) -| 


2004. 
为 一 方面 : QID+R 7)=10. 9.8.。 (11 一 7) 十 (一 8)( 一 9)( 一 10)( 一 7) 一 ]0.9.。8.，18= 
12960， 


故 寺 LP(C11) 十 一 7)] 一 3240 十 2004 一 5244. 填 5244. 


1]. 今 Li 一 一 logxmu 全 ,z 一 — logzo0 7 ,zs = 一 logzo 所 了 因 为 a>p>c>ad>0, 所 以 ey | >0,， 


zz>0,zxs>>0, 原 式 变 形 为 二 十 二 十 二 <m 一 由 二 一， 


芭 m 之 (i 十 ti 十 zy)( 二 十 一 -人 ~ )>9. 


当 zx =r =z 时 abe.d 成 等 比 数列 等 号 才能 成 立 , 故 m 的 最 小 值 为 9, 填 9. 

12. 集合 {0,1,2,…,9} 可 选 出 14 对 数 ,它们 的 差 的 绝对 值 为 3, 这 些 数 对 是 (0,3),(3,0),(1,4)， 
(4,1),(2,5),(5,2),(3,6),(6,3),(4,7),(7,4),(5,8),(8,5),(6,9),(9,6), 其 中 除 (C0,3) 外 ,都 可 分 
别 作为 千 位 数 和 个 位 数 , 共 有 13 对 有 序数 组 ,其 余 中 间 两 位 数字 从 剩余 8 个 数字 中 任 取 2 个 排列 ， 


共有 代 =56 种 方法 ,所 以 共有 1348 一 728 个 四 位 数 , 故 填 728. 


以 上 两 式 相 乘 , 即 得 
zyzw(z 十 y 十 z 十 Ww) 志 去 ， 


一 条 

13. 由 均值 不 等 式 和 柯 西 不 等 式 , 可 得 拓 
ym tt tw VP TT), 
于 是 有 xyzw< 志 ， 
中 

T 十 y 十 zx 十 YUS2. 的 
真 

是 

分 

析 


即 x yew ry zw ry wt ryzur < 记 . 


14. (了 ) 由 a1 二 四, 及 递 推 公式 ,可 得 as 一 12,s 一 一 8， 

ar 十 4 十 4 — 2: 3Ca 1 一 2 

{ 一 — Gn] f 一 ~ Cn 一 1 

所 以 若 Cn—1 <2， 出 dn<2,X a9 二 一 8， 故 当 n 之 9 时 ,a, < 过 2. 同 法 可 证 ， 当 n<8 时 ,a, >2. 
综 上 所 述 , 满 足 条 件 的 m 存在 , 且 m=8. 


(2)ao 一 一 总 , 易 证 当 "10 时 ,an 一 导 . 


Jo 十 人 二 


dn-2 


—g )— 2(4, — 2)° 
7a) (a 二 3) 


oo ;十 an 一 20, 一 (一 


cr 十 3 oT a, 


当 7 之 10 时 st 一 2<<0 yn 十 3 二 0， ee 


15. 延长 DI .DL 分 别 交 AB、.AC 于 K.L. 

则 由 DD 为 BC 的 中 点 , 知 AD 二 BD=CD, 从 而 K 为 AB 的 中 点 二 为 AC 的 中 点 . 从 而 AKDL 为 
矩形 和 且 SAaac 一 2 和 5 形 4AKDL . 

机 证 ”Sampc 二 2SAamN ， 只 须 证 SAhAMN 一 .3 算 形 MkDL ， 

只 须 证 SAMIK 十 SALDK 一 ADI I» ， 


DAMIK mALDN 


戎 证 一 |. 


SApnt, SApnp 


易 证 :Rt 八 MKILORtADI LORtALIN, 故 只 须 证 : Gs 


Lh 
DE’ =], 


Kh_BK_BA Ll:_CL_CA 
由 角 平 分 线 定理 .7p 一 BD 一 BC * D1, 一 CB 二 GE， 西式 平方 相 加 即 证 . 


“十 ( 
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1. A 由 f(x)、g(x) 分 别 为 奇 晴 数 、 偶 函数 , 知 

f(—7x)=— f(r) ,2(—7z)= g(r), 

在 f(x) 一 g(xXx) 二 x 十 97x 十 12 中 用 一 z 代替 之 ,得 

f(x)—2e(—Xx)=7x:—9zx++12， 

由 此 得 f(T) 十 g(z) 二 一 x 十 9zx 一 12. 

2. D, 由 涌 数 图 和 象 可 立即 得 出 结论 ， 

3.C. 设 y= 二 一 1, 则 原 方程 变 为 x 十 y= 二 x 十 ye; 即 x 一 1) 十 yx 一 1) 二 0. OQ 

由 于 x 之 0 时 ,下 一 1 之 0;z 记 0 时 ,一 1 守 0,; 即 x 与 下 一 1 同 号 . 同 理 与 到 一 1] 辐 导 , 故 当 
xyAxK0 时 ,zw 一 1)，y(w 一 1) 守 0, 即 

CD 一 1)。yGr —1) >0. 

故 Xz(Y 一 和 yr 一 1) 同 号 ,所 以 由 方程 中, 知 z 一 0 或 y 一 0. 

原 方程 的 所 有 根 为 一 1,0,1, 即 A={ 一 1,0,1} ,其 元 素 的 平方 和 为 (一 1)* 十 0 十 1 二 2. 

4. B. 满足 条 件 的 点 在 以 (0,0) 为 圆心 ,2 和 6 为 半径 的 圆 环 内 ,其 面积 为 36x 一 r=32n. 

5. C. 设 编 号 分 别 为 1.2、3 的 盒子 中 球 的 个 数 依次 为 x1 zz 、z3; 则 

Xl 十 Zz2 十 XxX3 二 10( 其 中 z 之 1 ,zz 之 2,X3 之 3). 

记 VX，Y? =X2 一 二 ，y3 二 Zs 一 2, 则 

1 十 yz 十 ys 二 7( 其 中 之 1,y4 之 1, ys 之 1). | 

问题 就 转化 为 求 方程 yi 十 yi 十 ys 二 7 的 正 整数 解 的 组 数 , 易 知 其 组 数 为 G8 二 15. 

6. C. 易 知 Ss ,So 一 Ss ,Sis 一 Sto 成 等 差 数 列 , 即 

2(9io — Ss)=Ss+ (Ss 一 Sio )， 

有 即 Ss 一 3(Sio 一 S5) 一 3(36 一 28) 一 24. 
7.C. 曲线 CC 即 (zx 十 1 十 二 1(y 之 0), 它 表示 圆心 在 (一 1,0)， 半径 为 1 的 圆 的 上 半 部 ( 含 端 
点 ).! 是 斜率 为 一 1, 截 距 为 zz 的 直线 . 
由 直线 ! 与 曲线 C 相交 于 两 点 , 知 
一 <1 m0 


且 冰 次 凋 录 下 性 入 员 同 入 恒 O 


由 此 解 得 0 委 m<V2 一 1. 
8. C. 如 图 , 设 过 BDI 的 截面 为 平行 四 边 形 BDI EE, 则 9 一 295Amlp 二 hh，BD ,这 里 及 为 El 到 


BD, 的 距离 . 易 知 为 异 面 直线 BDi 与 B,C 闻 的 距离 六 时 最 小 . 此 时 = 有 二 皇 (a 为 正方 体 的 楼 
长 ), 从 而 


V2 


“< om. b> 


又 Smax 一 SBB, 已] 也 一 V2az 9 


OO 
所 以 Se 一 23. 于 
人 林 
9. B. 由 zx 一 0. 8205 >>0.8105 一 0. 9,y 一 sin1<<sin 本 - 竟 一 0 9, 知 y<<r. 过 
由 39 >7” , 可 得 9>5logs7,， 此 0., 9 一 jlogs V7 , 故 并 人 多。 
又 由 37<<74 ,可 得 34 过 7,3! ”<<7, 进 一 步 得 34 <7W3<log7, 3 <log V7, 即 y<<x. 
综 上 可 知 yz<<z. 真 
题 
A 之 0， 分 
10. A = 析 
一 久 十 9 盖 0. 
4 一 ， 4 一 6， 
由 此 解 得 {5_1 .或 1p-2 
2 了 
故 P= 36 18° 


11. 填 25, 在 作 PF F; 中 ,由 中 线 长 公式 ,得 

[PF | + |1PF,|*=2|10P|’+2|OF,|°, 
邑 (PFR | 十 |PF; 7 一 21OP1 十 21OF2 |?- 十 2| PF |。|PF;|, 由 椭圆 定义 ,得 
IPF | .|PF;|+|OP|?=24:— |OF, ?=2a 一 co 一 22 十 在 一 16 十 9 一 25. 


12. 5Vlal |B)2— (a. B)?. 
由 Srnec =|ABi . |AC| 。 sinA 二 方 |2| .|b| 。sinA， 


lal:»。 16|?(1— cos:A) 


~ a*b 
al:。 pl? 一 (一 一 一 一 )? 


[Clal?* 16|:—(Ca*» 2):]. 


13. 4. 由 条 件 知 ,1 一 地 一 一 装 , 即 CHs 一 35, 由 此 解 得 n=4 
3 二 33 


14. 1. 可 以 证 明 , 在 所 给 条 件 下 没有 任何 两 人 所 胜 的 场次 相同 ,从 而 ,10 个 选手 胜 的 场次 取 10 
个 数 :0,1,2,…,9, 故 怡 胜 两 场 的 人 数 为 1 个 . 

者 不 然 , 设 存在 A 与 B 胜 的 场次 相同 ,不 妨 设 A 胜 B. 

于 是 ,在 败 于 B 的 选手 中 必 存 在 C, 使 C 胜 A; 否 则 , 几 败 于 8B 的 也 败 于 A,A 就 至 少 比 B 多 胜 一 
场 (A 胜 B 的 那 一 场 ) ,与 A、B 胜 的 场次 相同 矛盾 . 

因此 ,找到 了 三 名 选手 A、B.C, 使 得 A 胜 B,B 胜 C,C 胜 A. 


| 
心 | 一 心 | 一 | 一 


对 于 A、B.C 可 加 进 2 名 选手 ,这 5 名 选手 中 必 有 1 人 人 抽 于 其 余 4 人 ,上 且 不 是 A、B.C 中 任何 1 
人 ， 记 为 也. 

同样 ,对 于 A、B、C 再 加 进 2 名 选手 (不 售 品 ) ,又 可 找到 一 人 负 于 其 余 4 人 , 自 不 是 A、B.C.D, 记 
为 FE 

这 样 ,A、B、C、.D.E 不同 的 5 人 中 无 任何 一 人 胜 其 余 4 人 ,与 已 知 条 件 记 盾 . 

综 上 可 知 , 怡 有 两 场 获 胜 的 人 数 为 1 人. 

15, (1) 若 A 天 好, 同 4ASB 显然 成 立 . 

车 A 关 名 @, 设 tiEA, 则 f(D)=t, fF(fO))==fQ)=t, 即 1:€B, 从 而 AESB. 

(2) ”A 中 元 素 是 方程 f(x) 二 zx, 即 az? 一 1=xz 的 实 根 . 


z a0， 
A 一 站 时 
由 A 隆 纪 , 知 a=0 或 A=1 十 4a 实 0. 


苯 滞 广 焰 如 吾 居 淡 洲 右 许 姜 O 


即 a 之 一 地. 


B 中 元 案 是 方程 a lax 一 1) 一 1 二 xz, 鞭 
20 一 Xx 十 4 一 1 二 0 的 实 根 ， 
由 ACB, 知 上 方程 左边 含有 一 个 因 式 ax 一 x 一 1, 即 方程 可 化 为 
(ar’ —Xx—1)(a zar—ai+l)=0. 
因此 ,要 A 二 B, 踊 要 方程 


a x 十 aXx 一 a 十 1 二 0 OD 
要 么 没有 实 根 ,要 么 实 根 是 方程 

az —X—1i=0 ©) 
的 根 . 


车 中 没有 实 根 , 则 As 二 a? 一 4a? (1 一 a) 二 0, 由 此 解 得 a< 池 . 
各 四 有 实 根 且 由 的 实 根 是 @@ 的 实 根 , 则 由 @ 有 a 二 axr 十 a, 代 人 有 2ax 十 1 二 0. 
由 此 解 得 x 一 一 这. 再 代入 @@ 得 六 十 交 一 1 一 0, 由 此 解 得 < 一 之 ， 


故 a 的 取 值 范围 是 [一 二 ,二 


16. A、.B.C.D 四 个 组 每 天 生产 上 衣 与 裤子 的 数量 比分 别 是 : 辣 , 巧 , 在 , 汪 , 且 


6 8 9~、7 
7 一 10 一 17 一 和 0 


只 能 让 每 天 生产 上 衣 效 率 最 高 的 组 做 上 衣 , 生 产 裤子 效率 最 高 的 组 做 裤子 ,才能 使 做 的 套数 最 
由 山 知 DD 组 做 上 衣 效 率 最 高 ,C 组 做 裤子 效率 最 高 . 于 是 , 设 A 组 做 x 天 上 衣 , 其 余 (7 一 z) 天 做 
饼 子 ;中 组 做 > 天 上 衣 , 其 余 (7 一 y) 天 做 裤子 ;DD 组 做 7 天 上 衣 ,C 组 做 7 天 裤子 ， 


EE 
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四 个 组 7 天 共生 产 上 衣 6X7 十 8zx 十 9y( 件 ); 生 产 裤子 11X7 十 10(7 一 zx) 十 12(7 一 y) (条 ). 
依 题 意 ,有 
bx 


42 十 8z 十 9y 二 77 十 10(7 一 Zz) 十 12(7 一 y), 即 y= 二 9 一 了 


令 p=42 十 8z 十 9y 一 42 十 8x 十 9(9 一 放 ) 一 123 十 所 


因为 0 委 z 委 7, 所 以 , 当 z 一 7 时 ,此 时 y==3,p 取得 最 大 值 ,好 px 一 125. 
因此 ,安排 A、.D 组 都 做 7 天 上 衣 ,C 组 做 7 天 裤子 ,B 组 做 3 天 上 胡 、4 天 裤子 ,这 样 做 的 套数 最 
多 ,为 125 套 . 


17. 令 a =1, 则 有 ao 一 愉 十 ao, 且 1 一 -全 -十 和 (一 1,2，…)， 


人 大 十 1 wR-1 


于 是 n 二 -十 > el. 


k= -I+1 二 一 1 十 :1 


由 工本 - 几何 平均 值 不 等 式 ， 了 得 


1 。C2 .a 
U3 他 m 十 1 
注意 到 4 一 QI 一 ] I 
1 
1 之 n 十 一 , 即 v /un 之 1 十 一 一 
Vnt+l V Unt nt 1 加 Va n 


18. 1) 以 ADB 所 在 直线 为 x 轴 , 线 段 AB 的 中 重 线 为 ?> 轴 建 立 直 角 坐 标 系 , 设 |C4| 十 |CB|=2a(a>> 
3) 为 定 值 ,所 以 C 点 的 轨迹 是 以 A, 吾 为 焦点 的 椭圆 ,所 以 焦点 2c 一 AB 一 6. 


因为 ClCBL+ICA|:—6:_ (CB|+ICA|):—2ICB| + |CA|—36_ 247—18 | 
"035% 21CBI .|CA| 21CB| 。 [CA| ICBI.: ICA| 


又 CB， CA<( 和 2 2 一 22 ,所 以 cosC>>1 一 上 由 题 意 得 1 一 部 二 让 ,0? 二 25 此 时 |PA|=|PB|， 
P 点 坐标 为 PC(0, 士 4). 

所 以 C 点 的 轨迹 方程 为 车 十 认 二 1(yz0) 

(2) 不 妨 设 A 点 坐标 为 A( 一 3,0),M(zi ,yi)， ee MN 的 倾 射 角 不 为 90 时 ， 设 其 
方程 为 > 一 ACz 十 3). 代入 椭圆 方程 化 简 ， 得 (去 十 人 外)z 十 二 六 妇 xz 十 (于 一 1) 一 0. 


_ 150k? 225& 一 400 


显然 有 A 之 0, 所 以 Xl 十 ZX; 一 16 十 25 妇 312 16+25k: 。 


而 由 椭圆 第 二 定义 可 得 


1B . BN| ==(5 一 世 芭 ) (5— 计 x2) =25—3(z 十 过 ? ) 十 关 


450k:? ,81lk2—144 531k:-144 
16425k | 16T25k 一 入 二 T6625g 


一 25 十 


一 25 十 35 ， 


尝 冰 部 交 下 兵 必 渐进 同 芝 王 O 


于 六 离 凋 垩 开心 滞 井 同 沉 酒 O 


aE 


-大 
< 上 


-Y = 
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» 144 1 6 144 
上 531 531 
只 要 考虑 一 一 6 的 最 小 值 , 即 考虑 1 一 一] 中 取 最 小 人 ,显然 
上 十 25 k’ 十 交 


当 A=0 时 ,1BMI "|BN| 取 最 小 值 16， 
当 直线 MN 的 倾斜 角 为 90" 时 ,zi 一 zs 一 一 3, 得 |BRV| .1B 识 | 二 (六 :>16. 


但 务 十 入 =1(y 天 0), 故 t0, 这 样 的 M,N 不 存在 , 即 1B 说 | |B 座 | 的 最 小 值 的 集合 为 空 集 


19. 由 题 意 可 得 sin?a 十 sin?pB+sin?7==1, 且 a A YE (0,—— 7 )， 
PL sina se 7 
一 可 (cos28+ cos27) 
=cos(B+ 7 cos(B—). 
因为 cos(8 一 7)>>cos(BT7) ,所 以 sin ao>cos'(a 十 国 一 sinm[- 了 一 (8 一 力 ] 


当 十 ) 亿 也 时 ,a 十 8 过 去; 
当 yc 时 ,o>> 亲 一 《82 ,同样 有 oa 十 p 十 ) 人 > 也. 
故 atBty>T. 


另 一 方面 ,不 妨 设 a 之 8>7, 则 sina>3 ,siny<<3. 


邻 Sina' 3 ,siny 一 ^/ ] 一 C3) — sin’ pb, 


则 sin? Qi 十 sin Bb 十 sin X= 二]1. 

Sin Ap 一 cos(a 十 yy)cos(a 一 力 一 cos(a + 7) cos(o — 7). 
因为 a 一 Xa 一 7 了, 所 以 cos(am 一 7 ) 之 cos(a 一 7)， 
所 以 ”cos(a 十 7 之 cos(ai 十 7 )， 

所 以 a 十 Ya 十. 

如 果 运 用 调整 法 ,只 要 a.B.7Y 不 全 相等 ,总 可 通过 调整 ,使 a 十 及 十 六 增 大 . 


所 以 , 当 a 二 BY= 3 上 a 十 BB 十 7Y 取 最 大 值 3arcsin 3 


综 上 可 知 ， <atB+t 7<3arcsin 3. 
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